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PRÉFACE. 


Ccl  Ouvrage  est,  à  peu  de  chose  près,  le  résumé  de  mon  Cours 
de  la  Faculté  des  Sciences.  J'ai  modifié  légèrement  sur  quelques 
points  l'ordre  suivi  dans  renseignement,  afin  de  réunir  dans  un 
même  Volume  tout  ce  qui  concerne  les  fondions  de  variables 
réelles,  saui  l'élude  des  équations  difTércnLielles.  I^a  notation 
différentielle  ne  faisant  pas  [jarlie  ilu  [»ro};ramme  de  la  classe  de 
Ma  thématiques  spéciales,  j'ai  repris  l'exposé  de  celte  notation 
dès  le  début,  et  je  suppose  simplement  le  lecteur  familiarisé  avec 
le  calcul  des  dérivées. 

L'ADal_)'se  mathcnialique  étant  essentiellcnicnl  la  science  du 
continu,  il  semble  que  logiquement  tout  cours  d'Analyse  doit 
commencer  par  l'étude  des  nombres  irrationnels,  (cependant  j'ai 
supposé  celte  notion  acquise.  La  théorie  des  incommensurables 
esl  exposée  dans  d'excellents  Ouvrages  connus  de  tous,  el  d'une 
façon  si  parfaite  que  j'ai  jtigé  inutile  d'y  revenir.  QuanI  kux 
autres  notions  fondamcniides  qui  scrveiil  de  base  à  TAnalyse, 
comme  celles  de  limite  supérieure,  d'intégrale  définie,  d'intégrale 
double,  etc.,  je  me  suis  clforcé  de  les  introduire  avec  toute  la 
rigueur  désirable,  tout  en  restant  élémentaire,  et  sans  viser  à 
atteindre  une  généralité  superflue  dans  un  livre  d'enseignement. 

Quelques  paragraphes,  imprimés  en  caractères  plus  fins  que  le 
corps  de  l'Ouvrage,  contiennent  soit  des  exemples  développés, 
soit  des  compléments  que  b:  lecteur  peut  passer  sans  inconvénient 
dao»  une  première  lecture.  Chaque  Chapitre  est  suivi  de  l'énoocé 
J'nn  certain  nombre  d'exercices.  La  plupart  d'entre  eux,  qui  sont 
dei  applications  immédiates  des  méthodes  exposées  dans  le  Cha- 
pitre, odL  été  proposés  comme  sujets  d'examens.  D'autres,  dont 
i'éaoocé  est  précédé  d'un  astérisque,  sont  un  peu  plus  difliciles. 


VI  PRÉFACK. 

et  sonl  le  plus   souvent   empruntés  à   des  Mémoires   originaux 
auxquels  je  renvoie. 

Deux  de  mes  anciens  élèves  de  l'École  Normale,  M.  Emile  Cotton 
et  M.  Jean  Clairin,  ont  bien  voulu  m'aider  dans  la  correction  des 
épreuves;  je  leur  adresse  ici  mes  affectueux  remercîmenls. 

a-/  janvier  1903. 

E>  GoTJRSAT. 
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1.    -    FONCTIONS    DUNE   VARIABLE. 


1.  Ziimites.  —  Lorsque  les  valeurs  successives  d'une  variable  jr 

[se  rapproclienL  de  plus  on   plus  d'une   quanlilu  conslantc  «,  de 

[f»Çon  que  la  valeur  absolue  do   lii  dillercnre  x  —  a  finisse  par 

[deveoir  et  resler  plus  [vcliic  que  loin  nombre  donné  à  l'avance, 

)n  dil  (pie  la  variable  >r  a  [)our  liiuilt-  la  coostanic  tr.  Celte  d(!"fi- 

lilion  nous  donne  un  rrilerinm  perruellant  de  reeonuaiLrr  si  tt 

Bst  la  limite  de  la  variable  x ;  pour  qu'il  en  soil  ainsi,  il  fauL  el  il 

tufGt  ({u'élanl   donne  un  nombre   positif  z,  aussi  pclil  qu'on   Ir 

voudra,   il  arrive  un  moinenl  k  partir  duquel  lu  valeur  absolut: 

Je  j:  —  a  resie  conslammeni  inférieure  ^  e,  pour  loules  les  valeurs 

lae  la  variable  x  est  susceptible  d'acquérir. 

De  nombreux  evemples  de  limiles  sont  fournis  par  la  Géomé- 

ri«  cl  l'Algèbre.  Par  exem|jle,  la  quantité  variable  x  ^= a 

Iiiar  limite  aa  lors(pie  m  tend  vers  a,  car  il  suflit  que  la  valeur 
lue  de  m  —  a  soit  inférieure  à  s  pour  que  la  valeur  absolue 
Je  X  —  sa  soil  elle-même  plus  pclile  que  e.  De  môme  la  variable 

^a »  où  n  esl  un  nombn?  entier  positif,  a  pour  limite  n 

irsque  ce  nombre  n  augmente  indéfiniment,  car  il  suffit  que  n 

<i.  i 


ItTKeS   ET  niWÉBENTlKLLES. 

soit  supérieur  à  -  pour  que  a  —  x  soil  inférieur  à  î.  On  voil,  par 

ces  exemples,  que  les  Nalenrs  successives  de  la  vaiiabl»'  x  tendanl 
vers  sa  limile  peuvent  former  iine  stnle  continue  ou  une  suite 
discontinue. 

Il  est,  en  gt^nérai,  très  difficile  de  trouver  la  îimile  d'une  quan- 
tité variable.  La  proposition  suivante,  que  nous  admellrons  comme 
évidenle,  permet,  dans  bien  des  cas,  d'afliriner  l'existence  d'une 
limite  : 

Toute  quantité  variable,  qui  n'est  jamais  décroissante  ei 
qui  reste  inférieure  à  une  quantité  constante  L,  tmd  vers  une 
limite  l,  inférieure  ou  au  plus  égale  à  L. 

De  même,  tonte  quantité  variable,  qui  nest  jamais  rrois- 
sanle  et  qui  reste  supérieure  à  une  quantité  constante  L',  tena 
vers  une  limile  /',  supérieure  ou  ou  moins  égale  à  L'. 

Par  exemple,  si  nue  série  à  termes  positifs  a  ses  termes  plut 
petits  respeclivemenl  t|ue  les  termes  correspondants  d'une  autre 
série  convergente,  à  termes  positifs,  on  peut  al'firmcr  que  la  pre- 
mière série  est  éjj;aleinent  convergente,  car  Jn  sotnrne  -;,  di's  n  pre- 
miers termes  augmente  évidemment  avec  Tindice  n  cl  celle  sommi 
e*l  toujours  plus  petite  que  la  somme  S  de  la  seconde  série. 

2.  Fonctions.  —  I-orsqut-  <leux  quantités  variables  sont  1!^ 
de  telle  façon  que  la  valeur  de  l'une  dépend  de  la  valeur  de  l'autre 
on  dit  qu'elles  sont  fonctions  l'une  de  l'autre.  L'une  d'elle» 
étant  considérée  comme  variant  arljitrairenieut,  on  l'appelle  ta 
variable  indépendante.  Soit  .r  cette  variable  qui  pourra  prendre, 
par  exemple,  toutes  les  valeurs  c<)m]»riscs  entre  ilen\  nombre» 
donnés  a  cl  b{a  <C  b).  Désijjnons  par  j'  une  antre  variable  telle 
que,  à  toute  valeur  de  .r  compiisc  cuire  a  e1  b  r.orrcspondi'  nm 
valeur  bien  déterminée  de  r,  ainsi  qu'aux  valeurs  limites  a  el  b , 
on  dit  que  j'  est  une  l'onction  délinio  de  xdans  l'intervalle  (</,  //),  et 
l'on  indique  celle  dépendance  par  régalitcj'r:=y"(d;).  Par  exemple, 
il  peut  se  faire  que  la  valeur  de^  soit  le  résultat  de  certaines  opé' 
rations  arithmétiques  cfTeclnées  sur  la  valeur  dex;  tel  est  le  ca* 
des  fonctions  les  plus  simples  que  Ton  étudie  dans  les  éléments^ 
comme  les  poljnomes,  les  fonctions  rationnelles,  les  radicaux,  etc. 
Une  fonction  peut  aussi  être  définie  graphiquement.  Etant  donné 
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dans  «m  plan,  deux  axes  de  coordonnées  O.r,  Or,  si  l'on  joinl 
deux  points  A  cl  U  de  ce  plan  par  un  arc  de  courbe  ACB  de  forme 
arbilriiire,  tel  qu'uni*  parallrle  à  l'axe  Ov  ne  puisse  renconlrer 
cet  arc  de  cnnrlje  en  plus  d'un  point,  l'ordonnée  d'un  poinl  de 
celle  courhr  sera  une  fcmclion  de  l'abscisse.  Cet  arc  de  onnrbe  ACB 
peni  d'ailleurs  se  coinjioser  de  plusieuis  porlions  dislincLes  iip[>ar- 
tenanl  à  des  courbes  dilTérentes,  telles  que  des  porlions  de  droite. 
des  arcs  de  cercle,  etc.  Bref,  on  pourrait  se  donner  une  loi  abso- 
lument arbitraire  pour  déduire  la  valeur  de  Y  de  celle  de  .r.  Le 
mol  de/onctiuu,  pris  dans  son  acception  ta  plus  large,  ne  sio^nitie 

is  autre  cbose  q?e  ceci  :  à  une  valeur  de  x  correspond  une 

lleur  de^'. 

l\.  Continuité.  —  La  d*'finilion  des  fondions  auxcpicllcs  s'ap- 
T»1iniie  le  calcul  infinitésimal  ne  cornpnrle  pas  une  aussi  jjrandc 
^détermination.  So'\ly=/{.T)  une  loncliou  dt'liiiie  dans  l'intcr- 
llle  (a,  6);.  prenons  une  valenr  .ro  comprise  dans  cel  intervalle 
et  une  valenr  voisine  j-o-î-  /i  comprise  dans  le  mâme  inlervalle.  Si 
diflérence /(iTn  4- /()  — /("rn)  Icnd  vers  zéro,  lorsque  la  valeur 
isoliie  de  h  lend  ver*  zéro,  la  fonction  /(.'')  sr*ra  dite  continue 
>ur  la  râleur  Xo-  D"apn'*s  la  définition  même  de  la  limite,  on 
THt  dire  encore  <]u'Niir  /onction  /{x)  est  continue  pour  .r  =  Xo 
à  tout  nonihri'  positif  t,  aussi  petit  qu'on  le  supposa,  on  peut 
tire  correspondre  un  autre  nombre  positif  r,  tel  que  Von  ait 

tur  toute  valeur  dr  It  moittire  que  r,  m  vttieur  ttln  iluei^*). 


I 


>ns 


lirons   nu  une 


foncti 


/(•^^ 


est    continue   dans   1  inler- 


lllc  (a,  h)  .si  elle  est  continue  pour  toute  valeur  de  .r  comprise 
Jan>  cet  intervalle  el  si  les  dill'érences 

lodenl  vers  zéro  lorsque  la  diirérence  /(  tend  vers  zéro  en  restant 
îlïvc. 

On  démontre  dans  tous  les  Cours  d' Alfjrbre  que  les  polvfiouies, 
ps  fonctions  rationnelles,  la   (onction  cxponenlielle,  la  fiiuction 


!|'|  Le  sjnibule  \a\  désigne  la  valeur  absolue  de  a. 
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lofjarillimiqiie,  les  foni;tions  IrifiOnomélriqnes  ol  les  fi»nct(ôns 
inverses  sonl  des  fondions  conliimes,  sauf  |jour  cerlaincs  valeurs 
parliciiliêres  de  la  variable.  Il  résiille  aussi  de  la  définilion  que  la 
somme  ou  le  produit  d'un  nouiLre  quelconque  tle  fondions  con- 
tinues esl  encore  une  fniiclion  eonlinun;  il  en  est  de  même  du 
quotient  de  deux  fonctions  continues,  sauf  pour  les  valeurs  de  la 
variable  qui  annulent  le  dénoniinaleur. 

Il  nie  paraît  superlTii  d'expliquer  ici  pour  quelles  raisons  nous 
sommes  conduits  à  adniellre  que  les  fondions  dt'linies  plijsicpie- 
menl  sonl  continues,  au  moins  en  général. 

Piirnii  les  projjfiétés  des  Jonctions  conlinues,  nous  citerons  dès 
mainlenaiil  les  deux  suivantes,  qne  Ton  serait  tenté  de  considérer 
comme  évidentes,  mais  qui  consliluenl  de  véritables  (liéorèmes 
dont  ou  trouvera  [iliis  loiti  une  tléuionstration  rigoureuse  ('). 

I.  Soit  y  :^  /{;r)  une/onction  continue  dans  rintcrvalle  (a,  b) 
et  N  un  nombre  compris  entre  f  {a)  et/{b);  l'cq nation /{x)  =  N 
Il  au  moins  une  racine  comprise  entre  a  et  b. 

II.  //  existe  au  moins  une  valeur  de  x  appartenant  à  l'in- 
tcr\aiii'  (a.  h)  {y  compris  a  et  b)  pour  laquelle  y  prend  une 
valeur  M  supérieure  ou  au  moins  rgalc  a  toute  autre  vab'ur 
de  la  fonction  dans  le  même  intervalle.  Il  existe  de  mèmr  une 
valeur  de  .r  pour  Intpu'lle y  prend  une  valeur  m  infrricure  "u 
au  plus  égale  à  toute  autre  valeur  de  la  fonction  dans  le  même 
intervalle. 

Les  nombres  M  et  m  sont  les  valeurs  juaviinuin  el  minimum 
dcy(.r)  dans  l'intervalle  {<t,  b).  Il  est  cUùr  que  la  valeur  de  r  pour 
laquelle  y  (j)  prend  sa  valeur  maximum  M  peut  se  confondre  avec 
l'une  des  limites  a  ou  b,  et  il  en  esl  de  même  de  la  valeur  de  x 
qui  correspond  au  minimum.  De  la  combinaison  des  propositions 
précédentes  on  déduit  Immédialenienl  que  Téqualion  y(r)=:N, 
où  N  est  un  nombre  compris  entre  M  el  m,  admet  au  moins  une 
racine  comprise  entre  a  et  b. 

i.  Exemples  de  discontinuité.  —  Les  fonctions  qiu-  nous  élu- 


(')   Vçir  Chapitre  IV. 
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lierons  sont  en  s^éin'tal  conliniies,  mais  files  peiiveni  cesser  tie 
l'être  pour  certaines  valeurs  exceptionnelles  de  la  varfaLle.  Voici 
<|uel<|ucs  exemples  des  discontinuités  que  l'un  rencontre  le  phis 
fréquemment. 


La  fonction  y  = 


est  continue  pour  toute  valeur  Xo  de  x, 


dilTiTenle  de  a.  L'oprralifm  qu'il  fyiil  eiïccLHer  [vour  déduire  la 
valeur  <ie y  de  la  valeur  de  .v  n'a  plus  aucun  sens  lors<|a'ou  donne 
à  J*  la  valeur  «;  mais  nous  remarquons  que  lorsque  j;  a  une  valeur 
très  voisine  de  a, y  est  très  grand  en  valeur  absolue  el  [lositif  ou 
négatif,  suivant  que  X  est  plus  jçrand  ou  plus  petit  que  «.  Lorsque 
la  «lilTéicnce  x  —  ti  diminue  de  plus  en  plus,  ta  valeur  absolue 
de  ^  augmente  indéfiniment,  de  façon  à  devenir  supérieure  à  tout 
nombre  donné  à  l'avance.  On  txprinie  ce  fait  tl'une  façon  abrégée 

en  disant  que  la  fonction  est  iuiinie  poui-  x  =:  a.  C'est  un 

genre  de  discontinuité  d'une  grande  importance  en  Analyse. 

Prenons  encore  la  fonction  y  =  sin--  Lorsque. r  tend  vers  zéro, 

-  augmente  indéfiniment  et  y  ne  Icnd  vers  aucune  limite,  tout  en 

restant  compris  entre  —  t  et  -H  i  ;  l'équation  siu-  ^=  A,  où  l'on 

suppose  I  Aj  <^  I ,  admet  toujours  une  infinité  de  racines  comprises 
entre  o  el  e,  aussi  petit  que  soit  e.  Quelle  que  soil  la  valeur  que 
l'on  convienne  de  prendre  pour  y  lorsqu'on  suppose  x  =  o,  la 
fonction  considérée  ne  peut  être  ccmlinue  (jour  x  =  o. 

Un  exemple  de  discontinuité  d'une  autre  nature  nous  est  fourni 
par  la  somme  de  la  série  convergente 


S(i-)=X«-4- 


T* 


(l-T-J-')" 


Lorsque  jr  =  o,  tous  les  ternies  de  la  série  étant  nuls,  on  aS(o)=:o. 
Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  diQérente  de  zéro,  on  a  une  progres- 
sion géométrique  décroissante,  dont  la  raison  est j;  on  a  donc 


S(a:): 


2-1 


a;«(i-f- j'i) 


=  I  H-  T*. 


Lorsque  ;;  tend  vers  zéro,  S(a^)  a  pour  limite  l'unité,  tandis  qm 
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l'on  a  S(o)  =  o.  Ainsi,  dans  ce  cas,  l;i  lunclioti  Lcnd  bien  vers  tini" 
limite  lorsque  x  lend  vers  zéro,  mais  cette  limite  esl  diUéreiite  de 
la  valeur  inie  ])rend  cette  fonclioa  poiirx=o. 


o.  Dérivées-   —    Soil  /{-i')   uoe   fonclioa   coalinuc;   les   dcii 

termes  du  rapport 

/(j-4-A>-/i.r) 
/( 


■ 


tcndi-nt  vers  xéro  siinultanéiiieriL  Jorscpie,  x  restant  lixe,  la  valeur 
absoliir  de  ft  diminue  indéfiniini'nl.  Si  ce  rapport  lend  vers  une 
limite,  on  dil  que  celte  limite  est  la  dérivée  de  la  fonclioii  /{jc), 
et  on  la  représente  par  7' oiiyi^j:),  suivanL  la  nolalion  de  Lagrunge. 
A  la  notion  analytique  de  la  dérivée  se  rallaclie  une  notion  géo- 
métrique importante.  So\ly=f(^x)  une  lonclion  continue  dans 
un  intervalle  (<ï,  l))\  considérons  dans  un  plan  le  point  de  coor- 
données {X-,y).  Lorsfpie  x  varie  de  <t  à  i»,  ce  point  décrit  un  arc 
de  c(nirl»e  AMB,  qui  rc|U'ésente  grapliiquement  la  marche  de  la 
fonction /(j.')  dans  l'intei-valle  (rt,  h).  Soient  M  et  M'  doux  points 
voisins  de  cet  arc  de  courbe,  d'abscisses  x  el  x  -\-  A.  Le  coellicient 
angulaire  de  la  droite  MM'  est  égal  à 

h 

lorsque  II  lend  vers  zéro,  le  point  M'  se  rapproche  indélinimenl  du 
point  M  et,  si  la  fonction  J{x)  admet  une  dérivée,  le  cueffîcicnl 
angulaire  de  la  droite  MM'  tend  véis  la  liniile  >''.  La  droite  MM' 
tend  donc  vers  une  position  limile  MT,  tpi'on  appelle  la  tangente 
àla  courbe:  t'éiiiuKinn  de  cette  tangente  esl,  d'anrès  ce  nui  orécède. 


qui  p 


X  et  Y  élanl  les  coordonnées  courantes. 

Plus  },'énér:demcnt,  considérons   une  courbe  quelconque  dans 
espace  et  soient 


1' 


les  expressions  des  coordonnées  d'un  poini  de  celle  courbe  en 
fonction  d'un  paramèlre  variable  l.  Prenons  sur  cette  courbe  deux 


pou 


Is  M,  M'  correspondanl  aux  ifeux  valeurs  t  et  / 


para- 
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mètre;  les  équations  de  la  corde  MM'  sont 


/(.t-i-h)—/(e)       o(t  +  h)—o(t)       i^(t^h)—^(l) 

Si  l'on  divise  tous  les  dënoniînaleurs  de  ces  rapports  par  h,  cl 
qu'on  fasse  ensuite  tendre  h  vers  z«ru,  on  voit  que  la  corde  MM' 
tend  vers  une  position  limite  qui  est  représentée  par  les  équations 

X-/(0  ^  Y-(p(r)  ^  Zj^CO. 

fin         o'it)         f(o   ' 

ceci  suppose,  bien  entendu,  r|iie  les  trois  fondions  /(t),  '■s{t), 
^{t)  admettent  une  dérivée.  La  détermination  de  la  tangente  à  une 
courbe  se  ramùne  donc  analyliquemenl  à  un  calcul  de  dérivées. 
Toute  fonction  qui  admet  une  dérivée  est  nécessairement  con- 
tinue, mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  11  est  facile  de  donner 
des  exemples  de  fonctions  continues  n'ayant  pas  de  dérivée  pour 
des  valeurs  exceptionnelles  de  la  variable.  Telle  est  la  fonc- 
tion^ =  .2:  sin  -  pour  .r=o;  lorsque  .r  tend  vers  zéro,  il  en  est 
de  môme  de  y  cl  la  fonction  est  bien  continue,  mais  le  rap- 
port -  ■—:  sin  -  ne  tend  vers  aucune  limite,  comme  nous  l'avons 

déjà  observé. 

s 

Soit   encore  y  =  x*;  cette  fonction   est  continue   pour  toute 

_t 
valeurdcr  et  Ton  a_^=:^o  pour  j*  =  o;  maislerapport  —  =  jc  *croît 

iadéliniroent  lorsque  x  tend  vers  zéro.  Nous  dirons  pour  abréger 

que  la  dérivée  est  infinie  pour  or  =0;  la  courbe  qui  représente  la 

larche  de  la  fonction  est  tangente  à  l'origine  à  l'axe  des^. 

1 

La  fonction  y  =  x j- est  nulle  pour  jr  =  o,  mais  le   rap- 

Jtt^tend  vers  deux  limites  différentes  suivant  que  x  tend  vers 
»éro  en  restant  positif,  ou  en  restant  négatif.  Lorsque  x  est  positif 

cl  Itè»  petit,  (••'"est  positif  et  très  grand;  le  rapport'-  tend  vers 

l'unité;  au  contraire,  si  x  est  négatif  cl  très  petit  en  valeur  absolue, 

t 
«r*  eâl  très  voisin  de  zéro  et  le  rapport  ~  a  pour  limite  zéro,  11 
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nxislc  donc  deux  valeurs  dislinclcs  pour  la  dérivëe,  siiivanL  la 
façim  ilonl  x  Icnd  vers  zéro;  la  cuirlje  qui  roprôsenle  la  marche 
(le  la  fonction  présente  un  point  anguleux  à  l'origine  des  coor- 
'lonnt^es. 

On  voit  par  Cfs  exemples  qu'il  est  facile  de  former  des  fonc- 
tions continues  n'admeltanl  pas  de  dérivée  pour  certaines  valeurs 
parliculièros  de  la  variable.  Mais  les  inventeurs  du  Calcul  infinité- 
simal et  leurs  successeurs  n'avaient  jamais  mis  en  doute  qirune 
l'onction  continue  n'eût  t'/i  générai  une  dérivi^o.  Il  y  avait  ruèime 
eu  quelques  tentatives  de  démonstration,  insuffisantes  il  est  vrai, 
loi'sr[ue  M.  W  cierstrass  est  venu  lrancl>ci' complèlemcnl  la  ques- 
tion, eu  donnant  des  exemples  de  fonctions  continues  qui  n'ad- 
mettent de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  la  variable  (').  Ces 
jonctions  n'ayant  reçu  jusqu'ici  aucune  ap|dication,  nous  ne  nous 
en  occuperons  pas.  truand  nous  dirons  par  la  suite  qu'une  fonc- 
tion f{x)  a  une  dérivée  dans  rinlervalle  («,  b),  il  faudra  toujours 
entendre  par  là,  à  moins  de  mention  expresse,  qu'elle  admet  une 
dérivée  unique  et  fiuic  pour  chaque  valeur  de  la  variable  comprise 
entre  a  et  b. 

C-  Dérivées  successives-  —  La  dérivée  d'une  fonction  f{x)  esl 
clle-iuèmc  en  général  une  autre  fonction  dr  x,  f'Çr);  si  f'{x) 
admet  elle-même  une  dérivée,  on  appelle  la  nouvelle  fonction  la 
fiérà'ée  seconde  de  /(x)  et  on  la  représente  par  le  symbole  y 
ou/"(j;).  On  définira  de  même  la  dérivée  troisième  y'"  ou  f"'{^x) 
comme  la  dérivée  de  la  dérivée  seconde,  et  ainsi  de  suite;  d'une 
manière  générale,  la  dérivée  «'««"f yC'  ou/""  (  jr)  est  la  dérivée  de  la 
dérivée  d'ordre  {n —  i).  Si,  en  prenant  ainsi  les  dérivées  succes- 
sives, ou  n'arrive  jamais  à  une  fonction  qui  n'aduiel  pas  de  dérivée, 
on  peut  imaginer  cette  suite  d'opérations  prolongée  indéfiniment; 
la  suite  des  dérivées  de  la  fonction  fi-r)  d'où  l'on  esl  parti  est 
illimitée.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  toutes  les  fonctions  qui  présen- 
tent jusqu'ici  quelque  intérêt  pratique. 

La  notation  qui  précède  est  celle  de  Lagrange;  on  se  sert  aussi 


(<)  INole  lue  à  rAcadëmie  des  Sciences  de  Hcrlin,  le  i8  juiltel  iH-;i.  On  trou- 
vera d'autres  exemples  diiris  le  Miîmoire  de  M.  Darboui,  sur  les  fonctions  dis- 
rontioucs  {Annale*  rf«  l'École  Normale  Supérieure,  t.  IV  ;  a*  série).  Un  exemple 
de  M.  Weierslrass  esl  indiqué  plus  lain  (Cliap.  IX). 
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quelquefois  de  la  nolalion  D„y  on  lJ„/(x),  due  à  Cauchj,  pour 
représoiilcr  la  dérivée  d'ordre  /?.  Nods  verrons  nn  peu  plus  loin 
ta  nolalion  Je  Leibniz. 

7.  Théorème  de  Rolle.  —  L'emploi  des  dérivées  dans  l'élude 
des  ôqualioMS  repose  sur  la  proposition  sitivante,  connue  sous  le 
nom  de  théorème  de  lioUc  : 

Soient  a  et  b  deux  racines  de  ièquation  /{x)  =  o.  Si  la 
fonction  /{x)  est  continue  et  admet  une  dérivée  dans  l'inter- 
x'alte  {(i,  b),  l'éfjualion  /'(ar)  zrz  o  a  au  moins  une  racine  com- 
prise entre  a  et  b. 

En  efTel,  la  fonction  /{jr)  esl  nulle  par  hypolhèse  pour  x  =  a 
el  potir  J"  =  b.  Si  elle  eslconslanirnenl  nulle  dans  rinteivalle  (a,  b), 
il  on  esl  de  même  de  sa  dérivée  el  le  lliéorème  est  évident.  Si  la 
fonclion /(.r)  n'est  pas  constamment  nulle,  elle  prendra  soit  des 
\uieurs  positives,  soit  des  valeurs  ni''f;atives.  Supposons,  par 
cvuroplc,  qu'elle  prenne  des  valeurs  positives;  elle  prendra  alors 
une  valeur  maximum  M  pour  une  valeur  a?)  de  x  comprise  entre  a 
cl  b  (il"  3;  tliéorèinc  II).  Le  rapport 


/(J-i 


h 


n^x) 


[où  l'on  suppose  h  >•  o,  esl  nécessairement  négatif,  à  moins  d'être 
nul,  et  la  limite  de  ce  rapport,  c'est-à-dire /'(iCt),  ne  peut  être  un 
nombre  positif;  on  a  donc  _/"'(j|)  2o.  En  considérant  de  même 
f^Xt)  comme  la  limite  du  rap])ort 
\ 


~h ' 


OÙ  /i  est  positif,  on  verra  de  la  mémo  façon  que  l'on  doit 
aroir  /'(x,)^o.  La  comparaison  de  ces  deux  résullals  prouve 
que  l'on  a  nécessaire mcnty"'(^i  )  =  o. 

8.  Formule  des  accroissements  finis.  —  On  déduit  sans  peine 
de  ce  théorème  l'importante  formule  des  accroissements  Unis  : 

Sott  /{x)  une  fonction  continue  ayant  une  dérivée  dans 
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l'intervalle  («,  b);  on  a 

(I)  /(*)-/(«)  =  (6 -«)/'(c), 

c  désignant  un  nombre  compris  entre  a  et  b. 

Pour  élablir  cette   formule,  considéroas  la  fonclion  auxiliaire 


ç(a:)  = /(  a -+- j:)  — /(  rt  ) — 


/(b)-/(a) 
b-a 


qui,  d'après  les  hypothèses  laites  sury*(x),  est  coalinue  et  aJniel 
une  dérivée  dans  rinlervalie  (o,  b  —  o^.  Celle  fonclion  s'annule 
évidemment  pour  j*  =  o  el  pour  x  ^^  b ^  a;  sa  dérivée  ç'(x)  ou 


/■■(rf-r-x) 


/(b)~f(a) 
b  —  a 


doit  donc  s'annuler  pour  une  valeur  de  a,"  comprise  entre  o  el  />  —  ci. 
La  valeur  correspondante  ùe  a-\-x  est  comprise  enlre  a  et  /;,  el 
l'on  a  bien  l'égalité  qu'il  s'agissait  de  démontrer.  On  peut  remar- 
quer f|He  la  démonsLriilion  ne  suppose  pus  la  continuité  de  la 
dérivée /'(.r;. 

De  cette  formule  on  déduit  que,  si  ta  dérivée  /'{x)  est  nulle 
dans  l'intervalle  (c(,  t),  la  fonclion  f{x)  conserve  une  valeur  coo- 
slanlu  dans  cet  intervalle;  car  l'application  de  la  formule-  ù  deux 
valeurs aTi,  jCa,  appartenant  à  l'intervalle  (^a,  6),  conduit  à  la  rela- 
tion/(.rï)  ^y(j",).  Il  eu  résulte  que,  si  deux  fondions admellcnl 
la  môme  dérivée,  leur  dillérence  est  constante,  el  la  réciproque 
est  évidente.  Quand  on  connaît  une  fonclion  F(x)  ayant  pour 
dérivée  une  fonction  donnée  f(x),  on  obtient  toutes  les  autres 
fonctions  ayant  fa  même  dérivée  en  ajoutant  à  F(x)  une  con- 
stante arbitraire  (  '  ). 


(')  Ou  applique  quelquefois  ce  théorcme  sans  avoir  égard  à  toutes  les  condi- 
tions de  l'i-noncé,  Soient,  par  exemple,  ^( a:)  et  f  (x)  deux  fonctions  coatiuues, 
admettant  des  d<Jrivées  /'{x),  f'(x),  dans  un  intervalle  (a,  6).  Si,  entre  ces 
quatre  fonctions,  on  a  la  relation  /'(*)?(^)  — /(.^)9' i^)  =  l'i  on  en  conclat 

que  la  dérivée  de  la  foaclion  -.  ou  =^-^ — — —  ~-'  -j  est  nulle  cl  p«r 

suite  que  tt;  rapport  --  est  conslaril  dans  l'intervalle  (a,  b).  Mais  la  conclusion 

9 

a'esl  absolument  lijgiiimc  que  si  la  fonclion  <r(x}  ne  s'annule  pas  dans  l'inter- 
tbIIc  (a,  b).  Supposons,  pour  fixer  le»  idées,  que  f(-x)  s'annule,  ainsi  que  ?'(x), 
pour  une  valeur  c  de  x  comprise  enlrea  el  b.  Une  fonclion  /(x)  égale  à  C,f  («) 
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La  formule  (i)  est  suscepliltle  d'une  inlcrpréliition  géoriuHrique 
simple.  Représentons-nous,  en  eJTel,  l'arc  de  courbe  AMB  qui 
figure  la  marche  de  la  fonction  ^:=/(ic)  dans  l'intervalle  (<f,  b); 

— — ' — "^ —  est  le  coefficient  antfulaire  de  la  corde  AU,  tandis 

<juey'(c)  est  le  coeflicienl  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  C 
d'abscisse  c  de  Tare  AMli.  La  formuk^  (i)  exprime  donc  tjn'/V 
existe  sur  l'arc  AMB  un  point  C  où  la  tangente  est  parallèle 
à  la  corde  AB. 

Lorsque  la  dérivée /"'(d?)  est  continue,  si  l'on  fait  tendre  a  lI  h 
vers  une  limite  commune  jt,,,  suivant  une  loi  quelcoii<|ue,  le 
nombre  c,  compris  entre  a  et  b,  tend  aussi  vers  .ro,  cL  la  for- 
mule (i)  nous  montre  que  le  rapport 

/(b)-f{a) 
h- a 

»  pour  limite y'(xo).  Voici  quelle  est  l'interprélation  géométrique  : 
sur  la  courbe  _y=y"(j?),  considérons  le  point  M  d'abscisse  ajo  et 

les  deux  points  A  et  fi  d'abscisses  a  et  b.  Le  rapport  - — i—— 

est  égal  au  coefficient  angulaire  de  la  corde  AB,  tandis  quey'(xo) 

représente  le  coeffici(?at  angulaire  de  la  langcnlc  au  point  ^L  On 

voit  dune  que,  lorsque  les  deux  poiuts  A  et  B  se   rapprochent 

indéliniment  du  point  M  suivant  une  loi  quetcon<iue,  la  sécante  AU 

a  pour  limite  la  tangente  au  point  IVL 

Il  n'en  est  plus  de  même,  en  gi-nérul,  lorsque  la  dérivée  y  (.r) 

t 
n'est  pas  continue.  Par  exemple,  si  l'on  preiitl  sur  la  courbe  j'  =  J?' 

deux  points  inlininient  voisins  de  l'origine,  de  part  et  d'autre  de 

l'axe  O^,  il  est  évident  sur  la  ligure  que  la  direction  de  la  droite 

qui  joint  ces  deux  points  reste  absolument  indéterminée  lorsqu'ils 

*c  rj|>prochcnl  l'un  et  l'autre  de  l'origine. 

y.  Généralisation  de  la  formule.  —  On  a  indiipic  diverses  géncrali- 
MÙons  dp  In    fiirniule  de»   accroissements   Hnis.   La   suivanii;  est  due  à 


CBlrc  d  et  r.  cl  A  Cj  '^(x)  rntre  c  et  1/^  C,  et  C,  élunC  deux  constantes  dilTérentes, 
CM  Contiaue  et  admet  une  dérivée  dans  l'intcrvalte  (et,  6),  et  l'on  a  bien 

/■(x)?(x)  -/(x)9'(a7)  -  o, 

pour  tAiite  vnleur  de  x  comprise  dons  cet  inlen'»illc.  L'interprétation  géométric[ue 
est  licile. 


la 


CHAPITRE    C. 


DKRIVEKS   ET   DIFFEnENTIELLES. 


M.  Sliclljes  (Bultctin  de   in    Société   Malhcnialiijue,   t.  XVI,  |i.   lool 
Oonsiilcruns,  pour  fixfr  les  idi-cs,  trois  fi>iictii>usy (jr),  ^'{x),  A(x),  con- 
linues   et    admettant   des   dcrivces   du    (ireinicr   et   du   «.ccond    ordre,    et 
soient  a,  b,  c  trois  valeurs  ])ariicu!ièrcs  iIl-  la  variablu  («  <  A  <  c  ).  Dt-fi- 
nissons  le  nombre  A  par  l'égalitt^ 

/(a)     e{a)     f.(a)  | 

f{b)    g{b)    hi^b)     -A     .     /,     b^     =0. 

/(c)     ff{c)     h(c) 

cl  considérons  la  funclion  auxiliaire 

/(a)    ff(a)     /i(a) 


1     a 

rt» 

t     h 

b^ 

1      (-■ 

c» 

f{x)  = 


f(b)  g(b)  h(b) 

f{T)      g(,X)      h(x) 


1     a 

a* 

1     h 

At 

1        X 

ar» 

cette  foncliun  e&l  nulle  jiour  sr  =  b  vX  pour  a;  =  c,  donc  sa  dt'-rivée  iloil 
s'annuler  pour  une  valeur  X,  comprise  entre  b  et  r,  ce  qui  imns  dmiiie 


f{a)     sr{a)      h(a) 

/(b)    fr(b)    h(b) 

/■(o  ^'(O  A'(!:) 


—  A 


1 

fl 

rt« 

1 

ù 

6« 

o 

I 

a:: 

Si  l'on  remplace  b  par  x  dans  cctlc  relation,  orv  a  une  functinn  ((ui  est 
nulle  jiour  x  =  a  et  pour  x  =  b.  Sa  dérivée  est  dont;  nulle  jjour  une 
valeur  ^  comprise  entre  a  et  b,  ce  qui  nous  donne  une  nouvelle  relation 

/(a)     g{a)     h{a) 
fil)     /?'(?)     A'(Ç) 

/'(!;)  #■'(!:)  /i'(i:) 

Ënlin,  «i  l'on  rem|)liice  ÎJ  |iur  xduns  le  |irt'niier  membre  de  cctlc  égalité, 
on  a  encore  une  Joncliou.de  x  qui  s'annule  pour  j*  =  ;  et  pour  x  =  X,',  sa 
dérivée  est  donc  nulle  pour  une  valeur  t,  roni|)n«c  entre  ^  et  Ç  el  par  con- 
séquent entre  a  et  c.  On  a  donc  pour  A  l'expression  suivante 


1 

a 

a"- 

o 

1 

•^î 

o 

1 

•-«; 

A  = 


/(«)  *■(«)  '«(«) 
/'(«)  g'il'^  h'Co 
/'(T,)     g'(r^)     h'(T^) 


\  étant  compris  entre  a  et  b,  et  t)  entre  a  et  c. 

Lu  démonstration   ne  suppose   pas  la  continuité  des  dérivées  secondes! 
/'{r),  g'{x),  h'{x);  si  ces  dérivées  secondes  sont  continues,  el   si   le» 
valeurs  a,  6,  c  tendent  vers  une  même  valeur  limite  Xy,  on  a,  à  la  limite, 


lim.V 


I 
1  .-1 


/(Xoj        g(Tu)        h(,T„) 
/'(^o)      g'iXo)       /l'(,X„) 

/•(a-o)    S'(xo)    h'(xt) 


II.  —  fon<;tions  flic  l'i.rsiËt  Rs  vaiiiaules. 


i3 


II  existe  des  formuler  aniilof;iies  [inur  n  functions,  que  l'on  t'tnMit  «le  hi 
iiicme  fdçon.  Si  l'on  a  sculemeni  deuv  fancli(>ns/(a:)  et  ff(x),  il  suflit  de 
supposer  ^'(;r)=i  pour  retrouver  la  foniule  des  accroissements  Hnis 
proprement  dite. 

On  duil  à  IVl.  Scliwarz  une  généralisation  analogue  {Annali  di  Male- 
inatica,  a'  série,  t.  X). 


FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VAlîIABLES. 


10.  Généralités.  —  Une  quant  iti-  varialik"  oj  il  oui  la  valoill' 
dépend  des  valetir.'*  ûa  plii.sioiir>  autres  (|iiaiilités  \;iriiil>k'.s  j\  y, 
z,  ...,/,  iiidrpendaïUcs  les  unes  dos  antres,  s'iippclk'  une  fonc- 
tton  des  v>arial/les  indépendantes  x,  y,  z,  . .  . ,  t,  el  l'on  iii(lic|iie 
celte  liaison  par  le  sjmbule  hi  ^=^f[x,  y^  s,  •..,  /).  Soil,  pour 
fixtT  les  idées,  u  =y*(.r,  y)  une  fonction  des  deux  variables  mdé- 
pendanles  z  et  ^;  si  Ton  regarde  x  cl  y  comme  les  coordonnées 
cnriésiennes  d'iiu  point  dans  nii  plan,  â  tout  svslème  de  valeurs 
des  variables  (.r,  }  )  cnriesprmd  un  point  M,  et  iiivecsernenl. 
Lorsque  à  tout  point  d'une  aire  A,  liniilt^e  |iar  un  ou  plusieurs 
contours  de  forme  nnelcon([iic,  correspond  une  valeur  de  m,  nous 
disons  que  la  fonction  J{x,  y)  est  délînic  dans  la  jiortioii  A  du 
plan. 

Soient  (xo,  yo)  les  coordonnées  d'un  point  M^  pris  dans  celte 
portion  du  plan.  On  dit  que  l<i  fonction  /(.r,  y)  est  continup 
pnitv  le  syslt'mf  de  vtdours  .7o«.)'oj  ■'''>  *'  tout  riomhre  f>ositif  z, 
on  peut  faire  conespondiK  un  autre  nombre  positif  y^,  tel  que 
l'on  ait 

à  la  seule  condition  tjue  l'on  ait  |A|  <;  r,,  ]/,]  <;  v,. 

On  peut  inlerprëlcr  coiiaine  il  suit  la  définition  de  la  continuité. 
Imaginons  que  l'on  conslruise,  dans  le  phui  des  xy,  \\n  carré  de 
centre  M»,  de  côlééjj^al  à  ar,,  et  avant  ses  côtés  paruIlL'b's  aux  axes; 
le  point  M'  de  coordonnées  (xj-i-  /(,  J'o  +  />)  i-'*l  à  l'intérieur  de 
ce  carré,  pourvu  que  l'on  ait  |A|<;t,,  |A"|<[t,.  Dire  que  la  fonc- 
tioa  est  continue  [>our  x.=  Xû>  J' ^=„>ttï  cela  revient  à  dire  que 
l'on  peul  prendre  le  ci\tc  de  ce  carré  assez,  petit  pour  que  la  dilTé- 
rencc  des  valeurs  de  la  fonclion  .nu  point  M^  et  en  itii  LUitre  point 
qnclcooque  de  ce  carré  soil  moindre  que  i  en  valeur  absolue.  Il 
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est  évideiil,  d'après  cela,  que  l'on  pourrait  remplacer  ce  carré  par 
un  cercle  de  centre  (a"o,  y»)'  •^'"*>  *'  '^  coiidilion  [in'ci^denle  est 
salisfaile  pour  tous  les  points  sitiif's  à  l'intérieur  d'nn  carré,  elle 
le  sera  aussi  poiir  tous  leâ  points  inlérreiirs  au  cercle  inscrit. 
Inversomenl,  si  lit  condition  est  satisfaile  pour  tous  les  points 
intérieurs  à  un  cercle,  elle  l'est  aussi  pour  tous  les  |>oints  inlô- 
rîeurs  à  un  carré  inscrit  dans  ce  cercle.  On  pourrait  doncdi'finir  la 
continuité  en  disant  (jue  l'on  peut  faire  correspondre  les  nombres  £ 
et  r,  positifs  de  telle  façon  que  Fincgalilé  \'7(- -+-/■* <  r,  entraîne 

J/(a-g  -+-  h,  jK,  -i-  A-  )  — /(  To,  Jo  H  <  E- 


l'int'galitc 


La  continuité  se  définit  de  nn'me  pour  une  fonction  de  ii,  .'{,  .    ., 
n  variidîles  indépendantes. 

Il  est  clair  que  toute  fonction  continue  dos  deux  variables  x,  y 
est  une  fonction  conlinuc  de  chacune  des  deux  variables  prise 
isolément,  mais  la  réciproque  n'est  pas  toujours  exacte  (M- 

11.  Dérivées  partielles.  —  Si,  dans  une  fonction  continue 
y(jf,  y)^  on  attribue  à  Tune  des  variables,  y  [lar  exemple,  une 
valeur  constante,  d'ailleurs  qiiclcon([ue,  on  a  ufie  fonction  de  la 
seule  variable  x,  dont  on  désignera  la  dérivée,  si  elle  existe, 
pary"^(.r,  y)  ou  (u^,;  on  désignera,  de  même,  par  w'ou/'Jx^y), 
la  déri\ée  de  la  fonction  /{:c,  y),  où  l'on  regarde  .r  comme  une 
constante  et  y  comme  la  variable  indt^pendantc;  f\{x,  y)  et 
f'y(x,y)  sont  les  di'rivêes  partielles  de  la  innclion /"(.r,  y).  Ce.s 
dérivées  partielles  sont  elles-màmes,  en  général,  des  fonctions  des 
deux  variables  .r,  y;  si  l'on  prend,  à  leur  tnnr.  leurs  dérivées  par- 
tielles, on  obvient  les  dérivées  partielles  du  second  orilre  i\ef[x,  yj. 
On  a  ainsi  quatre  dérivées  partielles  du  second  ordre  f^^  /Id 


{')  Consitlùions,  par  exemple,  une  foncllon   f{x,Y)  égale  i  —, — : — ;>  lorsiuic 

l'une  au  iiioius  ries  valeurs  de  x  uu  de  y  e«l  dilTi'.renlc  de  «ëro,  cl  égale  à  z<îi-o. 
lorsque  x  =: y  —  o.  Il  fsl  évident  que  celle  fonclion  csl  une  (onclion  cmitinue 
de  X  liirftitu'on  suppose  _r  eonstaril,  el  inversement.  Cependiinl  elle  n'csl  pas  une 
fnnclion  conlinuc  des  deux  variahli-s  :r,  _y,  pour  le  sysicmc  de  valeurs  x  =j»' =  o, 
car  si  le  point  {x,  y'\  tend  ver»  IWigine  en  reliant  sur  la  droite  i-  =  x,  lu  fonc- 
lion /(j;,  y)  a  pour  limite  i,  el  non  pas  zéro.  L'élude  des  ronclions  de  celle 
niture  a  été  faite  par  M.  liairc  dan^  5.1  Tliùse. 
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fjrj /]■"  O"  tléfinîra  de  même  les  dérivées  parliellcs  du  troisième 
ordre,  du  qiialrîèmc  onlre,  elc;  d'une  manière  gériérnle,  étant 
donnée  une  fonction  d'un  nombre  qiiclcomnie  de  ^arialdi-s  indé- 
pendantes h)  =y"(d:,  r,  -,...,'),  une  dérivée  partielle  d'ordre  /; 
e<il  le  résidlal  de  n  dérivations  successives  efTectuées  sur  cette 
fonction  f  dans  nn  certain  ordre,  par  rapport  à  quelques-unes 
des  variables  qiji  y  (igtirenl.  Nous  allons  élaldir  que  ce  résultai  ne 
dépend  pas  de  l'ordre  dans  lequel  on  elTectne  ces  dérivations. 
Nous  démontrerons  d'abord  le  lemmc  suivant  : 

Soit  <u  ^^/{jr,  y)  une  fondion  drs  deux  vun'aldes  x,  y;  on 
a  f'xy^^frx-'  pourvu  que  ces  deux  dérivées  partielles  soient 
continues. 

Nous  allons,  pour  cela,  nielLre  sous  deux  formes  difTércntes 
l'expression 

où  l'on  suppose  que  x,  y,  Ax,  Ly  aient  des  valeurs  déterminées. 
Si  l'on  pose,  en  désignant  par  v  une  variable  auxiliaire, 

on  peut  en  efTet  écrire 

; 


ranplication   du    ibéorème   des   accroissemenls   finis    û    lu  fonc- 
tion f{^')  nous  donne 


U  =  A;'»j(^-+- 0  Ar),        iiù        u<0<i. 

Remplaçons  o'  par  sa  valeur;  il  vient  encore 

U  =  Ar  [/;  (ar  -^  AT,  jK  -r-  0  A^)  -/;  (r,  y  +  0  A/)  j. 

Une  uouvelie  application  de  In  fonnule  des  accroissements  finis 
à  la  fonction  y' («,  y  —  0  A>'),  en  y  regardant  maintenant  u  comme 
la  %'anable  indépendante,  nous  donne 

f  =AjA^/;j,(x-4-6'Ax,j'-hOA^),        o<0'<i. 
Diaprés  I»  symétrie  de  l'expression  U  en  .r,  >',  Ai?,  Aj-,  ou  trou- 
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verail  de  même,  en  échangeant  le  rôle  des  variables  x  el_y, 
U  =  A7  liTf^yix  H-  a;  Aj:,  ^  -+-  0,  \y), 

Q,  el  d'i  d<^signant  encore  des  fadeurs  positifs  iiifôrieiirs  à  un. 
Égalons  CCS  deux  valeurs  de  U;  en  divisant  ]>ar  AjrA^-,  il  reste 

/;,(x  +  O;  ^x,  y  +  fl,  A>-)  =/;^(  r  -^  0' AT.  j'  +  0  \y); 

les  dérivées  y"  el  f  étnnt  supposées  conliiuics,  si  l'on  fait 
tendre  Ar  cl  ^y  vers  zéro,  les  deux  membres  de  l'égalilé  précé- 
dente tendent  respectivement  vers  /^^  cl  /].j.,  et  l'on  parvient  à 
l'égalilé  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

11  est  à  reniartjuer  que  la  dcnionslralion  précédente  ne  snpjjose 
rien  sur  les  autres  dérivées  du  second  ordre/",..  61/"^,;  elle  s'ap- 
plique aussi  au  cas  où  la  fonclion/(jr,  j)  dépend  d'autres  variables 
indépcndiinles  que  x  et  j)',  en  nombre  quelconque,  puisque  ces 
variables  doivent  être  traitées  comme  des  constantes  dans  les  déri- 
vations précédentes. 

Cela  posé,  soit  w  =_/"(. r,  y\  z.  ...,  /)  une  fonclion  d*un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes  el  ii  une  dérivée 
partielle  d'ordre  n  de  celle  fonction.  Toute  permutation,  dans 
l'ordre  des  dérivalions  qui  couduisenl  à  U,  peut  être  obtenue  par 
une  suite  d'échanges  entre  deux  dérivations  consécutives  el, 
comme  ces  opérations  ne  changent  pas  le  résultat,  d'après  ce  que 
nous  venons  de  voir,  il  en  sera  de  même  de  la  permutation  consi- 
dérée. 11  suit  de  là  que,  pour  avoir  une  notation  qui  désigne  sans 
ambiguïté  une  dérivée  partielle  dOrdre  /j,  il  sulHra  d'indiquer  le 
nombre  de  dérivations  qui  sont  cffecluées  jiar  ra|vport  à  chacune 
des  variables  indépendantes.  Ainsi  les  dérivées  partielles  d'une 
fonction  de  trois  variables  «k  =y(j;,  y^  z)  seront  représentées  par 
l'une  ou  l'autre  des  deux  Dotations 

fJrlu^i.^,  y,  -),     H'^rii-.'/ir,  y,  z), 

où  p  -\-  rj  -T-  r  ^^  n.  L'une  ou  l'autre  de  ces  deux  notations  rejii-é' 
sente  le  résultat  que  l'on  obtient  en  dérivant  successivement  y^  fois 
par  rapport  à  ^•,  y  fois  par  rapport  à  r,  /■  fois  par  rapport  à  s,  ces 
opérations  étant  efTecluées  dans  un  ordre  arbitraire.  Il  y  a  trois 
dérivées  parlielles  du  premier  '>i'dre,  yj,y' ,yj,  six  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  /;.,/,%,  /:..,  f^,  f]-.,/'^-.,  .... 


1 
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D'nne  façon  générale,  une  fonction  de  p  variables  indépcn- 
<liinlc5  a  autant  de  dérivées  partielles  d'nrdre  n  qu'il  y  a  de  terme; 
(lislinets  dan*   nii  polynotne   liruiioi^èiii'  d'ordre  n  it  p  varialjlcs, 

c'est-à-dire 

(n  -i-i){n  ->-  i) . . .(  n  ->-  p  —  i) 


ime  l'î 


ppr 


1. a. ..(/>  —  .»)(/»  — I) 
la  lliéoric  des  combinaisons. 


Règles prnliffues.  —  On  cLabliL,  dans  tous  les  cours  d'AI^'ùbre, 
no  certain  nombre  de  règles  pratiques  pour  le  calcul  des  dérivées. 
(>cs  règles  sont  résumées  dans  le  Tableau  suivant  où  on  a  mis  sur 
la  même  ligne  la  fonction  et  sa  dérivéi^ 


le  signe  log  désignant  le  ln;,'ariliirnc  népérien, 


^  =  logj'. 

1 

_^  =  «inr. 

y'  —  cn*T, 

y  =  cosj-, 

j  '—  —  sina", 

y  =  arc  sinx, 

,                1 

^        ±/i-y« 

y  =  arc  (a 

«{çr, 

1 

•'   "  i^ri' 

y  —  ««'• 

y'  —  u'o  -H  uv'. 

r -./("), 

.rx-/'(«)"x, 

Y  -^  fi  u. 

•.    »■■!. 

y'r  -  "'xf'„  -^  «'!r 

I.VS  dernières  règles  donnent  la  dérivée  d'une  fonction  de  (onc- 
tion el  (l'une  fonction  composée.  Grâce  à  l'emploi  de  ces  règles, 
«o  |»cul  obtenir  les  dérivées  successives  des  fonctions  que  Ton 
étudie  djns  les  éléments,  polynômes,  fonctions  rationnelles  et 
irrationnelles,  exponentielle  ol  logiinllioie,  fonclions  circulaires 
ri  fonctions  inverses,  el  de  leilcs  que  l'on  nliiirnl  pnr  b-ur  com- 
binaison. 

12.   Plan  tangent  i  une  surface.  —  De  mûinc  que  la  dérivée 


iB  (IHMTHE    1.    —    DÉRIVÉKS   ET    DIFFÉRENTIELLES. 

d^nnc  fonction  d'une  seule  variable  ilunnc  la  langcnle  à  une  courbe, 
les  dérivées  parliellcs  iFune  fnnclion  de  deux  variables  intervien- 
nent dans  la  reclierclie  du  phin  langent  à  une  sui'face.  Soil 

(a)  -  =  Ft-r,  .r) 

l'équalion  d'une  surface  S;  nous  su|)pasons  que  la  fonclion  F  est 
conlinue  lil  adjiiet  des  drrivccs  partielles  continues  i  ii  mi  puini 
(.ro,  J'.i)  du  plau  des  .r).,  aucjuei  cnnospond  la  valeur  :■„  pnur  :  el 
un  point  M(i(jro,  J'n,  ^o)  '■^'-'  '<'  surface  S.  Considérons  une  courbe 
f|nelconque  C  située  sur  la  surface  cl  passant  an  point  Mo,  el 
soieni 

(3)  3:=/(0,      y  =  '?(f).      =  =  Ht) 

les  coordonnées  d  un  [loiul  de  celte  courbe  cxprinn'es  en  fonction 
d'un  paramètre  variable  i', /{(),  '^(l)^  'r'(0  sont  trois  fonctions 
«onlinnes  du  paraniclre  /  qui  se  réduisent  respccliveiiicnl  à  Xg, 
Voj  -(1  pour  tuie  valeur  particulière  !„  de  /.  La  tangente  à  cette 
•  ourbe  an  p<iint  M^  est  rc|>résentée  par  les  équations  (n"  b) 


(4) 


x„ 


■y» 


Z  — _£o 

/'(fo)   ~    ?'(AoJ     '   '¥((0)' 


i 


D'autre  part,  puisque  la  courbe  C  est  située  sur  lu  surface  S,  on 
il  lii  l'clalinn 

<l(l)-r    F|/(0.    0(t}] 

qui  doil  être  vérilléc,  tpiel  que  soit  t.  Les  deux  membres  doivent 
iloncélre  identiques;  prenons  la  dérivée  du  second  mend)re d'après 
la  régie  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonclion  composée,  et  faisons' 

/  rrr  (g.    11  \  icnt 

( 5 )  'V('o)=/\to) K,-^  ?•( ^ ) F,'.. 

Entre  les  équations  (  i)  et  (à)  on  peut  éliminer /'(/o),  o'(t^J^ 
•i'(/u),  el  le  résullal  de  l'éliraination  est 

(G)  Z  -  v«^  (  X  -  are)F;.-f-  (  \-j'o)P',V< 

cette  équation  représente  un  plan,  qui  est  le  lieu  des  tangentes  iï 
tontes  les  courbes  situées  sur  la  surface  et  passant  au  point  M«.j 
On  l'appelle  le  plan  tangent  n  la  sur/ace. 


13.  Passage  des  différenoes  aux  dérivées.  —  On  a  déHni  les  dérivées! 
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lie  proche  en  proche,  les  déri%écf  d'ordre  n  se  déduisant  des  dérivées 
•  l'ordre  n  —  i,  cl  ainsi  de  suite,  tl  est  naturel  de  ^e  demander  fi  l'on  ne 
|)i)urraic  pa$  définir  dirccleinenl  une  dérivée  parlielle  d'ordre  /(  comme 
limite  <l\in  quotient,  sans  passer  pnr  rinlermédiaire  d»>s  dérivées  d'ordre 
inférieur  à  n.  Nous  avons  fait  quelque  chose  de  ce  genre  poury*  (vo/r 
n"!!),  caria  démonstration  donnée  plus  liaut  ()iou\o  qui- /^^ est  la  limite 
du  rapport 

/(  .r  —  A.r.  y  -^  \y)—  f{ r  H-  At,  y  )  —  /  ( r,  y  -^  A>-  )  -n  /(  r.  y  ) 

lorsque  \x  et  Ay  tendent  tous  les  deux  vers  zéro.  On  démontre  de  la 
même  façon  quey^i  est  In  liriiile  du  rapport 

/M  A, 

lorsque  />i  et  A,  leinlent  l'un  cl  l'autre  vers  zéro 
Si  l'on  pose,  en  elTei, 

/,(x)^/(x-^- A,)-/(ar), 


ce  rapport  peut  s  écrire 


Al  A, 


ht 


o<ô<t 


fCtr-h  A|-*-  8A<)  —  r<3>  -J-  6/t,  ) 


=  /'(x-+-0'/l,-r-OA,\  0<fl'<I. 


La  limite  de  ce  rapport  est  donc  la  dérivée  seconde  J'î',  pourvu  que  cette 
lîérîvéc  soit  continue. 

PaS'^ons  mainlcnant  au  cas  général.  Soit,  pour  fixer  les  idées, 

use  fonction  de  trois  variables  indépendantes.  Nous  poserons 

A*  w  =/{x  ^  fi,  y,  z  )  -/(J,  j,  i), 
A*w^/(T,^-+-*,  3)—f(x,  y,  i), 
\'.u>  =f(x, y,  z  +  t )  —/(t.  y,  ^); 

■j^>«,  Afiii,  Ajii»  sont  les  dijférences  premières  de  ui.  Si  l'on  considère  H, 

k,  t  comme  de*  constantes  données,  ces  trois  différences  premières  sont 

llcî^mémcs  des  fonctions  de  x,  y,  s,  dont  on  peut  prendre  les  dilTércnces 

Jalives  à  dc«  necroissemenls  Aj,  A,,  f,  des  variables,  el  l'on  a  ainsi  les 

tifférencts  tet'onties  A^'A*  u),  A^' A*  u>,   .  . ..  Le  procédé  peut  sc-  continuer 

Adé.liniinent;  une  dilTérencc  il'orJre  n  se  délinira  coiiuiic  une  dliïércnce 

première  (l'une  diirércnce  d'ordre  n  —  i.  Gumnie  on  peut  intervertir  l'ordre 
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<lc  lieux  quclcotlquc^  «les  opi'iatinns  |irt''rijilenles,  il  suffira  (l'iinliijuer  les 
accroissctiicnU  successifs  atlribuc^  û  ciiaquc  \ariablL',  Utie  iJiU'érRnce 
H'ordrc  n  sera  représentée  par  un  symbole  tel  que  le  suivant 


A'"'. 


k*i  .\Ai 


Ai-  Ai< . . .  A^'-  Aj' . . .  A Jï A^'  .  . .  At'/{  T,y,i) 


p  -^  (]  -^  r  ^r^  n. 


les  accroissemenls  /ly,  kj,  U  pouvant  être  Légaux  ou  iiicj,'au\.  Celle  dilTù- 
rcnce  peut  s'exprimer  au  moyen  d'une  tlC"rivée  partielle  d'ordre  n\  elle 
est  égale  au  ]ir«iduit 

hihi. . .  hpAi . . .  A,il,  ...  Ir 

x/i"^>f,r(af-t-o,A,-+^...-t-o^/fp,^-^o;Ai-^-...4-6;*,.3-t-e;/,-t-...--o;/^), 

tous  les  0/  tkaiiL  funipris  entre  o  el  i.  La  fortruile  a  déjà  èlé  établie  ptiur 
les  difTérences  premières  ul  secondes.  Pour  démontrer  qu'elle  est  générale, 
adniellons  (Qu'elle  est  exacte  pour  une  ((idérenee  d'ordre  «  —  i,  et  soit 

ofar,  ^,  -)  =  ii- . .  .  i^i*'  . . .  A*/aî'  .  .  .  \'f/; 

on  aura,  par  Inpnilièse. 

ç(x,7,  s)=  A, . . .  /i^Ai ..,/,,/,...  Irfsr-^i-AT  -^ <l,/i, -+- . . .  +  0p A,„^-r-. ..  ). 

Mais  lu  diflerence  «''"'•  conHidériSc  est  égale  à 

ç(j:-+-/i,,j-.  s)~o(i,y,  si, 

et  il  "ulïlt  d'appliquer  <lc  nouveau  la  formule  des  accroissemenls  linis  à 
ii'ilc  dinrérence  pour  parvenir  à  la  formule  que  l'on  voulait  démontrer. 
Inversement,  la  déiivée  partielle /jn^;'  est  !a  limite  du  riipporl 


Ai'A'i.» 


,  a'v  \)' , 


.  A^a'-'...A^'/ 


/«,  A, . . .  Iip  A,  /.  1  . .  .k<ff,  ...  /,. 

lijisipic  tous  les  accroissemenls  /»,  /r,  /  tendent  vers  léro. 

Il  i>i  intéressant  de  remarquer  que  celle  définition  des  dérivées  par- 
tielles d'ordre  supérieur  est  quelquefois  plus  étendue  que  lu  dcfinition 
ordinaire.  Considérons,  par  exemple,  la  fonction 

oïl  les  fonctions  o(x)  et  4'(^)  n'admet  Lent  pas  de  dérivée.  La  fonction  o> 
n'admet  pas  non  plus  de  dériv<jes  partielles  du  premier  ordre;  il  n'y  a 
donc  pas  lieu  a  fortiori  déparier  des  dérivées  piirlielles  ilu  '^ecuid  ordre. 
Cepciidani,  si  l'on  ndoptiiit  la  nouvelle  définition,  un  seiiiii  conduit,  pour 
\roM\cr f"xy,  à  chercher  lu  limite  du  ra(iport 

f(r~  h,  >-4-/.)-/(J--t-/>..y)— /(j,  Y'^k)->r-f(T,y) 
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qui  f  51  (*çal  » 

hic 

Le  numérateur  <lc  ct^  rapport  est  toujours  luit;  il  a  donc  zéro  pour  limite, 
et  nous  sommes  conduits  à  écvirefxy—o  (.')• 


m. 


NOTATION  DIFFERENTIELLE. 


La  notation  difTércnlielIc,  la  plus  ancienne  des  notations  em- 
ployées, est  due  à  Leibniz.  Quoiqu'elle  ne  soit  pas  indispensable, 
elle  offre  des  avantages  de  svmi'trit;  dans  les  formules  et  de  géné- 
ralité qui  sont  très  appréciables,  surtoiil  dans  réiude  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables.  L'origine  de  celle  notation  se  Iroiive 
dans  la  considération  des  infinimcnl  pclits. 

1  \.  Différentielles.  —  Ou  appelle  quanfité  infiniment  petite, 
<w  simplement  infiniment  petit,  toute  quantité  variable  qui  tend 
%'erszérn.  La  condition  que  la  quantité  soit  variable  est  essentielle; 
une  quanlili"  constante,  aussi  petite  qu'on  la  suppose,  n'est  pas  un 
infiniment  petit. 

{{iibitueltenienl  on  consiik'rc  plusieurs  quantités  qui  sont  infi- 
niment petites  en  même  temps,  et  Ton  choisit  l'une  d'elles  comme 
terme  de  comparaison;  c'est  Vinjlniment  petit  principal.  Soil  a 
cet   infiniment  petit  principal,   et   ^   un   yulre  infiniment  petit; 

on  dit  que  ^  est  infiniment  prtil  par  nippnrt  à  a,  si  le  rapport  - 

lend  vers  zéro.  Au  contraire,  on  dit  f[uc  p  esl  un  infininicnl  petit 


(')  On    peut   faire  des  remarques  analogues   pour   les   fonclions  d'une   seule 
fsruble.  P»r  exemple,  b  reincii'ni  /(jc)  =  af'cos—  a  pour  dérivic 

/'(S)  —  ix-coi     -i-d?sin     ) 

•^  X  X 

fciy  r.ry  11  .iiJiiiPl  pas  de  dérivée  pourjr  =  o.  Cependant  le  rapport 
/(a»)-a/(»)-^/(n) 

wv  8a cas aa  eos-  a  pour  limite  zdro  lorsque  z  tend  vers  zéro. 
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du  premier  ordre  si  le  rapport  -  tend  vers  une  limite  K  diflerenlc 
de  7.éro.  S'il  en  est  ainsi,  on  a 

2  =KH-t, 


e  étant  un  autre  inGnimenl  petit;  on  en  tire 

et  Ka  s^appelle  la  partie  principale  de  [i.  Le  terme  compli^men- 
laire  as  est  infiniment  petit  par  rapport  à  la  (lartic  principale. 
D'une  manière  g(5nérale,  si  l'on  peut  trouver  une  puissance  positive 

de  ï,   telle  que  at",  de  façon  que  le   rapport  -^  tende  vers  une 

limite  finie  K  différente  de  zéro,  [â  est  un  infiniment  petit  d'ordre  /i. 
On  a  alors 


«'• 


=  K^î, 


OU 


P  =  a"(K-+-e)=Ka'"-i-a'»e; 


Ka"  s'appelle  encore  h  partie  principale. 

Gela  posé,  soit  y  ■=f(^x)  une  fonction  continue  admettant  une 
dérivée  y'(a:);  attribuons  ii  x  un  accroissement  i.r,  et  désignons 
par  A/ l'accroissement  correspondant  de  y.  D'après  la  définition 
même  de  la  dérivée,  on  a 

^ -/'(-)- ^. 

£  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  A.r;  si  Ton  considère  A.r 
comme  linfiniment  petit  principal,  A)-  est  lui-même  un  infini- 
ment petit  dont  la  partie  principale  esl/'(  j:)Aj;,  C'est  cette  partie 
principale  qu'on  appelle  la  différcnlielie  âc  y  ei  qu'on  représente 
par  cly 

Lorsque  la  fonction /'(j?)  se  réduit  à  x,  la  formule  précédente 
se  réduit  à  dx  =  Ar,  et  l'on  écrit  pour  plus  de  sj'métrie 

mais  en  convenant  de  considérer  l'accroissement  dx  de  la  variable 


III.    —    NOTATION  DIFFÉRENTIELLE.  il 

indépendante  comme  une  quantité   constante,   d'ailleurs  quel- 
conque. 
(Considérons  sur  la  courbe  G,  représentée  par  l'équation^:=y(x) , 


» 

Fi 

M 

S-   «■ 

^ 

N 

0 

P            Q         jc 

les  deux  points  M  et  M'  d'abscisses  x  et  a?  -r  dx.  Dans  le  triangle 
MTN  on  a 

NT  =  MN  langfM^  =  dxf\x)  ; 

NT  représente  donc  la  différentielle  dy^  tandis  que  Ay  est  égale 
à  IS'M'.  Il  est  visible  sur  la  figure  que  la  partie  M'T  est  infiniment 
petite  par  rapport  à  NT,  lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfi- 
niment du  point  M. 

Les  dilTérentielles  successives  se  définissent  de  proche  en 
proche  comme  les  dérivées  successives.  Ainsi  l'on  appelle  diffé- 
rentielle du  second  ordre  la  différentielle  de  la  différentielle  du 
premier  ordre,  dx  étant  toujours  considéré  comme  une  constante, 
et  on  la  représente  par  d^y 

dty  ^  d{dy)  =  [f'{x)  dx]  dr  --=f\x)  dx*. 

On  a  de  même  pour  la  diffiérentielle  troisième 

d*y  r=  d{d*y)  =  [f"(x)  dx*  ]  dx  -=f"{x)  dx^, 

et  ainsi  de  suite.  D'une  manière  générale,  la  dilTérentielle 
d'ordre  /i,  qui  se  définit  comme  la  différentielle  de  la  difTéren- 
tielle  d'ordre  «  —  i ,  a  pour  expression 

d"y  —/i'>>{x)dx". 

Les  dérivées /'(x), /"(x),  . . ., /"''(a:),  ...  peuvent  inverse- 
ment s't^xprimerau  moyen  des  différentielles,  et  l'on  a  une  nouvelle 


34  CIIAHTRE   I.    —    DÉRIVÉES   ET  DIFPÉRENTIELLIiS. 

notation  pour  représenter  les  dérivées 

(ty  ,      d*y  ,  ,       «  "  y 

•'^       dx'        -^        dx*'  '        -^  dx»' 

A  chaque  règle  pour  calculer  une  dérivée  correspond  une  règle 
pour  calculer  une  difTérenlielle.  On  a,  par  exemple, 

dx'"  =  mx"'-*dx,  da'  —  a'io^a  dx, 

d\(t^x  =  —^  y  dsinx  —  cosxdx,         ..., 

,           .                     dr                     ,                                d.r 
darcsinx—      — —■      ->         aarcian"i'  = ,  • 

A.rrètons-nous  un  moment  sur  le  cas  d'une  fonction  de  fonction. 
Soit  j' =/(«),  //  étant  une  fonction  de  la  variable  indépendante  x; 
on  a 

et,  en  multipliant  les  deuv  membres  par  dx,  il  vient 

y'jcdx  =/'(m)  X  u'j:dT, 
c'est-à-dire 

djr=/'{u)du. 

La  formule  qui  donne  cly  est  donc  la  même  que  si  u  était  la 
variable  indépenchante.  C'est  là  un  des  avantages  de  la  uotation 
différentielle.  Avec  la  notation  des  dérivées,  on  a  doux,  formules 
différentes 

pour  représenter  la  dérivée  de  r  par  rapport  à  x,  suivant  que  y 
est  donné  directement  en  fonction  de  x,  ou  que  j'  dépend  de  a: 
par  l'intermédiaire  d'une  autre  fonction  u.  Avec  la  notation  diffé- 
rentielle, la  même  formule  s'applique  aux  deux  cas. 
Si  y  =/{h,  r,  »r)  est  une  fonction  composée,  on  a 

et,  en  multipliant  par  dx,  il  vient 

y'jcdx  =  ii'jcdx/'„'i-v'jcdx/'^-r-  w'j;dx/l,., 

c'est-à-dire 

dj' -f'udu^/'^dv-hf^dtv. 

Ainsi 

j,                  1            j              i/'^\       vdn  —  udv 
d{ui>)  —  udy -:- V  du,        dy-j- ^ • 


1!I.    —    NOTATION    lill'l'KIlENTlBUE.  »'» 

Les  niâmes  règles  |)ermcllronl  de  calculer  les  difFérentielles  suc- 
cessives. Soit,  par  exemple,  à  calcjiler  les  di/n-rertlieltcs  siicces- 
Âives  d\ine  fonction  de  Ibnclion  )■  =/(«);  on  a  déjà  trouvé 

^b'  -^/'(.tndu. 

Pour  calculer  >f-j'.,  il  fiuil  rpuiar(|iK.'r  (|iio  i/ii  ne  ii<ill  |)as  »^lre 
Irailé  comme  constant,  [uiisr[iie  ti  n'est  jms  la  viiiiahle  indi'jicn- 
danle.  On  a  tlonc  à  calculer  la  diUércnllflle  d'une  fonction  com- 
posée y*'(f<)^/M,  où  II  el  c/a  sont  (J<-mx  funclians  interniédiaires,  ce 
<{ui  donne 

d'y  =  /"(  it  )  du''  ^/'(  II)  iP  u. 

!*our  calctder  d^y,  il  faudra  considérer  d-jy  comme  une  fonc- 
tion composée  avec  trois  funclioTis  inttnjiiédiaires  //,  du,  d^u]  on 
trouve  de  celle  façon 

d*_y  =/"(«)  du'  H-  3/"  (  «  )  du  iV  u  -+- /' { Il  )  d^  ti , 

el  ainsi  de  suite.  H  esl  à  remarquer  qit'ii  raiise  des  termes  en  d^u, 
d*u,...  les  formules  <pii  dnnncni  les  diiréreniiclies  d^y^  d^y,  ... 
oe  sont  plus  les  méim's  «jtu-  si  ii  éliiit  la  varialde  indépendante. 
Les  dérivées  [)artiellf'S  d'une  function  de  plusieurs  \arial)les  se 
représenleal  par  une  notation  analogue.  .Ainsi  la  dérivée  partielle 
d'ordre  n  Ae  /{x,  y,  z)  qui  esl  représentée,  dans  la  notation  de 
Lagrangc,  par  y^"^^.,  esl  représenlée,  dans  la  nolalioii  do  Le;ib- 
niz,  par 

ox'fàyniz'' 

r«?tle  tioUitiun  est  pnreiiicut  symbolique  el  ne  représente  nidlcmcnl 
an  quolicnl,  comme  dans  le  cas  d'une  fonction  d'une  seule  variable 
iodi^  pendante. 

15.  Différentielles  totales.  —  Soit  o>=/(j%y,  z)  une  fonction 
de  trois  variables  indépendantes  x,  y,  z;  on  appelle  différentiellt: 
mtale  d*o  l'expression  suisaule 

dta  -  —  dr  -¥-  -:-  dy  +  —  dz, 
ox  dy  dz 

où  dLr,  dy,  dz  sont  trois  accroissements  constants,  d'ailleurs 
arbitraires,   allribués  aux  variables   Indépendantes  j:,  j',  :;.   Les 
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trois  produits  -.-  dx,  -r-  dy^  j^  dz  sont  les  difTérentieltes  par- 
tielles. 

La  différentielle  totale  du  second  ordre  d'^w  est  la  dUTérentielic 
totale  de  la  différentielle  totale  du  premier  ordre,  les  accroisse- 
ments dx,  dy,  dz  restant  constants  et  toujours  les  mêmes  quand 
on  passe  d'une  différentielle  à  la  suivante.  On  a  donc 

^  Or  dy      •'         dz 

ou,  en  développant, 

d^^^-('^,d.^p-dr-^''^dz)dr 

-t-  I  -:—r-  dx  -^    -^  dr  -i ■—  dz  )  dy 

\dxdy  Oy*    -^        Oy  Os       j    ^ 

^\ôà-z'^^-^^z'^y^ôi^''--y' 

=  ^llax^^'>y.ay^^^:/^dz^ 

Ox^  Oy*    •'  t*3* 

d»/     ,      ,  àtf     ,      ,  à*/     ,      , 

—  a  -~r-  dx  dv  -4-  2  -— ^  dxdz  -^2  —^  dy  dz. 
Oxày         '  àxaz  OyOz    "' 

Si  l'on  remplace,  dans  le  second  membre,  à-/  par  à/^,  on  a  le 
développement  du  carré  de  --  dx  +  -  dy  +  J-dz;  on  peut  donc 
écrire  l'égalité  symbolique 


d*^  =  {^dx-^^dy^y-dz 

\0x  Oy    ■'        Oz 


(î) 


OÙ  l'on  doit  convenir  que  df'^  doit  être  remplacé  par  d-f  après  le 
développement  du  carré.  Celte  loi  est  générale;  si  nous  convenons 
d'appeler  différentielle  totale  d'ordre  n  la  différentielle  totale 
de  la  différenlielle  totale  d'ordre  n  —  i,  on  a,  quel  que  soit  ft, 
l'égalité  symbolique 

/of^       àf  ^       0/ jY»^ 

d»  to  =  (  -^  dx  -^  -/-  dy  -+-   <-  dz 

\0x  Oy    •'        Oz       j 

J/"  devant  être  remplacé  par  ()"/  après  le  développement.  Cette 
loi  étant  vérifiée  pour  n  =  i ,  «  =  2,  il  nous  suffira  de  montrer 
que,  si  elle  est  vraie  pour  rf"ti>,  elle  est  encore  vraie  pour  </"■*"'  co. 
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La  loi  élanl  admise  pour(i"(i),  on  a,  en  développant, 

oii  p  -h  q  -{-  r=  n^le  coefficient  Apgr  étant  le  même  que  le  coef- 
ficient de  dxPdy^dz''  dans  la  puissance  /j'^"»  du  trinôme 

{dx-^dy-^ds)", 
c'est-à-dire 


1 .2..  ./>.i.a.  ..q.1.1. ..  r 
On  déduit  de  la  formule  précédente 

rf«+i (o  =  SAnar    3 —  -rrTrm  dxP+* drV dz'-  -f-  -r — r — ^t-  dxPdrv+tdz'- 

ri"+i  f  ~\ 

-f-  ^ 1 — i r  dxPdj^dz'^^    ; 

si  Ton  remplace  maintenant  (?"+•/ piar  <?/""*"'>  ^^  second  membre 
peut  s'écrire  symboliquement 

-'W  ^^.  dxPdy.dzr{'I  dx^lldy^'l  dz\ 


ou  encore 


i'ldx.-%dy^%dXi'ldx-.%dy^%dX 
\ox  Oy    ■'        liz       I    \dx  Oy    •'       àz       j 

On  a  donc  bien,  avec  les  mêmes  conventions, 

d^^^.  =  ('Idx^'lldy^1dzT\ 
\dx  <iy    •'        ôz       I 

Remarque.  —  Supposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on 
ail  obtenu  l'expression  de  la  difTérentielle  totale  dta 

(7)  rfw  =  P  rfr -H  Q  rf/ -t- R  rfi, 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  de  x,  y,  z..  Gomme  on  a  par  définition 

,         t)u>    ,         diù    ,         c)to    . 
d<a  —      ■  ax  -+-  -—  </v  -H  -—  dz, 

i)x  ày    •'        ôz 

on  en  déduit  la  relation 
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or  rix,  dy,  dz  sont.,  par  convenlion,  des  conslanles  quelconques. 
II  faudra  donc  que  Ton  ail  si'jiarémcnl 


(8) 


«^7 


0. 


àz 


=  R; 


Péqualion  (7)  esl  équivalenle  aux  trois  relations  distinctes  (8)  el 
nous  fait  connaître  à  la  fois  les  trois  (It-rivées  partielles  dm  prcniior 
ordre. 

Plus  génëralemeiil,  si  l'on  a  olitcnii,  jmr  un  moyen  quelconque, 
la  di(r»5rcntiolle  totale  d'onirc  n 

d'>w  —  %C„^fdxi>dy'}ds>-, 

les  coefficients  Op^r  sont  égaux,  à  des  facteurs  numériques  près, 
aux  dérivées  partielles  d'ordre  n  de  w.  On  a  ainsi  à  la  fois  toutes 
les  dérivées  [Kirtiolles  du  niêuie  ordre;  nous  verrons  un  peu  plus 
loin  une  application  de  celte  remarque. 


ôx 

ou  ôx 

Ov  Ox        Ow  à.c 

àtù 

àF  (lu       àP  ai'        àP  ./(«' 
~  du  ày        Ov  Oy       dw  Oy 

dui 

d?  iiu 

àV  àv        ù?  àiv 

If».  Différentielles  successives  d'une  fonction  composée.  —  Soit 
(i»  =  F(«,  \\  \v)  une  fonction  coniposép,  u,  c,  tr  étant  des  fonc- 
lious  des  variables  iiidépLMidanles  j,  r,  -,  t',  écrivons  les  expres- 
sions des  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

(Jju       (/p  Ou       '/F  Ji'        o\'  l)^^• 

dz  Ou  Os  '  Oi<  Oi  Ow  ùz 
dw  _  c>F  t)ii.  OV  Ov  oV  ô\v 
'Oi  ~  dû  'di  '^  Vv  Ot  ~  àw  'di' 

Kii  miihipliani  ces  quatre  équations  par  dx,  dy,  ds,  dt  respect i- 
vcnicut  cL  les  ajoutant,  on  a  au  preniiei-  membre 

Oui    ,         i)m    ,         ikit    ,         dtxi    , 

-     djc  -t (/)•  H dz-\-        dt, 

Ot  Oy    •  Oi  01 

c  cst-a-iJ(rc  aw,   tandis  uue   les   coellicients  de  -— ,  -— »  -r—  sont 
'  '  Ou     Ov     dii> 

égaux  respectivement  à  du,  dv,  d\v.  U  vient  donc 

oV 


(9) 


c/(u 


àV    ,         àV    , 
.—  du  -t-  ——  ilv 
du  Ov 


Ow 


dw, 
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«le  sorte  qiie  l'expression  fie  la  différentielle  totale  du  premier 
ordre  d'une  fonction  composi'e  est  ht  mrmr  que  si  les  fonc- 
tions intermédiaires  étaient  des  varia/'/es  itidipcnflantes.  Nrms 
voyons  se  manifeslcr  ici  tin  des  principaux  avantages  de  la  nata- 
tion diflerentielle  ;  la  relaliaii  (<>)  ne  déficmJ  ni  du  nombre,  ni  du 
clu»i\  des  variaLilcs  indépcndaulcs,  cl  elle  éi[iiivuut  à  aiiljinl  de 
relations  distinctes  qu'il  y  a  cfc  variahles  indt'pcndantes. 

l*oiir  calculer  rf^tj,  nous  appliquerons  la  règle  qui  vient  d'élre 
rtablic  à  f/w,  en  observant  que  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (9),  il  entre  six  fonctions  inlorinédiuires  u,  <.\  \.v\  du,  d<,\  dw. 
On  a  donc 


rf»«o 


a*v 


Ou* 

d'F 

du  (iv 

Ou.ùw 


du^ 


du  de 


du  d*\ 


, — ,-  du  dv 
Ou  Ov 


,J!F 


Ov* 


>^r> 


3u0w 
d'-F 


dudiv 


du 


d*n 


,    ,     di'  dw  -^  ^r-  d*^ 
ài-  Ow  ô\> 


e3»F^,  <"        d'F  _,    ,  t)F 

-r — r—  dv  dw  ■+■  - — ;  dw*  -+■  -r— 

w  Ow  dw*  dw 


d*i 


ou,  en  réduisant  et  employant  la  in-tno  notation  symbolique  que 
plus  haut, 


'..^C^dn. 
^  du 


Oi> 


dv 


du-  / 


OF 

du 


■Pu 


dV 


PV'^ 


àF 


d*w. 


1^  iurintilc  est  plus  eoniplirpiée  que  dans  Ir  cas  ni'i  //,  \\  w  sont 
les  variables  indénciidaiilf!»,  à  cause  des  termes  en  d- Uj  t/^r,  d'^tv, 
qui  disparaissent  lorsque  {/,  c,  iv  sont  les  variables  indépendantes. 
Pour  avoir  </^w,  on  a[>jili(pierii  de  noLtveau  la  nir-me  r»'f;Ie  à  r/'d), 
en  observant  «|ue  tZ-w  di-peud  de  neuf  fonctions  intermédiaires  m, 
V,  II',  du  s  dv^  dw,  d'^a,  d'-v,  d-w,  et  ainsi  de  suite,  ^.'expression 
pënérale  de  ces  diGTércnlielies  devient  de  |)lusen  plus  com|tli()uée; 
</■»!)  est  une  fonction  entière  de  du,  d\',  dw,  d-u,  . . . ,  d" u,  </"r, 
d''w,  cl  les  termes  qui  contieiiucul  «/"»,  d"v,  d"»'  sont  égaux  «^ 


dF  ,  OF   , 

'  d"  u  -T-    .     d»  V 
du  dv 


dF    , 
,—  rf"  "•. 
dw 


Si  dans  f/"(o  on  remplace  «,  f,  tv,  c/;/,  dv,  dw,  .  .,  \y.u-  leurs 
expressions  au  nio\eii  des  variables  indépciidiiiites,  </"<jj  di;vienl 
«lit  pol^'nome  entier  en  d:v,  dy,  dz,  .  .  .  dont  les  eoeflicienls  sont 
^gau&  (uoir  la  remarque  du  n"  lu)  aux  dérivées  partielles  d'ordre  ft 
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de  lu,  miiUipliées  par  certains  facteurs  numériques.  On  a  ainsi  du 
même  coup  toutes  les  dérivées  partielles  d'ordre  ri. 

Sujjposoiis,  par  fxeinple,  t|ii'oa  veuille  calculer  les  dérivées 
partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de  lu  fonction  com- 
posée (o=r /■(»),  où  //  est  une  foiiclion  de  deux  viiriablcs  indé- 
pendantes, ti  =  ©(x,  y).  Si  l'on  calcule  ces  dérivées  séparénienl, 
on  a  d'abord  les  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

fio) 

et,  en  prenant  les  dérivées  de  ces  deux  équations  par  rapport  à  x 
f'I  par  rapport  à  y,  on  a  trois  relations  distinctes  seulement  qui 
donnent  les  dérivées  du  second  ordre 


(•') 


ûva        doi  ûu 

àto        diii  Ou 

f)x  ~  du  dx^ 

dy  ~  du  dy 

rf*  to         d*  (o 
dx*         du* 

fi>u\*          dlo   d*U 

\dx)    "^  du   dx*' 

0*ui         d*tù 
àxdy  ~  du* 

du  du  dut  d*u 
dx  dy       du  dxdy 

à*iti  _  à*ui  / du \*        dtù  d*u  ^ 
lip*  ~  dû*  \dy  )    ~dûl^*' 


la  seconde  des  rclalions  (i  i)  s'obtient  en  ditlerenlifinl  par  rapport 
à  y  la  première  des  équations  (lo),  ou  la  seconde  par  rapport  à  X. 
Avec  les  dilTérentielles  totales,  ces  cinq  relations  (lo)  et  (n) 
peuvent  être  remplacées  par  deux  seulement 


i</w    —  V-  du, 
Ou 


a»tD  —  —  ,-  du*  -^  -—  ePu\ 
du*  Ou 

si  l'on  remplace  dans  ces  deux  formules  du  par  j-  dx  -+-  -r-  dy^i 

d^u  par  -—  dx"^  -+-  a  j-j-  dx  dy  -+-  '^  dy"*,  les  coefficients  de  dx\ 

^l  dy  dans  la  première  donneront  les  dérivées  partielles  du  pre-j 
mier  ordre  de  w,  et  les  coefllcienls  de  dx^.  ■j.dxdy\,  dy^  dans  la 
deuxième  donneront  de  même  les  dérivées  partielles  du  second^ 
ordre  de  tj). 

M.  Différentielles  d'un  produit.    —   l^a  lorinule  *|ui  donne   la- 
dififércnlielle  totale  d'ordre  n  d'une  fonction  composée  se  sira-l 
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pîlfie  dans  certains  cas  d'iiiie  applicalion  frcqnonlc  dans  la  pra- 
tique. Ainsi,  soil  à  calculer  (a  dillt^rentielie  lolalc  d'ordre  n  d'un 
produit  de  deux  facteurs  o*  .-=:  «r.  Ou  a,  pour  les  premières 
valeurs  de  n. 


dtil  =  i'  <lu  —  H  ll\>. 


d' u  -r-  À  du  di'  —  u  d*  f, 


cl,  d'une  manière  générale,  il  esl  visible,  d'après  la  loi  tic  forma- 
tion de  ces  diirérenlM'Iies,  que  l'on  a 

</'»  w  =  r  d"  u  -T-  Cl  cil'  d"    '  «  -f-  C,  d-  v  </'•-'  «—...—  m  rf"  v, 

Cl,  Cj,  .  - .  élanl  des  nombres  entiers  positifs.  On  pourrait  démon- 
trer de  proche  en  procbe  que  ces  coiifficipnts  souL  idunliqucs  à 
ceux  du  développement  de  (a-f-  b)",  niiiis  on  y  arrive  d'une  façon 
plus  élégante  au  moyen  de  l'arlifii-c  suivant  (jui  s'applique  à  une 
foule  de  questitins  <lu  même  genre.  Observons  que  C,,  Co,  .,., 
Cp,  ...  ne  dépendent  pas  de  la  nature  des  fonctions  u  el  r  ;  il 
suffit  donc  de  les  déterminer  pour  des  fonctions  particulières. 
Prenons  pour  cela  «  =r  r?-*',  i' =r  e-'',  x  cl  y  étant  deux  variables 
indépendantes;  on  a 

_l»=tf■»•*.^         dut  =  t!'*y{dx-i-djr),         d'>iM^  e'^yidx-^  df)'>, 

du  —  e-^dx,        d*u  —  t*dx*,         ... 
dv  =  eydy,         d*v  =  erdyi, 

el  la  formule  générale  devient,  après  avoir  divisé  par  r^^.?', 

(utr-K  dy)''=  dx"-^  C^dy  df-^  -r-  C,rfy»f/jr"-«-*-. .  .-^  dy". 

Comme  dx  et  dy  sont  arbitraires,  il   s'en.s«il  que  l'on  doit  avoir 


:Ci  = 


*:,- 


n{n  —  i) 


_  n(n  —  i)..An  — p -t- 1> 


la  formule  générale  e.sl  par  conséquent 


(il)  d^{uv)—  vd-u 


di.'  d"-'  u 


rfîl' </"-'«  -T.. 


//  d"  1 


Cette  formule  s'applitjue  {(iicl  que  sok  le  nombre  des  variables 
indépendantes;  si,  en  particulier,»  et  v  sont  fonctions  d'une  seule 
»rtal>lc  j".  «m  aura,  m  divisant  par  r/.r",  l'expression  de  lu  dé- 
nvi!c  /i'**"  d'un  produit  de  deux  facteurs. 

Il  existe  des  formules  analnijnes  ù  ta  formule  (i3)  pour  le  pro- 


3l  CIIAPITRIi    I.   —   OÛRIVEES    ET    DIFKÉRENT1EI.LKS. 

duit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs.  On  les  démontre  de  la 
même  manière. 

La  formule  qui  donne  (("w  se  simplifie  également  lorsque  les 
fonctions  intermédiaires  k,  <-',  w  sont  des  fonctions  entières  et 
linéaires  des  variables  indépendantes  x.,  y,  z, 

u  =  ax  ■+- by    —  cz   -^  f, 

V  ■=  a' X  •^-  b' y  -\-  c  z  -:■/', 
w  =  a'r  ■+■  b'y  -,   c's  -+-/', 

les  coefficients  a,  a',  a",  b,  b',  . . . ,  étant  des  constantes.  On  a 

du  =  adx  -4-  b  dy  -+-  c  dz, 
dv  —  a'dx  -+-  b' dy  -<-  c'dz, 
dw  =  a' dx  -k-  b" dy  -¥  c'dz, 

et  toutes  les  différentielles  d"u,  d"v,  d"(%',  où  «  >•  i,  sont  nulles. 
La  formule  qui  donne  rf"w  est  donc  la  même  que  si  u,  v,  (fêtaient 
les  variables  indépendantes 

/dF  _,        f)F  j        OP  j   y»' 

rf'uj  =  (  -—  du  -4-    -  dv  H dw  I     . 

\au  Ov  Ow        j 

Voici  une  application  de  cette  remarque. 

18.  Fonctions  homogènes.  —  Une  fonction  'f  (x,  v,  5)  est  dite 
homogène  et  de  degré  m,  si  l'on  a  identiquement 

ç(<x,  /y, /5)^<"'ç(x,j-,  z). 

Considérons  pour  un  moment  ar,  ji',  z  comme  ayant  des  valeurs 
déterminées  et  t  comme  la  seule  variable  indépendante  ;  la  formule 
précédente  peut  s'écrire 

?(«.  *>,  w)^  t'noix.y,  z), 
en  posant 

«  —  tx,        V  —  ly,         w  =  Iz. 

Égalons  les   différentielles  d'ordre   n  des   deux   membres^  en 

observant  que  u,  r,  w  sont  des  fonctions  linéaires  de  t  et  que 

l'on  a 

du  =  X  dt,         dv  =  y  dt,        dw  —  sdt; 

il  vient,  d'après  la  remarque  de  tout  à  l'heure^  en  supprimant  le 
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(aclcur  commun  dl". 


èa 


\      =  ;n(  m  —  I  ) .  . .  (  «I  —  «  -t-  I  )  r"'-"  o(x,  )\  z  ). 


Si  niainlenant  on  lait  l  ^^  i,  u,  ',',  %v  se  réduiscnL  à  x,  y,  z  cl  un 
terme  quelconque  du  premier  membre  supposé  développé 


^'"''ÔI, 


l'dvtôw'- 


xpytz'-. 


se  rc 


rduit 


A 


f)"© 


pifr 


■.rPy'l 


OTi'Oytà:'- 
on  esl  donc  conduit  à  l'égalilé  symbolique 


J= 


ào 


■    I       =  rn(  m 


i|...(«i  —  n-^i)o{x,y,  2), 


Ux       '    ày 
4pii  se  réduil  pour  /<  =  i  à  la  formule  bien  cnimue 


,)'i 


ào 


mo{T,y,z)  =  x^^y- 


A^otations  dU'erses.  —  En  définiiivc,  nous  avons  trois  nota- 
tions pour  représenter  les  dérivées  partielles  des  din'érents  ordres 
d'une  fonction  de  plusieurs  variables,  celle  de  Lelbnl/,  ndle  d<- 
La^range  el  celle  de  Cauclij.  Ces  dillércnles  jioLalions  uni  l'in- 
nmvénienl  d'élre  un  peu  surciiargées  el  deviennent  rapidement 
fastidieuses  dès  (pie  l'un  a  un  calcul  un  peu  long  à  eflTectuer. 
Aussi  a-t-on  imaginé  diverses  nol.ilintis  [)Uis  abrégées.  Une  dos 
plus  cmpb»yêes  esl  celle  (pie  l'un  doit  à  ÎMiingt;  pour  les  dérivées 
partielles  du  premier  el  chi  second  ordre  il'iini'  Imiclioti  de  deux 
variables;  si  z  est  une  finuiioii  des  deux  vaiiables  x  et j',  ou  pose 


-  \ 


0'-: 


i)'-3 


1  = 


à*z 


'         Oj:  iHy  tfx*  àx  ()y 

le*  iliirércnlielles  totales  dz  et  d- z  ont  pour  expressions 


dz  —  p  d.r  -(-  tj  ily , 
d*z  —  r  dx'  -v  ■'  a  dx  dy  -t-  l  dy*. 

Lfne  autre  notation  que  l'uu  cotnmcitcc  à  employer  est  la  sui- 
llc.  Si  s  esl  une  fonction  d'un  nombre  quelconque  n  de  variables 

3 
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Indépendantes  X\,  x-i,  . . . ,  x„,  on  pose 

^a,4-a,-t...t-a,- 


.£>X2 


qnelques-uns  des  indices  a,,  a^,  . . . ,  a„  pouvant  être  nuls. 

19.  Applications.  —  Soit^— /(xj  l'équation  d'une  courbe  plane  C. 
rapportée  à  deux  axes  rectangulaires.  La  tangente  en  un  point  M(.r,  _y) 
(le  cette  courbe  a  ]>our  équation 

V-.K-  y(\—.r); 

la  normale,  c'cst-ù-dire  la  perpendiculaire   à  la  tangente  menée   par  le 

point  de  contact,  a  pour  coefficient  angulaire  —     ,,  ei  son  équation  est 

(Y  —  y)y  —  {\  — .r  )=  (1. 


par  conséquent 


Soient  P  le  pied  de  l'ordonnée,  T  et  N  les  points  de  rencontre  de  l'axe 
des  ^  avec  la  tangente  et  la  normale;  la  longueur  PN  s'appelle  la  sous- 
normale,  PT  est  la  sous-tangente,  MN  la  normale  cl  AIT  la  tangente. 


Fis.  2. 


De  l'équation  de  la  normale  on  lire  pour  l'abscisse  du  point  \  la  va- 
lour  x-T-yy',  ce  qui  montre  que  la  sousi-normalc  est  égale  à  -Jzyy'.  Si  l'eu 
convient  d'appeler  sous-normale  la  longueur  i'N  aiïectce  d'un  signe,  le 
^igne  h-  ou  le  signe  —  suivant  que  la  direction  de  P  vers  N  coïncide  avec 
lu  direction  positive  de  ox  ou  avec  la  direction  opposée,  la  sous-normale 
il  pour  expression  yy',  quelle  que  soit  la  disposition  de  la  courbe  C. 

L'expression  de  la  sous-tangente  est  de  même  —  -  >• 

Quant  aux  longueurs  MN  et  MT,  les  trian}:lcs  rectangles  MPN  et  MPT 
nous  donnent  respectivement 


MN  r.  V  MI'"    -  P.\'  ^  r  />  -*-.'''' 


MT--^  VMP 


l'T 


^/i-f-y«, 


III.    —    .NOTATION    D1FPERENTIELI.K.  0> 

«)n  |>cui  se  proposer  sur  ces  lignes  diverses  questions.  Cherchons,  par 
rxcinple,  toutes  les  courbes  dont  la  sous-normale  est  constante  et  égale  à 
une  longueur  donnée  a;  cela  revient  à  trouver  toutes  les  fonctions^  z=f(^x) 
"•atisfaisant  à  la  relation  yy'  —  a.   Le   premier  membre  est  la  dérivée 

lie  ■  -- j  le  second  membre  la  dérivée  de  ax;  ces  deu\  fonctions  ne  doivent 

■A 

<liflrér<-r  que  par  une  constante,  et  l'on  u 

>•*  —  t.ar  -+-  (). 

équation  d'une  parabole  ayant  ox  pour  a\e  de  symétrie.  En  cherchant  de 
même  les  courbes  dont  la  sous-tangenle  est  constante,  on  est  conduit  à 
l'équaliou 


li'où  l'on  tire 


—  -.  -      I 

.y      " 


'ofcv  ^  -   -'"g<--      ""     r -- 


équation  d'une  courbe  transcendante,  asymptote  à  l'axe  dcsx.  Pour  trouver 
les  courbes  dont  la  normale  est  constante,  on  a  l'équation  y^i  —yi—  a, 
)|ui  peut  encore  s'écrire 

le  |>remier  membre  est  la  dérivée  de  — \'a^-  y*,  et  l'on  a,  par  consé- 
quent, 

•>u 

(./•-i-C)'-i-^*=r:  «2. 

l'-quation  d'un  cercle  de  rayon  a,  ayant  son  centre  sur  l'axe  ox. 

Les  courbes  dont  la  tangente  est  constante  sont  des  courbes  transcen- 
dantes, que  nous  étudierons  plus  tard. 

Soient  maintenant  y  =/{x),  Y  —  F(.r)  les  équations  de  deux  courbes 
planes  C,  C,  et  soient  M,  M' les  deux  points  correspondant  à  une  même 
abscisse  x.  Pour  que  les  sous-normales  aux  deux  courbes  C  cl  C  aux 
|K>ints  correspondants  aient  la  même  longueur,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

et  par  suite  Y*  =  ±:_y*-t-  C,  le  double  signe  provenant  de  ce  que  les  sous- 
iiurmales  peuvent  être  dirigées  dans  le  même  sens  ou  en  sens  opposé.  On 
<dtisfait  à  la  relation  précédente  en  posant 

/>*  h*  .r« 
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ce  qui  donne  une  construction  facile  de  la  normale  à  l'ellipse  et  à  l'hyper- 
bole. 


EXERCICES. 


1.  Soit  p  =/(u))  l'équation  en  coordonnées  polaires  d'une  courbe  plane. 
Par  le  pôle  0  on  mène  une  droite  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  OM, 
dont  on  prend  l'intersection  avec  la  tangente  MT  et  la  normale  MN.  On 
demande  d'exprimer  les  diverses  lignes  OT,  ON,  MN,  MT  en  fonction  de 
/(u.)etde/'(u>). 

Quelles  sont  les  courbes  pour  lesquelles  l'une  de  ces  lignes  est  con- 
stante? 


Fig.  3. 


t.  ?>o\ta\.  y —f{x),  z  =  o(x)  les  équations  d'une  courbe  gauche  T; 
soit  N  le  point  où  le  plan  normal  en  un  point  M,  c'est-à-dire  le  plan  per- 
pendiculaire à  la  tangente,  rencontre  l'axe  des  z,  et  soit  P  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  Oz.  Quelles  sont  les  courbes  V 
pour  lesquelles  une  des  lignes  PN  ou  MN  est  constante? 

R.  Ces  courbes  sont  situées  sur  des  paraboloides  de  révolution  ou  des 
sphères. 

3.  Déterminer  un  polynôme  entier  en  x  et  du  septième  degré  /{x), 
sachant  que  /{x)  -r  i  est  divisible  par  (a;  —  i)*  et  /(x)  —  i  par  (x  -+■  i)*. 
Généraliser  la  question. 

4  Soient  P  et  Q  deux  polynômes  entiers  en  x  tels  que  l'on  ail 
v/i  -P»=  Q  /i  — or» 
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on  a,  en  désignant  par  n  un  nombre  enlier, 

dP       _      n  dx 

R.  De  la  relation 

(a)  I  — P*=  Q*(i  — y»), 

on  tire,  en  dilTérentiant, 

(i)  —  2PP'=Q|2Q'(i  — a-»)-aQT]; 

la  relation  (a)  montre  que  Q  est  premier  avec  P,  et  la  seconde  que  Q 
divise  P'. 

5.  *Soit  R(x)  un  polynôme  du  quatrième  degré  n'ayant  que  des  racines 
simples,  et  a-  —  ^^  une  fonction  rationnelle  de  t  telle  que  l'on  ait 

i> 

Ri(t)  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré,  et  pr  une  fonction  ration- 
nelle. Démontrer  que  cette  fonction  ^,  satisfait  à  une  relation  de  la  forme 

_dx_  _      kdt 

[Jacobi.] 
k  étant  une  constante. 

R.  On  remarque  que  toutes  les  racines  de  l'équation  R  (  tt  )  ~  o,  qui  n'an- 

dr 
nulent  pas  Ri(/),  doivent  annuler  UV—  VU'  et,  par  suite  —r-' 

6.  'La  dérivée  «'''""d'une  fonction  de  fonction  y  —  ©(u).  où  u  est  fonc- 
tion de  la  variable  indépendante  x,  a  pour  expression 

la)  ^"•-  =  A,o'(«)  H-  -^  »'((*)-..  .H -"—  <9("J(«), 


(à) 


d''u^       k      d'>u*'-^        k(k  —  i)     .^"m*-» 

' M*  — r 

•1 .  -2  dx" 


/    .  </"«*        k      d-u"-^ 

y  djC*         I  dx"^ 

j  ^-  ,  _  ,  )A-.  A-„*-«  ^1^  (  A-  =  I ,  -2.    .  .  . ,  «  ). 


On  remarque  d'abord  que  l'expression  de  la  dérivée  d'ordre  n  est  de  la 
forme  (a),  les  coefficients  A|,  At,  .. .,  A„  ne  dépendant  pas  de  la  forme 
de  la  fonction  ^(u).  Pour  obtenir  ces  coefficients,  il  suffit  de  faire  succès- 
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sivement  ^{ii)=  u,  if(u)  =  a*,  . . .,  o(m)  —  //".  et  de  résoudre  les  équa- 
tions obtenues  par  rapport  aux  coefficients  V|,  A. \„;  ce  qui  donm- 

les  valeurs  (b). 

7.  'La  dérivée  n"""  de  o(.»'')  a  pour  expression 

',  ~    (  «^  )''»>«'(' X*)  ■  -   /|(H    —  »)(  ■J>3-)"-*!i"'-''(a7Î  )-;-... 

t/x"  •  •  ■ 

n{n  —  \)  . .  .{n  —  -in  -I.  \^  .       , 

. .  .. { (aj-)"-=/'o"-/''{.r!)— . ... 

\.x...l> 

le  nombre /7  variant  depuis  zéro  jusqu'au  plus  grand  nombre  entier  conlonn 
dans  ->  et  «p'"(a:*)  désignant  la  dérivée  d'ordre  i  par  rapport  à  ,r-. 
Application  aux  fonctions  <?~'',  arcsinjr,  arc  lang./-. 

8.  *Si  l'on  pose  x  ~  coaii.  on  a 

//'" -1(1  — xî|"'~*  ,    I  .3.  ).  .  .(9.W(  —  I)     . 

-^  I    .  I  ,«1-1 —  jjii,  /,,  j/, 

t/x'"    '  /// 

I  Ol.IM>E    RODRIOIE.  I 

9.  Le  polynôme  de  Lcgendre 

-.  I  (/'i 

\„—  .  ,        (.rî       II" 

■jt.^.i).. .  >.n  il.v" 

satisfait  à  l'équalion  difTércnlielIc 

,    il'\„  il\„  .. 

//./•-  <ln 

en  déduire  les  coefficients  de  ce  polynôme. 

10.  Les  quatre  fonctions 

Xi  —-  sin(H  arc  sin x  i.        ^3  —  sinf/i  arc  cos.r  i. 
y,_  —■  C()s(/i  arc  sinar;,         i-,  —  cos(/i  arc  cosari, 

satisfont  à  l'équation  différentielle 

(1  —  ■'"'j.y"       n'   -n-y—u. 

En  déduire  les  développements  de  ces  fonctions  lors(|u'f!Ic«  se  rcduiscni 
à  des  polynômes. 

11.  'Démontrer  la  formule 

y  j™m    \  fit  '  —  , I  .« , 

<lx"  .r"    ' 

[Halphen.  | 
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li.  Toute  fonction  z  =  xal  —  )  -i-  -i  (  *-  |  satisfait,  quelles  que  soient  les 
fonctions  <p  et  i|«,  à  la  relation 

rx*  -r-  %STjr  -r-  ty*  —  o. 

13.  La  fonction  z  =  x'fi^x -7-y)^y^{x -\- y)  satisfait,  quelles  que 
soient  les  fonctions  »  et  6,  à  la  relation  r    -ns-r- 1  —o. 

14.  La  fonction  ;:  =/[ar  -h  <f  (^)]  satisfait  à  la  relation  ps  =  qr,  quelles 
que  soient  les  fonctions  /  et  o. 

13.  La  fonction  z  —  a?"©!  --  1  -^ y-"^\  --  1  satisfait,  quelles  que  soient 
les  fonctions  <p  et  '!«,  à  la  relation 

rx^-T-  9.sxy  -:-  ty^-T-px-  qy  —  n-z. 

16.  La  fonction 

j^-.-=  \x—a,\9i(x)'r-\x  —  ai\ift(x)-h...-+-\x  —  a„\on(.x), 

où  i^i(x),  rfi{x),  ...,  o„(x)  sont  des  fonctions  continues,  ainsi  que  les 
dérivées  s', (x),  ....  <f'n{x),  admet  une  dérivée  discontinue  pour  les 
valeurs  «i,  a»,  . . .,  a„. 

17.  Trouver  une  relation  entre  les  dérivées  du  premier  et  du  second 
ordre  de  la  fonction  z  =/{xi,  u),  où  u  =  «(a:»,  a;j),  Xi,  a?j,  x^  étant  trois 
variables  indépendantes,  /(^t,  u),  <f(xt,  Xj),  deux  fonctions  arbitraires. 

18.  Soity(jr)  une  fonction  quelconque  de  x  et/'{x)  sa  dérivée.  Si  l'on 

_i  _1 

pose  H  —  [/'(x)]    *,  i'  =/ix){/'{x)\   ',  on  a 

I    rf»M  _    I    rfV 

u  dx*        V  dx'' 

19.  'La  dérivée /i'*™*  d'une  fonction  de  fonction  u  —  o(y),où  y  —^(x), 
a  pour  expression 

le  «i^ne  Z  étant  étendu  à  toutes  les  solutions  en  nombres  entiers  et  posi- 
tif* de  l'équation  i  H- ay -H  3  A -i-. .  .-+-/A  =  n,et/>  étant  égalai -:-_/'  +  . .  .-r-A-. 

I  Faa  de  Bruno,  Quarterty  Journal  of  Mathematics,  t.  I,  p.  SSg.] 
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FONCTIONS  MPLICITES.  —  liÈTERMINANTS  FONCTIONNELS. 
CIIANGKMENTS   DE  VARIABLES. 


l.  -  FONCTIONS  IMPLICITES. 


20.  Étude  d'un  cas  particulier.  —  U  arrive  souveni  que  Ton 
a  à  fhudier  des  fondions  dmiL  on  ne  possL^Je  pas  l'expression 
explicite,  mais  qui  sont  définies  par  des  équations  i»on  résolues. 
Gonsidérotis,    par    exemple^    une    relation    entre    trois    variables 

cette  équation  défiait,  sous  certaines  conditions  que  nous  iilloos 
préciser,  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x,  y. 
Wous  démontrerons  pour  cela  le  tliéorcnie  suivant  : 

Soic/U  j'r^.r(i,  )---)•„,  z —■  Za  un  système  de  solutions  de 
l' équation  (i),  tel  que  la  fonction  F  et  ses  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  soient  continues  dans  le  voisinage  de  ce 
système  de  valeurs.  Si  ta  dérii'ée  F^  n'est  pas  nulle  pottr 
ir=:Xg,  y^^y^^  z^^  Zoi  H  existe  une  fonction  continue  des 
variables  indépendantes  x,  y,  et  une  seule,  satisfaisant  à 
l'équation  (i),  et  prenant  la  valeur  So,  lorsque  x  et  y  prennent 
respectivement  les  valeurs  Xo  et  y  a. 

La  dérivée  FI  n'étant  pas  nulle  pour  les  valeurs  Xq,  y^,  Zp, 
supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'elle  soil  positive.  D'autre  part, 
les  fonclioDs  F,  Fj,  F^,  F,  élant  continues  dans  le  voisiuage  de 
ce  sjslème  de  valeurs,  choisissons  un  nonilue  /  piisîtiT  assez  petit 
pour  que  les  quatre  fondions  F,  F^,  I'"' ,  F^  soient  conlinues  tant 
que  tes  valeurs  de  x,  y,  z  satisfont  aux  inégaliK^-â 

(i)  la--x,|l/,       \y-yo\ll,       !---«!. 
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el  que  l'on  ait,  pour  ces  systèmes  de  valeurs  de  .t,  i',  ;, 

Pétant  un  nombre  posilif,  d'ailleurs  quelconque;  nous  désigne- 
rons de  même  par  Q  un  fuilie  nonilire  pûsiliC,  supérieur  aux 
valeurs  absolues  des  deux  atilrus  drinées  parlielies  F'j.  el  V  dans 
le  même  domaine. 

Cela  ]»osé,  donnons  à  .r,  y,  :;  des  valeurs  satisfaisanl  aux  iiu'- 
galités  (2).  On  peut  ^'crirc 

OU,  en  appliquant  à  chacune  des  difrércnccs  la  t'orjiiule  des  accrois- 
sements finis,  et  observant  que  F(.ro,^'»,  z„)  =  u, 

i-'i-r.y,  -t)  =      (x  —  Xt)F'j:\  J-„-^-  ^(jr  —  Ta),  y,  s] 

-^(r—y»)^'y\^o.yi>~-f^'(y—y<i).  =| 
-+-(5  —  *o)FU-^o,^o,  Jo-(- "'(■«  — -0)1; 

la  fonction  F{x,y,  z)  est  dune  ilr  la  l'uniie 


<3)      1 


P(it,y,s)^      \(.r,y,  5)(x  —  r,) 


*.). 


les    valeurs    absolues    dus    fondions    A(x,  y,   z-),    lî(.r,   1%   z), 
C(x,y,  z)  satisfaisant  aux  inégalités 

I^KQ.       IBKt».       |C|>P. 

lorsque  les  valeurs  atlribuées  aux  variables  x,  y.  z  satisfont  aux 
ioégalilés  (a).  Soient  mainLenant  z  un  liniiibre  positif  inférieur  à  /, 

el  Tf)  le  plus  petit  des  deux   nombres  (  el  — ^-  Supposons  que 

las  IVqualion  Ci)  on  allribitc  aux  variables  j;  et  _j'  des  valeurs 
léirrminées  vérifiant  les  conditions 

qu'on  \euille  obtenir  le  nouibre  des  racines  de  celte  équation, 
où  s  est  regardée  comme  l'inconnue,  comprises  entre  z^  —  e  el 
««+e.  Dans  l'expression  (3)  de  F(x,y,  5),  la  somme  des  deux 
[premiers  termes  est  toujours  moindie  en  valeur  absolue  que  aOfi, 
iHodis  que  la  valeur  absolue  du  dernier  tern>e  est  supérieure  y  Vz, 
quand  on  y  remplace  z  par  ;„  zh  e.  D'après  la  façon  dont  on  a 
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ciloisi  7,,  c'est  donc  le  dernier  terme  f[ni  donne  son  signe;  on  a, 
par  conséquent,  F{x,  i-,  z^  -  ^)  <  ^*  <^'  ^'(■^r  .}'■>  -«-r-  î)  >  o,  el 
l'on  en  CLmcliil  que  réquation  (i)  a  au  moins  une  racine  com- 
prise entre  z^-- t  el  Za  -- t.  Colle  riicine  esl  d'ailleurs  unique, 
puisque  la  dérivée  FI  resie  positive  lorsque  ;  varie  de  z^  —  £ 
à  ;;o^-  î.  Nous  arrivons  donc  à  celle  conclusion  qutî  Téqualion  (i) 
a  une  racine  et  une  seule  qui  tend  \crs  Zn  lorsque  x  el  y  lendeol 
vers  les  valeurs  .To  elj>'o  rcspectivemetit. 

Voyons  pour  quels  systèmes  Je  valeurs  des  variables  ./C  cl   y  la 

racine  dorU  nous  venons  de  dénionlrer  Texisience  se  trouve  bien 

I  >  / 
définie.  Soîl  /i  le  plus  petit  des  deux  nombres  l  vl        ;  le  raison- 

II  çjl^ 

nemenl  qui  pn'ei'-<lr>  uons  jtronve  que  si  les  valeurs  des  variables  .t  • 


n«. 

|. 

S 

^ 

,-— (X 

w\       , 

r 

J*"» 

>-      ^      , 

A* — 

a 

0 

JC 

el  _y  salisConl  ,ut\  iuégalilés  '.r  —  jr^j  </(,  \y — j'o  |     ,;  /')  l'équa- 
lion  (i)  aura  une   racine  el  une  seule  comprise  entre  Zq — l  etj 
Zti-\-l.  Appelons  II  le  carn5  avant  pour  centre  le  poinl  M(i(.ro,.f,i  )j 
el  ses  cr'tti's  parallèles  aux  a\es  de  coordrmnées,   la  longueur  de 
cbaquc  ci^té  clant  égale  à  ili  ;  lanl  rpie  le  poinl  i  .^,^)  esl  à  rinlé-i 
rieur  de  ce  domaine,  l'injualioti  (i )  détermine  une  fonction  bien 
4lérinie  des  deux  variables  j:  et  i  ,  qui  resle  comprise  enlre  s,,  —  '] 
et  ^0  •-  '•  Celle  fonction  esl  conlinuc  au  point  Mn  d'après  ce  que^ 
nous  venons  de  voir;  il  en  est  de  môme  en  un  autre  poinl  quel-l 
conque  M|  du  domaine  R,  car,  en  vertu  des  bjpolbèses  qui  ont 
été  (ailes  sur  la  fonction  V  el  ses  dérivées,  la  dérivée  F!,  (.r,,  ^y,,  g,) 
sera  encore  positive  au  point  M,,  puisr[u"(>n  aura  |jr,  —  Xt\<iiA 
l^'i  — y«\  <  /,  !-,       z„\     :  /.  Ou  se  trouvera  donc  dans  les  mômes  i 
conditions  au  point  M,  qu'an  puinl  .M„.  el,  par  suite,  la  racinej 
considérée  est  encore  conlitmc  pour  .r  =  -''y,  r  ==.>'(• 


I 
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Ia  racine  précédenlc  n'i'lata  «lèfinie  qu'à  rint»!'rieur  du  do- 
mninc  R,  nous  n'avons  ainsi  fju'mi  r'/roh'/H  <lf  fonclion  iinplleile. 
Pour  dcHnir  celle  fonclion  en  ileliors  du  domaine  fl,  on  |ïrocôde 
de  proche  en  proche  de  la  façon  suivante.  Soii  L  un  cliemin  con- 
liou  parlant  du  point  (^9,  j-,)  el  aboiilissanL  à  un  point  (X,  Y) 
^iliié  en  dehors;  Ju  domaine  FI.  Ima;;inons  que  les  variuldes  x  cl  y 
varient  simuiuinrmenl  île  telle  façon  que  le  point  de  coordon- 
nées (x,y)  décrive  le  chemin  L.  Si  l'on  pari  du  [voinl  (jr„^o) 
avec  la  valeur  Zo  pour  z,  on  a  une  valeur  bi«n  d/lciminc'c  pour 
celle  racine,  tant  qu'on  n'est  pas  sorti  du  doniainr'  li.  Soient 
\l«  (X|,^»)  un  point  de  ce  chemin  intérieur  à  R,  et  :,  lo  valeur 
correspondante  de  z;  les  conditions  du  théorème  général  se  trou- 
vant encore  vérifiées  pour  x-  ~- .r,,  y  r^ y\j  -=^3j,  il  existe  un 
jutrr  domaine  R|,  ayant  pour  centre  le  point  M,,  à  l'intérieur 
duquel  la  racine  qui  se  réduit  à  z^  pour  a."  =^.1)  ,y=yf,  est  définie. 
f>  nouveau  domaine  R|  aura  en  général  des  points  extérieurs  à  R; 
en  prenant  de  nouveau  sui-  If  (  lieniin  L  un  autre  pidnt  IMj,  exté- 
rieur à  R  el  iiiLéneur  ;i  H,.  un  ]ioinra  recommencer  la  même 
construction  pour  <d)lcrirr  nn  niniveau  drirnaitic  lîj,  à  l'inli'rieui' 
duquel  la  racine  de  l'équation  (1)  ser.i  bien  déterminée,  et  ainsi  de 
«uite.  On  pourra  continuer  l'opération,  tant  qu'on  n'arrivera  pas 
a  un  s^irslèmc  de  valeurs  pour  x,  y,  ^,  pour  lequel  F^^=  o.  Je  me 
cootenlerai  ici  de  ces  indications;  nous  aurons  à  Irailer  en  détail 
«Iahs  4I '111  très  (diapitres  des  questions  analogues. 


41.  Dérivées   des  fonctions  implicites.    —    Revenons   au   do- 

(nainc  II  cl  it  la  racine  z  =:  .;(,/•,  ri  de  l'équation  (1),  qui  esl  une 
fonction  continue  des  deux  variables  x  et  y  dans  ce  domaine. 
I^Ue  fonction  admet  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  En 
eflel,  laissons _j' constant  el  allrihuons  à  x  un  accroisscnienl  Ajt 
qui  donne  à  -  un  accroissement  Ac;  nou»  avons,  d'après  un  caU:ul 
déjà  fuit, 


Aj.  y,z  -^  \s)  —  V{x,y.  i\ 


V'.jT,y,  s-~V\:}       ' 


9'i;)  =  0. 
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lorsque  A^  leiid  vers  xéro,  il  en  est  de  même  de  Ù^z,  puisque  5  est 
une  fonclion  continue  de  x.  Le  second  membre  tend  donc  vers 
une  limite,  et  s  admet  une  dérivée  parlielte  par  rapport  à  x 


Pi- 


on démoDtrerail  de  même  la  formule 


ds 

d'y 


I". 


Bemarqite.  —  Si  l'équalion  F  =  o  est  de  degré  m  ]>ar  rapport 
à  5,  elle  définit  m  fonctions  des  variflbles  x  et  y.  Les  dérivées 

|)artielles  j-'^  adniellent  elles-mênifs  m   valeurs  ponr  chaque 


dx    ày 
(le  val( 


Ai 


les  f. 


■dentés 


syslenie  (Je  valeurs  îles  vanuhles  x  et  r;  les  lonmiles  jireccuenl 
donnetil  sans  anil>iginlé  tes  dérivées  partielles,  jjoiirvu   que  l'on 
remplace  z  dans  les  seconds  membres  par  la  valeur  de  la  fonction  j 
dont  on  cherche  la  dérivée. 
Par  exemple,  réipialion 


définit  den\  fonclious  -f- V  ' — •''" — .V^  Gt  — ^''i — x^ — 'J'*>  S"' 
sont  cûnlinues  tant  que  l'on  a  x-  4-_j'*<  i .  Les  dérivées  partielles 
(le  la  première  sont 


—y 


\/i  —  .ï*«  — 


i/1 


jr«  —  V* 


et  les  dérivées  ]>arlielles  de  ta  seconde  s'obllendronl  en  changeant  I 
les  signes.  On  obtiendrait  les  mêmes  valeurs  en  parlant  des  for-i 
mules 

d;  jr  ''-  _       y 

àr  s  ày  s 

et  V  remplaçant  z  successivement  pjir  ses  deux  déterminations. 


22.  Application  aux  siurfaces.  —  Si  l'on  regarde  a:,  v,  z  comî 
les   coordonnées    cartésiennes   d'un    point    dans   l'espace,    toulei 

équation 

(4)  F(:r,y,s)  =  (, 
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représente  une  surface  S.  Soient  (.rj,,  y^,  s»)  'es  coorrlotitiées 
d'un  poinl  A  tic  celle  surface;  si  la  fonction  F  est  conliniie,  ainsi 
que  ses  dérivées  parlielles  du  preniier  ordre  dans  te  voisinage  des 
valeurs  Xo,ytj  Zq,  sans  que  ces  trois  dérivées  soient  nulles  simiil- 
Lanéinent  an  point  A,  la  surface  S  adjncl  un'  |i!aii  tangent  en  A. 
Supposons,  par  exemple,  tjue  la  dérivée  partielle  l'I  ne  suit  pas 
nulle  pour  .r  =  a;o,  ^=yoj  -  =  -i>-  D'après  le  théorème  général, 
l'équation  de  la  surface  peut  aussi  s'écrii'e,  dans  le  voisinage  du 
point  A.  en  la  siijjposant  résolue  piar  rapjmrt  à  z, 

z  ^  ■:>i  jr,  _)' \ 

5(jr,  _>')  étant  une  fonction  continue,  et  l'équaliiui  du  plan  tan^^enl 
en  A  esl 


Z  —  3»  = 


*■«  > 


<  Y  — .»o  )  ; 


1  <)s        '):  I  I  ■•11-  I  II 

remplaçons  —  cl  --  par  leurs   valeurs  lirees  ties  lornuiles  prece- 

•         •  03"  »i  k   '  ' 


Os 
dtMitfs  :  l'équation  du  plan  langent  devient 


(  -' -  J   i  .\  —  j-„  j  -  (  '.     )   (  Y  —  ,„  >  .  (  '—  )  (  Z  —  5„  )  -  o. 


tiV 


o,  el  (  --  1    pio,  on  considérerait  j  ni  5 


Si  l'on  avait  i-r-) 

comiae  les  variables  indépendantes  cl  jc  comme  une  fonction  de 
ces  variables;  ou  arriverait  encore  à  la  même  équation  (5)  puur  le 
plan  langent,  ce  qui  est  évident  n  priori  d'après  la  symétrie  du 
premier  niemhrc.  On  verrait  de  même  que  la  lauj-enle  en  un 
point  (x«,^o)  d'une  courlu;  fdane  représentée  par  \'{x,y)  =ir  o  a 
pour  équation 

Sî  Ton  a  a  la  fois 


l«  point  A  est  un  fioint  singulier  ;  les  tangentes  aux  diverses 
courbes  situées  sur  la  surface  et  passant  par  A  forment  eu  général 
un  cùac  et  non  un  plan.  Ce  cas  sera  étudié  plus  loin  (Clia[).  III). 
Dans  la  tlénionslratioii  du  théorème  général  sur  les  lonclitins 
implicites,  nous  avons  supposé  que  la  dérivée  Fj^n'était  pas  nulle. 


4€  citvpiTni-:  )i.  —  ro.xcTiOiis  impucitks.  etc. 

L'intuition  géonuHrique  fait  liif^n  corniircndro  [voiiifnioi  celle  con-] 

clilioii  est  essentielle.  Si,  en  ellet,  on  a  I  -—  I        o  cl  (  —  1    i=oJ 

le  plan  tangent  à  lu  surface  S  est  parallèle  à  l'axe  des  z;  une  paral-i 
l('lf  il  l'uxc  dos  c  voisine  de  la  droile   r       u't,  ^'  -=yo  rencontre 
^généralement  la  surface  en  deux  points  voisins  du  point  de  con- 
lacl.    L'équalion   (jj  a{lmel    donc  deux  rarinns   tendant  vers   z„ 
lorsque  xct^-  tendcnl  vers  ./•„  et  )'„  respccliveirient. 

Par  cxemjile,  si  l'on  coupe  la  sphrre  ar^-f-  »•--!- 5- —  i  =o  |>a>*l 
la  droile  y  z^  o,  x  -  i  -i-  s,  il  ^  a  deux  valeurs  de  :;  tendant  versJ 
■/.érii  en  m^ine  temps  que  i,  réelles  s!  t  est  néiialil  ri  ima^inairesl 
si  £  esl  posilif. 


^rt.   Dérivées  succesaives.   - 

les  dérivées  du  picmier  ordre 


Dans  les  formules  qui   donnenlj 


àr 


I"; 


l)Z 


(in  peut  considérer  les   seconds  membres  comme  des  roiiclion»] 
composées,  z  étant  une  fonction  inlerniédiaire.  On  pourrait  donc 
calculeriez  dért\ées  successives  de  proche  en  proclicen  ap()lt(|uanl 
la  réfjle  de  diflércnlialion  des  fonctions  eom|iosées.  L'existence  del 
CCS  dérivées  successives  esl  d'ailleurs  suliordonnée  à  l'exislence  des] 
déri\ées  partielles  des  didércnts  ordres  de  la  fonction  V[.v.,y^  z). 

On  obtient  ces  dérivées  d'une  façon  plus  simple  en  a|)pliquanl 
la    proposition   suivante    :   Ltnst/uv  plusieurs  fondions  d'une 
iHiriahle   indépendante    vérijienl    une    relation    F  —  n,    leitn 
dérivées  vérifient  la.  relation  obtenue  en  ésralant  à  zéro  le 
dérivée  du  premier  membre,  prise  par  la  /éi^Ye  dr  différert' 
liation  des  Jonctions  composées.  11  est  clair»  en  ull'el,  «jue,  si  la' 
fonction  !•'  se  réduit  identiqueineiit  à  zéro  quand  ou  \  a  remplacé     i 
les   \arialdrs  dont  elle  dépend   par  des  fonctions  de  la   variabl^f 
indépendante,  il  en  esl  de  même  de  sa  dérivée.  Le  théorème  sub- 
siste encore  si  les  lonclions  liées  par  la  relation  F       o  dépendent^ 
de  plusieurs  variables  indé|)cndanles.  H 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  l'on  veuille  calculer  les  déri- 
vées successives  de  hi  fonction  im|»licile  >•  de  la  seule  xariablc  .rj 

définie  par  la  relation 

F I  r ,  ^  I  =--  o  ; 
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on  en  déduit  successivemenl 


OV 

,)V 

l)X 

i)y 

.} 

y-r- 

ôy 

j" 

àtF  iPV  tHV     ,, 

<>j**  ô.r  ôy  "  àr- 

0^  l-      „        '  t)*  F     ,   ,       ÔF     „,     . 


Cl  l'on  calculera  ainsi  de  proche  en  proche  i'',r",j'"'. 


Exemple.  —  Étant  donnée  «ne  fonction  _j'  —  jX-r),  on  peut  inversement 
roo<>idérer  y  comme  la  variable  indépendante  et  x  comme  une  fonction 
de  y  définie  par  l'équation  y  =  /(u-).  Si  la  dérivée  /'{-r)  n'est  pas  nulle 
pour  la  valeur  Xq,  qui  donne  y^  = /{x,,),  il  cvistc,  d'après  le  théorème 
général,  une  fonction  et  une  seule  de_^'  qui  satisfait  à  la  relation  y  .—.  f(x) 
ft  qui  prend  la  valeur  x^  pour  ^  ~  y<t\  c'est  ce  qu'un  appelle  la  fonction 
inverse  de  /(x).  Pour  calculer  les  dérivées  successives  x'y,  x'^i.  a:,s,  ... 
de  cette  fonction,  il  suffit  de  diiTérentier  plusieurs  fois  de  suite,  en  consi- 
dérant y  comme  la  variable  indépendante,  ce  qui  nous  donne 

,  ^/\x)x'y, 

o-:/'(.r)(j-;.)-   ^  /'(.cj.r;.., 

o  =^- f"{x](x'y )■■'-+■  3  f"(x)x'yXy.-/'(x)Xy., 


on  en  tire 


l_  -    ^_     fur)  ...  _     ^^^■r_)\'-_    Jl:x)/-^.r) 


Il  est  à  remarquer  que  ce  système  de  formules  ne  change  pas  quand  on 
|>ermute  x'y  el/'(x),  Xyt  et/'^x't.  x"yi  cl/"'(x),  . ..,  car  la  relation  entre 
les  deux  fonctions^  =/(x)  et  jr  =  f(j')  est  évidemment  réciproque. 

Pour  donner  une  application  de  ces  formules,  supposons  que  l'on  veuille 
obtenir  toutes  les  fonctions  y  =  /(r\  qui  satisfont  à  la  relation 

j-y"-3.)'"'=o: 

quand  on  prend  ^  comme  la  variable  indépendante,  ut  x  comme  la  fonc- 
tion, cette  équation  devient 

.r,  J  r      o. 

Or,  les  seules  fonctions  dont  la  dérivée  troisième  soit  nulle  sont  des  pol\- 
nomes,  du  second  degré  au  plus.  On  aura  donc,  ])our  x,  une  expression 

<le  la  forme 

xrr  c,r»-G.j-.-C,„ 
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Cl,  Gj,  Cj  étant  trois  confiâmes  quelconques;  on  résolvant  cette  équatii 
par   rappoi'l  à  y.   i>ii   en  mncliil  <(ue  toutes  les  functions   r  —f[r)  qui 
satisfont  à  lu  cuixlilion  proposée  sont  comprises  dans  la  formule 


y  =  a±.^bx~i-c. 


J 


a,  b,  c  étant  trois  constantes  nrhitraires.  Cotte  équation   représente  une 
parabole  ayant  son  a?ie  parallèle  à  l'axe  des  .r. 

2-4.   Dérivées  partielles.  —  Consid<'ron.s  inainlcnnnl  une  Tonc- 
tion  ini[>liciLe  Je  iieii\  varlnhles  (It'finie  pnr  1  "équation 

(6)  K(.r.  y.  j)  r^  u; 

les  di-rivées   parlielli's  tlii   [>rcmier  ordre   sont  données,    comme 
nous  Tavoiis  déjà  vu  dîrct'Ienieiil,  par  les  relations 


(7) 


OF       OF  >)z 

^F 

.   — 

Ox  '^  Os  Ox 

iiy 

dF  as 


Pour  avoir  les  dérivées  nnrlielles  du  second  ordre,  il  sufHl  de 
dillércnlicr  de  iionveaii  les  deux  éfjualions  (7)  par  rap|)orl  à  x  et 
à^,  ce  (jnî  donne  trois  rclalions  disLïncles  senleiuenl,  ciir  la  déri- 
vée de  la  pt^cniiérc  par  rapport  à^  est  idenlifjue  à  la  dérivée  de  la 

senonile  pnr  r.T|iporl  ù  j", 


^    ^     1  àxOy 


ô*F 

dx* 

d*F^  as 


•i 


e>*F    ùz 


tfx  à. 
d*F    dz 


f^  rfs  ^  d«F  fàsy      OF  0*z  _ 


à/  Os  ôx 

'"D'F   as 
_  a     — _  — 

dy  lis  dy 


ô^F  àz  Os 
dj'   dx  dy 

d»F  /ds\* 
■^1 


dF    à*j    _ 
ds  dx  dy  ~  "' 


dF  di»s 

Us  dyi 


tF  /ds\* 


el  Inn  calculerait   ilc  même  les  tiérivées  du   Iroisième  ordre  cl| 
d'ordre  plus  i-levé. 

L'emploi  des  difrérenlielles  totales  permet  encore  de  déterminer] 
en  même  temps  toutes  les  dérivées  partielles  du  même  ordre.  Il 
suflil  pour  cela  de  s"a[)puver  sur  le   ihéorème  suivant  :  Lorsque  i 
pl(tsi''itrs  fonctions  u,  \',  u",  .  . .  d'un  nombre  quelconque  de 
variables    indépendantes   x,    »',    z,  . . .    vérifient    une   rela- 
tion  F 1=  G,    les   différentielles    totales    satisfont   à    la   rela- 
tion dF  =  o,  obtenue  en  prenant  la  différentielle  totale  de  V . 
comme  si  toutes  les  variables  dont  elle  dépend  étaient  des\ 
variables  indépendantes.  Pour  le  démontrer,  supposons  qu'oui 
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ait  une  relation  F(«,  v,  iv)  ^  o,  u,  i',  iv  élanl  des  fonctions  des 
variables  indépendantes  j:,  y,  ;,  t.  Les  dérivées  partielles  de  //, 
s>,  w  satisfont  aux  quatre  équations 


OV  Ou 
du  dx 

-+- 

d^' 

dj: 

-+■ 

Ow 

= 

r. 

dF 
du 

du 
djr 

■+■ 

dF 
dv 

djr 

- 

dF 

div 

àw 

= 

•>i 

à?  du 
du  ds 

r~ 

dF 

dt> 

dx> 

-- 

àF  àw 
div   àz 

= 

0, 

dF 

du 

Ou 

'Jî 

- 

>)F 

01 

-r- 

dw 

OiV 
'ôt 

== 

o; 

miiltiptioQS-Ies  respectivement  par  dx,  dy^  ds,  dt  el  ajoutons-les, 

il  vient 

oF  ,        OF  OF    .  ,„ 

-—  au  --    —  ai"  -V      -  rtiv  —  aV  —  n. 

Ou  dv  On< 

Nous  voyons  encore  ici  l'avuntage  de  la  nolalioii  dilTérenlielle,  car 
la  relation  précédente  est  indépendante  du  clioi\  et  du  nombre 
des  variables  indépendantes,  l'our  avoir  une  relation  entre  les 
diflérentiellcs  du  second  ordre,  il  sulTira  d'applitjuer  le  théorème 
général  à  U  relation  dF  ^=.  o,  considéiée  comme  une  é<|naii(>n  entre 
M,  V,  «r,  du,  dv,  f/tv,  el  ainsi  de  suite;  on  reiiipl:ict*ri»  seulement 
par  zéro  toutes  les  dilTérenliel^ps  d'ordre  supérieur  au  jireniierdes 
variables  que  Ton  a  clioisics  pour  variables  indi'jieudanies. 

Appliquons  ceci  au  calcul  des  difFérenlielles  totales  successives 
de  la  fonction  implicite  délinic  par  léffuntiou  (û),  x  et  ^  étant  les 
variables  indépendantes.  Il  vient 

dF  j         dP    .        dF   , 

~-~  dx  -i-  —-  dy  +  -,~  as   —  <i. 

dx  dy    •'         Oi 


[ÙF    ,         OF  _,         dF   ,  \'«)       0?   ^ 

(  —  dx  -j-  —  dy  -I ds)     ---        d-s  — 

\dx  Or    ^       Oz       /  t*- 


»  deu\  premières  de  ces  équations  peuvent  rem[)lacer  les  cinq 
relations  (7)  el  (8);  de  l'expression  Je  dz  on  déduit  tes  deux  di-H- 
ifées  du  premier  ordre,  et  de  l'expression  de  d^ z  on  di-duit  les 
trois  dérivées  du  second  ordre,  etc.  Considérons  par  exenqile 
l'équation 

î 
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qui  donne,  en  difTérentiant  deux  fois, 

A  j-  </j-  -4-  j\'y  dy  —  X'z  dz  —  ^, 
A  dx^-  -^  X'dy'--^  STdz*-    \.' z  d*z  r= 

de  la  première  on  tire 

,  \t  dx  --  X'r  dy 

el,  en  portant  celte  valeur  de  dz  dans  la  seconde,  il  vient 

.\(\jr*-^  \'z*)d.r*-i-7i\A'.rrdj;dr~   \'(.\'v*-.-  \'s*)dy^ 

dt-^. Â^r-" '—  ♦ 

On  aura  donc,  en  employant  la  notation  de  Monge, 

A.r  A'r 

A(Aa:»--A'sn  _        XX'xy  _        A'( AV«-4- A'-5«) 

La  méthode  est  évidemment  générale,  quel  que  soit  le  nombre 
des  variables  indépendantes  et  l'ordre  des  dérivées  partielles  que 
l'on  veut  calculer. 

Exemple.  —  Soit  z  —/{■'',  y)  une  fonction  des  deux  variables  x  et  y. 
Considérons,  dans  la  relation  précédente,  ^  el  ^  comme  deux  variables 
indépendantes,  et  x  comme  une  fonction  implicite  de  ces  deux  variables; 
proposons-nous  de  calculer  les  différentielles  du  premier  et  du  second 
ordre  dx  et  d*x.  On  a  d'abord 

dz  —  ■-  dx  H-  -{-  dy; 
Ox  dy    "^ 

comme  un  prend  ^  cl  s  pour  variables  indépendantes,  on  doit  faire 

d^y  =  d*z  =  o, 

et,  en  prenant  de  nouveau  la  différentielle,  il  vient 

o  =  '.— i  dx*-h  'i  -T—--  dxdy  ■+■  -r-^  dy*-r-  -/  d*x. 
Ox*  ()xOy  -^        dy*    "'         âx 

Ces  équations  peuvent  s'écrire,  en  employant  la  notation  abrégée  do 
>Ionge  pour  designer  les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second 
ordre  de  la  fonction /( a",  _y), 

dz  —  pdx  -\-  I]  dy, 
a  —  r  dx*  -+-  a«  dx  dy  -h  t  dy*-~  p  d°-r: 
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on  tire  de  la  première 

,  dz  —  ndy 

dx  = — ^  » 

P 

et,  en  portant  cette  valeur  de  dx  dans  la  seconde,  on  a 

j^     _        r  dz*-^-^(ps — qr)dyds  -^(q*r  —>.p«fs  -<-  p*t)dv* 
-  ^,  •-• 

Les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de  x,  considérée 
comme  fonction  des  variables  z  et  y,  ont  donc  les  valeurs  suivantes 


dx        I            ùx 
ôz  "  p*         dy~ 

p' 

à*x 
dz*  ~ 

r 

i)*x            qr  —  ps 
ùy  âz               />» 

d*x 
dy'- 

d*X  _  -ipqs — p*t  —  q'r 

—  y. 

Proposons-nous,  comme  application  de  ces  formules,  de  trouver  toutes 

les  fonctions  y{ a*,  jk)  satisfaisant  à  l'équation  q*r-^p*t-=  ipqs.  Si,  dans 

la  relation  z  =/{x,y),  on  considère  x  comme  une  fonction  des  variables 

d*x 
indépendantes  y  et  jz,  la  condition   précédente  devient  ---  =  o.  Cette 

équation  CTtprime  que  .—  ne  dépend  pas  dc^:  on  a  donc 

dx 

-  =  0(5), 
dy       •'    ' 

9(x)  étant  une  fonction  quelconque  de  ;:.  Cette  nouvelle  équation  peut 
encore  s'écrire 

et  elle  exprime  que  x  — yo(s)  ne  dépend  pas  de  y.  On  a  donc  encore 

.Xrr.y'^(z)-^'!^(Z}, 

•lf(s)  étant  une  autre  fonction  quelconque  de  z,  et  l'on  obtiendra  toutes 
le*  fonctions  z  —f(x,y)  répondant  à  la  question  en  résolvant  l'équa- 
tion précédente  par  rapport  à  z.  Cette  équation  représente  une  surface 
engendrée  par  une  droite  qui  reste  parallèle  au  plan  des  xy. 

2.".  Théorème  général-  —  Soit  (E)  un  système  de  n  équations 


(E) 


P|(a?l,  ^i>    ■...  Xp\   «,,   M„    ..  .,   M„)-o, 

F,  (ar,,  Xt, X,,-,  Ml,  «1,  ...,  it„)  —  o. 


FnC^l»  ^t,    •••>  ^/M  «I)   «Il    •  ••!  «n)  =0, 

entre  n  •\- p  variables  Ut,   u-,,  ...,  u„;  r,,  x-^.  ...,  Xp.  On 
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suppose  que  ces  équations  sont  satisfaites  pour  tes  valeurs 
x,--x%  ...,  Xp=x'j„  Ui  —  u%  ....  u„=uf„  que  tes  Jonc- 
lions  ¥i  sont  continues  et  admettent  des  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  continues  dans  le  voisinage  de  ces  valeurs,  et 
enfin  que  le  déterminant 


i)Vx 

r)F, 

dFt 

OUi 

dUt 

du„ 

«>F, 

àF, 

àF,. 

A  = 

ou, 

dut 

du,, 

dV„ 

dF„ 

dF„ 

Oiii 

Oiii 

du,, 

n'est  pas  nul  pour 

Xi  —  xi ,        uu  =-  «".        (  /  :r-.  1 ,  2, p;  k~i,i,  ...,  m. 

Dans  ces  conditions,  il  existe  un  système  de  fonctions  et  un 
.îcm/ M,  — '^,(r,,  x„  ...,Xp),  ...,  u„  —  -Y„{x,,  Xi.  ...,.rp). 
îatisfaisant  aux  équations  (E),  et  se  réduisant  respectivement 
à  u%  u",  ....  »;j,  pour  X,  -  .r<; Xp—.r1,. 

Le  délerniinanl  A  s'appelle  le  Jacobien  (')  ou  le  Déterminant 
fonctionnel  des  n  fonctions  F,,  Fo,  ..,,  F„  par  rapport  aux 
variables  «,,  Wo-  •'  •  •  "«•  On  le  représente  par  la  notation 

r>.rp_F. F,,-) 

1)(  «1,   */,.    •■  ••   Un) 

Nous  coinnicnccrons  j)ar  établir  le  théorème  dans  le  cas  parti- 
culier d'un  système  de  deux  équations  avec  trois  variables  indé- 
pendantes et  deux  inconnues  u  cl  i' 

(9)  F,(.r,  j',  -,  u,  v)-o, 

(10)  F;(;»;,  j,  s,  H,  i' )-—(). 

Ces  équations  sont  satisfaites,  par  livpothèse,  pour  x  =^  x^, 
r  ■—.  y\,  z=-  Zo,  Il  -  -  «0,  V  — -  l'ii,  et  le  dclerininanl 

Ou     (j'f         Ov     Ou 
n'est  pas  nul  pour  ce  système  do  valeurs;  il  en  résulte  que  l'une  au 


(')  J.icoBi,  Journal  de  Crellc,  louii;  i'î. 
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inoîn.s  des  dérivées  — ~i  — -  n'estpas  nulle  pour  ces  m(^tnes  valeurs. 

11? 

Supposons,  pour  fixer  les  id<5es,  que   -—■  ne  soil  pas  nulle.  D'aprè.i 

le  ihéorème  établi  plus  haut  pour  une  seule  équation^  ta  rela- 
tion («j)  définil  une  fonction  f  des  variables  x^y,  r,  h, 

»'=/(^.ri  -.  «). 

qui  se  réduit  à  l'o  pour  .r  -  Xo,  ,}'  "-/«,  ::  -  -u,  '/  -  "«•  Imagi- 
nons qu'on  ait  remplacé  i'  par  cette  fonction  dans  l'équalion  (lo); 
sommes  conduits  à  une  relation  entre  x,  y,  z  et  u, 

'^(.r,7,  -,  II)  -  F,[3-,  y,  j,  u.J(x,  y,  z.  u}], 

qui  csl  vérifiée  pour  a:  =  Xo,^  =  ^'n,  :■  =^  :»,  u   ~  Uq-  On  a 

d»  _  àFt       ôF,  0/^ 

Ou         Ou  Ov  Ou  ' 

or,  de  la  relation  (9)  on  tire 

ùFt       àFt  df 

Ou  Oif    Ou 

»  1  "/*  Il         <>'f'     -1     • 

en  remplaçant    -  par  celle  valeur  dans  — .  it  vient 


Ou 


D(F,.  F.) 

U(u,  V) 


OFj_ 
ov 


On  voit  que  celte  dérivée  n'est  pas  nulle  pour  les  valeurs  x^, 
X»*  '•'  "«•  '*  relation  <^  ;=  o  est  donc  satisfaite  en  prenant 
pour  «  une  funclion  continue  »— 'j(.r,  y,  z)  qui  est  égale  à  »„ 
pnur  x  =  Xt,  y  =y»f  s  =  Ze,  et,  an  remplaçanl  m  par  »(.r,  j^,  5) 
dans  /(jc,  y,  3,  u),  on  a  éçalomont  pour  f  une  fonction  con- 
linne.  La  propnsiiinn  est  donc  établie  pour  un  système  de  deuv 
pquations. 

On  démontre,  comme  plus  haut,  que  ces  fondions  admettent 
M  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  Laissantj'  et-  constants, 
luiinons  à  x  un  arcroissemont  A.r,  el  soient  A«  et  Av  les  accrois- 
«rments  correspondants  dts  fonctions  u  et  c  Les  équations  (g) 


Si  CHAPITRE    II.   —   FONCTIONS   IMPLICITES,    ETC. 

el  (lo)  peuvent  sV^erire 

-(S-)-"(t:;-')--(5--)=- 

E,  t'y  e",  f,,  y/,  r,"  Icnclanl  vers  zéro  lorsque  Ax,  A//,  Ar  tendent 
xcrs  zéro.  On  déduit  de  Jà 


Ah 


lorsque  Aa?  tend  vers  zéro,  il  en  csl  de  même  du  A«,  Ai'  el,  par 
suile,  de  s,  î'.  s",  t.,  r,',  r/'.  Le  rapport  — -  a  donc  une  limile,  c'est- 
à-dire  que  u  admet  une  dérivée  partielle  par  rapport  à  x 

«>F,  àFt       t>F|  dFi 
au  âx     Ov  àv     tir 


Ou    àv         àv    du 

On  vctrail  de  même  que  le  rapport  —  tend   vers   une  limite 

finie  —r  qui  est  donnée  par  udp  formule  analogue;  pratiquement, 

ou  calculera  ces  dérivées  partielles  au  moyen  des  deux  cquations 

c)F,        t/F,  dit        ,)V,   <)v  _ 
ifx         t)u   (tx        àv   dx  ~    ' 

âx        au   dx        àv   dx  ~    ' 

H  l'on  obtiendra,  de  la   inôino  faron,  les  dérivées  partielles  pai 
rapport  aux  variables  -j-  cl  :. 

l'our  établir  mainlennnl  lu  lliéorrinc  général,  il  sufliia  de  mon- 
Irer  (juc,  si  la  proposition  est  vraie  pour  uii  svsténic  de  (//  —  i) 
équations,  elle  est  encore  vraie  pour  un  système  de  n  équatioos. 
Le  délcrniinanl  fonclionnel  A  n'éliuU  pa^^nul,  [>ar  hypollièse,  pour 
les  vulcur.-<  initiales,  l'un  au  moins  des  uiincurs  correspondant  aux 
éléments  de  la  dernière  ligne  est  diOTérenl  de  zéro  pour  ces  mêmes 
valeurs.  Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  pour  le  mineur  corrcspon- 
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dant  à  .-— ,  qui  n'est  autre  que 

D(F,^F,.  ....  IV.). 
D(t<i,  Ut,  ...,  «„_,  )  * 

l<*  théorème  étant  exact  pour  un  système  de  (n  —  i")  équations, 
on  lire  des  (//  —  i)  premières  équations  (E) 

/#i  =  o,(a-i.a-, Xpi  n„),         ....         ";/-!=  tp„-|(.r,,  j-j r,,;  «„  ), 

les  fonctions  çp/ étant  continues,  et,  en  remplaçant  ;/,,  .  ..,  ti„.., 

par  les  fonctions  » ,  »„_,  dans  la  dernière  des  équations  (E), 

on  est  conduit  à  une  nouvelle  relation  pour  déterminer  ti„, 

*(X|.J-. x,„  11^)  —  V„(xi,  .r, .T/,;  ç,,  'ij o„_,.«„).— o. 

Tout  se  réduit  à  démontrer  que  la  dérivée  -,  -  n'est  pas  nulle 

pour  les  valeurs  considérées  x%  x",  . . .,  .r'^,  n"/,  car,  s'il  en  est 
ainsi,  on  pourra  déduire  de  cette  dernière  équation 

11,1  =  'H^i'  •'■;.  ••  -r  •'■/'">' 

la  fonction  6  étant  continue,  et,  en  portant  cette  valeur  de  ii„ 
•lans  o,.  . . . ,  'f/j_i,  on  aura  également  pour  «i,  «j,  .  . . ,  //„_,  des 
fonctions  continues.  Or  on  a 

</«!>  _  dV„  ()o,  (>['■„     »>»„_.        {)!•',, 

dua       àu\  iht„    '  ■  ■  ■       ()u„-t     <>ii„         ôu„ 


Tivees  " 

relations 


et  les  dérivées  -— .  -^.  •••,     ;"  -  sont  données  par  les  //  —  i 
i>ii„     On ,  Ou,t  "^ 


,'       <*F,   <^0|  _^  dV\     do„-^        OV;      _ 

\       diii  du,,    •  "  ■  ■  ^  ùu„-x    Ou,,    ~^  Ou,,      ~    ' 

\  

I  dF„.i   «te,  OF„.f  d9„-i        Ol'„-i 

I --! — i-...-i H    X-   —  —  d; 

1     dUi     OUn  Ou,,-i     Ou,,  Ou,t 

on  peut  considérer  les  relations  (ii)  et  (i?.)  comme  n  équations 

linéaires  en  ,  — t  .  •  -,     •- — ,  -    -i  et  1  on  en  tire 
OH„  Ou,i      Ou,, 

cM.   D( F,.  F,.  ....  F,,_, )  ^  I)(  F,,  F, F„  > 

dUn    D(«,,    M, M„_i)  "      D(«i,    «2 M,,)' 


se 
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d* 


[^a  di'rivée  —  n'est  donc  pas  nulle   rioiir  les  valeurs  iniliales 

lin ..  r  1 


H,  par  siiile,  le  théorème  général  est  drmontn'. 

Les  dt'TJvées  successives  des  fonctions  im|dicites  df^fmies  par 


pi 


usieurs 


équali 


oris  simu 


llitné 


es  se  calculent  comme  dans 


cas 


d'tine  seule  équation.  Il  faut  encore  observer  que,  lorsqu'il  y  a 


,li 


)ld 


diinl 


es,   H   est  avantageux  de  ca 


Iciil 


er 


plusieurs  variaDies  inUépenda 
les  dilTérenli elles  totales,  pour  en  di-dnire  toutes  les  dérivées  par- 
tielles du  ménie  ordre.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  deux 
fondions  u  et  v  des  trois  variables  x,  y,  z,  définies  par  les  deux 
relations 

V(a:,x,  -.  «I  «■)  ^  "■ 

<t>(j-,  y,  z,  u,  vj  =  u; 

les  dllTérentielles  totales  du  premier  ordre  du  et  f/i'  sont  données 
parles  deux  équations 


— -  dar 


-—  dy  -1 ris  -I cfM  -(-  -—  rtu  =  o, 

dy    •'         di  ilu  ëv  ' 


—  dx  -:■  -  -  dy 


Ou 


du 


Ou  aura  ensuite  d^  u  et  d'-v  au  moyen  des  équations 

/£/F  0^'    .    ,  »'      II?    ,,  0? 

t)x  àv       I  au  Ov 

/•M'  _,  «M»  _,  y*'      <)♦  ^         à*    ., 

I    ,-  dr  —  . .  .-r-  —-  dp]      -h  ^-  d*U  -i-  -r-  d*i>  —  o, 
\  or  dv       /  ou  ov 

et  ainsi  de  suite.  Dans  les  équations  qui  donnent  d"  u  eld"i-,  le 
déterminant  des  coeflicienls  de  ces  diirércnliellcs  est  égal,  quel  que 

ri  >•  p    If,  \ 

soit  n,  au  jacobicn  -       '      ■  qui,  jvar  hypothèse,  n'est  pas  nul. 

26.  Inversion.  —  Soient  u^,  «i,    ...,  u„,  n  fonctions  des  n  variable» 

.    j .         1                                               .,               1     .        I  .       LM  "t,  "s.  •  •  •!  ««) 
innepcntlante?  t,,  j, a-„,  iclles  que  le  jaL'ol>icri  j 

ne  soit  pas  identiqucmeni  nul.  Les  n  équations 


^3) 


«l—  !f,{Xi T„),  H,  -  ^,(X|,  J',, r„K  .... 

tlt'finissenl  inversement  X|,  X|,  ...,  Xn  en  fonetion  de  «i,  m,,  ....  «„.  Il 
suffît,  en  effet,  de  considérer  un  système  de  valeurs  x\,  x% rj  pour 
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lesquelles  le  jacobieo  n'est  pas  nul;  uf,  uj,  ...,  u%  désignant  les  valeurs 
correspondantes  de  U\,  Ut,  ...,  Un,  il  existe,  d'après  le  tlicorème  général, 
un  système  de  fonctions 

j:,  — <5*i(ai, u„),        Xi-'liiUi, «„) 

x„=  •%,(«!,  Ut,   ■■ .,  ««). 

qui  satisfont  aux  relations  (i3)et  qui  prennent  les  valeurs  x",  x^.  .,.,x% 
pour  K|  —  uf ,  ...,  Un=  u%.  Ce  sont  les  fonctions  Inverses  des  fonc- 
(ions  fi,  Oj,  ....  o„;  la  détermination  effective  de  ces  fonctions  s'appelle 
une  inversion. 

Pour  calculer  les  dérivées  des  fonctions  inverses,  il  suffit  d'appliquer 
les  règles  générales.  Ainsi,  dans  le  cas  de  deux  fonctions 

u  =  /(  X,  y  ),        i-  =  o ( r,  j ), 

M  l'on  considère  inversement  u  et  f  comme  les  variables  indépendantes, 
j-  et^  comme  les  fonctions,  on  a  les  deux  relations 

du  =  ■—  dx  H-  -^  dy, 
ôx  Oy    •' 


d'où  l'on  lire 


''"^S''"-^!''-^' 


do    .          df    . 
,  •   du  —    ''-  di< 

j       dy         ".y 

t 

_^fda-^%dv 
Ox              Ox 

of  ào       ~,)f  à^  ' 
Ox  Oy       Oy  Ox 

dy  - 

of  0<f        Of  Oo 
dx  Oy       Oy  ôx 

les  formules 

On 
ôx                    oy 

Ox 

OV 

df 

dr 

du  ~  of  Oo        Of  Oo  ' 
dx  &^        Oy  ôx 

Of  do        Of  ào 
ôx  Oy       dy  dx 

Oo 

df 

dy                       Ox 

au  ~  df  Oq        Of  Oo  ' 

dy  _ 

ôv    ' 

ôx 
Of  Oo        Of  Oo 

ôx  ôy       ôy  ôx 

ôx  ôy        dy  ôx 

27.    Tangente    à   une    courbe   gauche.    —    Considérons    une 
courbe  C  représentée  par  un  système  de  deux  équations 

/  Vi(x,y,  S)  -  o: 
soienlaTo,  ^0,  5,  les  coordonnées  d'un  point  Mo  de  celle  courbe, 
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tel  que  l'un  au  moins  des  trois  jacobiens 

d?\  ^F,  _  dF,  dFt      OFi  àFt  _  OVt  ()h\       dF,  dF,  _  rfF,  àF, 
Oy    Oz         dz     ày        Oz     Ox         i)x    Oz         dx    0y         oy    àx 

soit  différent  de  zéro,  quand  on  y  remplace  x,  y,  z  par  J?oj^'o»  -o- 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  -  .    ''  ^*    ne  soit  pas  nul 

pour  les  coordonnées  du  point  Mg;  des  équations  (i4)  on  peut 

alors  tirer 

7=rç>(.r),         z=if{r), 

'i  et  ^  étant  des  fonctions  continues  de  x  se  réduisant  respective- 
menl  kyoeiZa  pourx  =  x^.  I.-a  tangente  à  la  courbe  Cau  point  Mo 
est  alors  représentée  par  les  deux  équations 

.^  —  ^0 »  —  y%i i*  —  -MO  _ 

I         ~    tp'(.ro)   '~  -i/'iJ-v)' 

<|uant  aux  dérivées  ^'{x)  et  •y(x),  elles  se  calculent  au  moyen  des 
deux  relations 

ôx         Oy    '        '        dz    '  ^ 

Faisons  dans  ces  relations  x  --  Xo,  y  =  J'oj  z  =z  s„  et  rempla- 
çons 'f'{xo)  et  ^'{Xo)  par  v  _—  <?t  \  _-"'  respectivement;  les 
équations  de  la  tangente  peuvent  encore  s'écrire 


(1 5  )    ' 


i(':D).<--)-(t^).<v-...)-^(^;i.(-=.)^o, 

(CD).— )-'-(f).'v-..>-(^).<-=.)^... 


OU 

-^  —  ^»  1   —  l'o  ^  —  ^0 

L  l>(v,  -)  J«        1.    D{z,x)  J„        L   D{x,y)  J„ 

I/interprélation  géométrique  du  résultat  est  bien  facile.  Les 
équations  (i4)  représentent  respectivement  deux  surfaces  S, 
cl  Sa,  dont  la  courbe  C  est  l'intersection;  les  équations  (i5) 
représentent   les   deux   plans   tangents  à   ces   deux   surfaces   au 
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point  M„,  de  sorte  que  la  langenle   à  la  courbe  C  esl  la  droite 
d'inicrseclion  de  ces  deux  plans  langenls. 

I^s  formules  deviennenl  illusoires,  lors»}ue  Ifs  irois  jacobiens 
t'crils  plus  liaul  sont  nuls  à  la  fois  pour  les  coordonnées  «To,  ■Ko,  Sj. 
Lorsqu'il  en  est  ninsi,  les  deux  équalions  (i3  )  se  réJoisonl  à  une 
seule,  el  les  surfaces  S,,  S^  sont  tangentes  au  point  M^.  Dans  ce 
cas,  rinterscclion  de  ces  deux  siirfiices  se  compose  en  général, 
comme  nous  le  verrous  plus  loiu,  de  plusieurs  branches  distinctes 
p.tss.inl  par  le  point  M„. 


I>ETEI{\HNA\TS  FOXCriO.NNKLS. 


28.  Propriété  fondamentale.  —  INous  venons  de  voir  le  rôle 
uiipfirtanl  que  joue  le  itéteiniinant  fouclionnel  diui-.  lu  lliéoiie  des 
tondions  implicites.  Toutes  les  dr-oioustratious  su|)poscnt  expres- 
H'Oient  qu'un  certain  jiM'ohieu  n'est  [>;is  nul  identiquement.  Si  CC 
jacobien  esl  nul  idenliipieinenl,  il  se  présente  des  eircoiislances 
toutes  diflTérenles,  comoie  il  suit  du  llicorème  (ondan)cnliil  suivant  : 

Soient  M|,  «3,  .  .  . ,  n„,  n  fonctions  des  n  rariobles  indépen- 
dantes Xt,  JTj,  ....  .!•„.  Pour  qu'il  existe  entre  ces  n  fonvlinns 
Hne  relation  !!(«,.  Wo  ....  ti„)  =  o,  ne  rriifermant  pas  les 
variables  x,,  .rj.  . . . ,  x„,  il  fout  et  il  suj/il  (pie  le  drter/ttitiniil 


f  .  ,  D(M,.  H, 

fonclfonnel  pr, 


. -,  «») 


D(xi,  ar„  ....  Xh) 


soif  nul  idcnliipti'nienl. 


13'abord,  celle  condition  esl  nécessaire.  En  eflel,  s'il  existe  entre 
les  n  fonctions  //(,  M;j,  ....  f/„,  une  relation  !!(  f/|,  fA^.,  ...,«„)=  o, 
L*o  en  déduit,  en  difréreutiant  par  rap|iort  à  cliacunc  des  variables  j;i 
«occessivemcnt,  les  n  équations 

à\\  àii,         an  (ht,  liU    iiu„  _ 

riu,    àXf  OUf   OTx  '"        Ou,,    f'j*!    ~ 


(fïï    àu„ 
àu„  àxn 


=  o; 


comme  on  ne  peut  avoir  à  la  fois 


ttUt 


Oit., 


OU 
du  a 
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puisque  la  relation  considérée  se  réduirail  à  une  idenliu^,  il  laiii 

bien  aue  le  déterminant  formé  par  les  coefficienls  de  —  .  ■  •  - . 

'  '  Ou,  du„ 

soit  nul. 

La  condition  est  aussi  xuj/isante.  Pour  établir  ce  point,  nous  | 
nous  appuierons  sur  quelques  remarques  qui  résultent  imm<Sdia- 
tement  des  ihéorèmes  généraux  : 

i"  Soient  H,  »',  tv  trois  fonctions  des  trois  variables  ind/'pen- 

dantes  .r,  i,  ;,  telles  que  le  déterminant  ^^  "C  soit  pas  nul. 

■  Dix,y,  z)  r 

On  ne  [»eul  avoirenlre  les  diflTérenlielIes  totales  du,  dv,  d\v  aucune 
relation  de  la  forme 

).  du  -+-  jji  rfi'  -H  V  dw  =  (», 

ù  moins  ijue  IVm  n'ait  à  la  fois  ).  ■==  jx  =  v  -  -  o.  En  efTet,  en  éga- 
lant à  zéro  les  coefficients  de  dx,  dy^  dz  dans  la  relation  précé- 
denle,  on  a  trois  équations  qui  n'admettent  pas  d'autre  solution 
en  A,  fA,  V  que  ).  :=  jj.  =  v  =  o. 

a"  Soient  w,  m,  v,  tv  quatre  fondions  des  trois  variables  indé- 

j      .                        .11               !>(«,  f,  "')  •  1    /-k 

pendantes  x.  y,  z,  telles  crue  -pi ne  seul  pas  uul,  Un  peut 

inversement  exprimer  x,  y,  z  en  fonction  de  /f,  r,  (f,  et  en  por- 
tant ces  valeurs  de  x,  >',  :;  (tan>;  <>),  on  nbiienl  ime  fonction 

.  Cl)  =  4» (//,«■.  (r) 

des  trois  variables  w,  \\  w.  Si,  par  un  moyen  quelconque,  on  a 
obtenu  entre  /es  différcntieUes  totales  dw,  du^  dv,  t/ir,  prises 
par  rapport  aux  variables  indépendantes  x^y,  5,  une  relation 
de  la /orme 


(i6) 


dta  =  P  du  H-  Q  dt>  -r-  K  div. 


les  coefficients  P,  Q,  R  sont  égaux  respectivement  aux  dérivées 
partielles  de  ^(u,  v,  (v), 


l'  = 


-î'^' 


H  = 


(M» 


On  sait,  en  fliel,  d'après  la  régie  qui  donne  la  iliirérenlielle  totale 
d'une  fonction  composée  (n"  10),  que  l'on  a  bien 


</(ij  =  —  au  •\ — —  rt V  H dw. 

Ou  dç  dw 
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Cl  il  ne  peut  pas  exister  entre  dw,  du,  dv,  dw  d'autre  relation 
que  la  précédente  de  la  forme  (i6),  car  on  en  déduirait  une  éga- 
lité de  la  forme 

).  fin  -H  a  <h'  -■-  V  d»>  ---  o, 

où  les  coefûcients  \  [a,  v  ne  seraient  pas  tous  nuls;  ce  qui  est 
impossible,  d'après  la  première  remarque. 

Il  est  clair  que  ces  remarques  s'étendent  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes. 

Cela  posé,  considérons,  pour  fixer  les  idées,  un  système  de 
quatre  fonctions  de  quatre  variables  indépendantes 


(•7) 


I  Y  r-.Vi{x,y,  z,  t), 
\Z  -  ^z{x,y,  z,  t), 
(  T^FJx.jK, -,  t); 


.    .       ,  .       DfF,.  F.,  Fj.  F4)      ,  u        .LA  i      .•  .1 

lejacobien — j ;— -- —  est,  par  hypothèse,  identiquement  nul, 

et  nous  supposerons  d'abord  que  l'un  des  mineurs  du  premier 

ordre,  -,.,-^ — li_l.  par  exemple,  «st  différent  de  zéro.  Des  trois 

premières  équations  (i-;)  on  peut  imaginer  que  l'on  tire  les 
valeurs  de  x,  y,  z  en  fonction  de  X,  Y,  Z,  t  et,  en  portant  ces 
expressions  dans  la  dernière  formule,  on  obtient  pour  T  une 
fonction  de  X,  Y,  Z,  /, 


(18) 


T:-..|.(.\,  Y.  Z,  n; 


un  va  démontrer  que  cette  fonction  4>  ne  contient  pas  la  variable  /, 

-j-  =  o.  Considérons  pour  cela  le 


ou  que  l'on  a  identiquement-- 

déterrai  nanl 

!  dF,  ^  t>F^ 

'    <)t  ày  àz 

àFj  àVt  dFt 

dx  dy  dz 

dVj  ùy^  dF, 

Ox  dy  Oz 

<>Fi  t)Fv  >Wi 

dx  dv  àz 


d\ 
rfY 
fiZ 
dT 


>i  ['ou  remplace  dans  ce  déterminant  t/X,  dY,  t/Z,  cfï  par  leurs 
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expressions 

...       /iF,    .         ÔF,    .        <)F,    ,        o>F,    ,, 
ôx  Oy     •'         <)z  àl 

pui.s  qu'on  développe  par  rap|iorl  à  </.r,  dy^  dz,  dt,  on  vérifie  que 
les  coefficients  de  ces  quatre  dillVrealielles  sont  nuls;  les  trois 
premiers  sool  de»  déLcnninunts  ajunt  deux  colonnes  identiques 
le  coefficient  de  dt  est  le  dclerminanl  fooctionDcl  lui-même.  On 
donc  A  =r  o.  D'autre  paît,  si  l'on  (li'\cloppe  ce  déterminant  par 
rapport  aux  élémcnls  de  lu  dernière  cotoniie,  le  coellicient  de  ifV 
n'est  pas  nul  n!  on  a  une  relation  de  la  forme 


I 


«rr  --  V  d\     <  1  d\ 


RrfZ. 


D'après  la  remarque  de  loul  à  l'heure,  le  coefficient  de  dt,  dans 
te  second  membre,  est  éfral  à  — -  •  Or,  ce  second  membre  ne  ren-^ 

ferme  pas  <// ;  on  a  donc        =  o,  el  \n  retalion  (iS)  est  de  la  formel 

T^*(X,  Y,  Z\ 

ce  qui  d<5inontre  le  théorème  énoncé. 

On  peut  remarquer  qu'il   n'existe  pa.s,  entre   les  quatre  fonc- 
tions \,  ^  ,  Z,  T,  de  relation  Jnii(''[ïcn(lanle  de  .t,  y,  s,  /,  qui  soitj 
distincte  de  la  précédente.  F'Ln  eflel,  s'il  en  existait  une,  en  y  rem-j 
plaçant!"  par  'l'fX,  Y,  Z),  on  en  déduirait  une  nouvelle  relalioit:] 
de  la  forme  n(.\,  Y,  Z)  =  o,  cl  l'on  devrait  avril r 

pr\.  Y.  7.)  _ 

contralrcmenl  à  riivpothèse. 

Passons  au  ca.î  où  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  du  jaco- 
Incii    sotit   nuls   identiquement,   l'un    au   moins  des  mineurs   di 

deuxième  ordre,  -.:— "^ — '—  par  exemple,  n'étant  pas  nul.  Des  deu 

premières  relations  (17)  00  peut  tirer  ./•  et  y  en  fonction  de  X,  Y^ 
r,  ^,  et  les  deux  dernières  deviennent 


Z  =  «,(X,  Y,  ^,  /),        T=.*,(X,  Y,  *, /). 


>nsi(Jéruns,  U'autre  p 
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le  délenninanl 


(53 


àF,     .jiF, 
O.r      tty 

an      i)x 


tiy 


Ox 


,l\ 


•vv 


(17. 


r^monlrc,  comme  tout  à  l'heure,  f}ue  ce  dt-torminant  est  nul 
bt,  eu  le  développa  ri  L  jiar  rapport  aux  L'Ii'iiicnLs  de  la  drrnit'rc 
colonne,  on  a  une  rL>lalioii  do  la  forme 


«/z=  Viiy,  -r-ods. 


d'où  Ton  déduit 


On  verra  de  raêm 


c  nue  I  on  a 


fis 


fin». 


et  îî  eviste.  dans  ce  cas,  deux  relations  distinctes  entre  les  nnalrL' 


foDclions  X,  Y,  Z,  T 

Z  -  '1',  (  X ,  V 


T  =  'i.,^.\.  \y. 


il  n'en  existe  pas  d'autre,  distincte  de  ces  deuv-Ià,  car  on  en  dédui- 

,     ■                  ,-        ,r        M        ,                   .    Dr  \.  V) 
rail  une  rclalinn  entre  A  cl   i    cl  I  on  tievrail  avoir  -7—- ^=f>, 

cunti-Hirenienl  à  riij.polhcso. 

Enfin,  si  tous  les  mineurs  du  deuxième  ordre  du  jacolneu 
liaient  nuls,  sans  que  les  «pialre  fondions  \,  Y,  '/,  T  se  lédni- 
srnl  à  des  constanles,  ou  verrail  de  même  que  trois  d'entre  elles 
«ont  fonctions  de  la  quatriî-iiie.  Le  raisonnement  qui  vient  d'être 
fait  est  évidemment  général;  si  le  jacobicn  des  it  fonctions  F|, 
Fj,  .  .  . ,  V„  de  n  varialilcs  indépendantes  .îi,  a  j,  .  .  . ,  ./•„,  est  nul, 
ainsi  que  tous  les  mineurs  «  «  —  r  -t-  i  lignes,  l'un  an  moins  dt-s 
mineurs  ît  n  —  r  lignes  clanl  dilTéieni  de  7,éro,  il  y  11  exactement  /■ 
relations  dislincles  entre  les  n  fonctions,  cl  /•  d'entre  elles  pcuveni 
i'cxprimer  au  moyen  des  n  —  r  restantes,  cuire  lesquelles  n'existe 
incnoc  relation. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  la  proposition 
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suivanle,  qui  s'établit  de  la  même  façon.  Pour  que  n  ronctions  de 
n -\- p  variables  indépendaDtes  soient  liées  par  une  relation  ne 
contenant  pas  ces  variables,  il  faut  et  il  suffit  que  les  jacobiens  de 
ces  n  fonctions,  par  rapport  à  n  quelconques  des  variables  indé- 
pendantes, soient  tous  nuls.  En  particulier,  pour  que  deux  fonc- 
tions F,(j*i,  X2,  . .  . ,  x„)  et  F.,{x,,  X.,,  ....  .r„)  soient  fonctions 
l'une  de  l'autre,  il  faut  et  il  suffît  que  les  dérivées  partielles  cor- 

respondantes   ~  -  et  — —  soient  proportionnelles. 

Remarque.  —  Les  fonctions  F|,  Fj,  .  .  . ,  F,j,  qui  fîgurentdans 
les  énoncés  précédents,  peuvent  dépendre  en  outre  de  certaines 
variablesjKij^ï»  •  •  '^J'm,  différentes  des  variables  j:,,  x^,  .  . .  ,x„. 
Si  le  iacobien  -^-rr^ — *'-"-"-' — ''    est  nul  identiquement,  les  fonc- 

tions  F|,  Fa,  . . .,  F„  sont  liées  par  une  on  plusieurs  relations  ne 
renfermant  pas  les  variables  Xi,  x^,  .  . .,  Xn',  mais  les  autres  va- 
riables^,, y2j   •  •  •'  y  m  figureront  en  général  dans  ces  relations. 

Applications.  —  Le  théorème  précédent  est  d'une  grande  importance 
en  Analyse.  Par  exemple,  il  permettrait  de  démontrer  la  propriété  fonda- 
mentale du  logarithme,  sans  se  servir  du  la  définition  arithmétique.  On 
démontrera,  en  cITet,  au  déhut  du  Calcul  intégral,  qu'il  existe  une  fonctioit 
liien  définie  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  la  variable,  qui  se  réduit 

à  zéro  pour  x  —  \,  et  dont  la  dérivée  est  égale  à  •  Soity(a?)  celtt"  fonc- 
tion :  posons 

on  a 

TU  II.  <•)  -     ■'    i 

\  y  ■'■  \ 

Il  existe  donc  une  relation  de  la  forme 

.A-«-)-Hy('j)  =  !p(j-j), 

pour  déterminer  la  fonction  o,  il  suffit  de  faire  ^  =  i,  ce  qui  nous  donne 
/■(.«•)=  o{x),  et,  par  suite,  puisque  x  est  quelconque, 

/{■'■)^/u')  -  /(■':>•). 

On  voit  comment  la  définition  précédente  aurait  conduit  aux  propriétés 
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fondamentales  des  logarithmes,  si  li:iir  invention  n'avait  précédé  relie  du 
Calcul  inté;;ral. 

Pi»ur  donner  une  autre  application,  prenons  un  système  de  n  équations 
.1  n  inconnues  U\.  u.,  ....  u„, 


<«9) 


;    F|(M|,  M, u„\  —  H,, 

;   Fi(M|.  «s.    ••.,   ««)  =  H;, 

I 


lii,   lît,    ...,   H,|  étant    des    consianltis    ou    dc>   fonctions  «l'aulrcs  va- 
riables X|,  Xj,  ...,x„,  qui  peuvent  aussi  figurer  dans  l<;s  functions  F/. 

r\^  p       p  P    \ 

LorMiue  le  jacoLicn  " — *'  "  '  ' — ^  est  idenliqueriii-nl  nul,  il  y  a  entre 

U(  U|,  i<],  . . . ,  u„) 

le*  n  fonction»  F<  un  certain  nombre  de  relations  distinctes,  soit  n  —  A, 

lie  U  forme 

F^,  =  I1,(F,.  ...,Fa.),  ...,  F„  =II„_^.(F,,  ...,  F*); 

pour  que  les  équations  (ig)  soient  compatibles,  il  faut  évideinmcnL   que 
l'on  ait 


Hi 


=  11, (11,,  ...,  Ili ,  H„  =  II„_s.(H,,  ...,  lU), 


et,  s'il  en  esl  ainsi,  les  n  équations  (ig)  se  réduisent  à  A  équations  dis- 
itactes.  On  a  donc  les  mêmes  cas  particuliers  que  durts  la  dis('u$.siûti  d'un 
svttème  d'équations  linéaires. 

29.  Antre  propriété  du  jacobien.  —  Le  jacobien  d'un  sys- 
tème de  n  fondions  <lf;  /<  v;iriabk's  préscntf  des  propriétés  ana- 
losues  à  celles  de  la  dérivée  d'une  fonction  d'une  seule  variable. 
Ainsi  le  théorème  précédent  peut  éire  considéré  comme  une 
(\leosion  dn  lhéor<^me  du  n"  8. 

La  formule  qui  donne  lu  dérivée  d'une  fonction  de  fonction  peut 
inétuc  être  étendue  au  jacobien.  Soient  K, ,  1*%,  . .  . ,  F„  nu  sj-s- 
lime  de  n  foaclioos  des  varialiles  «,,  Ut,  ...,  u,„  et  supposons 
qur  M,,  Mj,  .  •  •  1  M«  soient  elles-inéines  des  fonctions  des  n  vuriiubles 
indi-pendanlcs  x,,  a;^,  .  •  . ,  x„.  Ot>  a  la  formule  suivante 

UlF,.  F, F,)  ^  D(F,,  F, V„)    Uju,,  m «,> 

6<Xi.  Xi,    ...,  Xn)         t){Ui,   «,,    ...,  M„)'  D(J-,,  Xt X„)' 

dont  U  (JémonsIratioD  résulte  immédiatement  de  la  n'i^de  de  ntiilli- 
{tliralion  des  déterminants,  et  de  la  foiinule  ((iii  donne  la  dérivée 
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d'une  fonction  composée.  Écrivons  en  effet  les  deux  déterminants 


dui      dut 

àFn    àFn 
àtti     dux 


dF, 

dui 

dui 

dUn 

dxi 

dxx 

dF„ 

dut 

duf 

du„ 

dx„ 

dXa 

dUn 

dxi 

dUn 

dXn 


en  permutant  les  lignes  et  les  colonnes  du  second;  le  premier  élé- 
ment du  produit  est  égal  à 


dVx  dui 
dui  dxi 


dFi  dut 
ditt  dxi 


dFt  du„ 
àuti  dxi 


.  dFi 


c'est-à-dire  à  -r-J»  et  de  même  pour  les  autres. 


30.  Hessien.  —  Soit /(x, y,  z)  une  fonction  de  trois  variables  x,y,z; 

on  appelle  hessien  le  déterminant  fonctionnel  des  trois  dcrivces  par- 

•  ..     àf    df    df 
tielles-^-,  -/-.  V-* 


dx    dy    dz 

dx* 

dxdy 

à*/ 
dxdz 

h  = 

dxdy 

d^f 
'àyt 

dydz 

dxdz 

dydz 

'ù'z* 

le  hessien  se  définit  de  la  même  façon  pour  une  fonction  de  n  variables,  il 
joue  un  rôle  analogue  à  celui  de  la  dérivée  seconde  d'une  fonction  d'une 
seule  variable.  Nous  allons  établir  pour  ce  déterminant  une  i>ropriété  d'in- 
variance remarquable.  Supposons  qu'on  effectue  sur  les  variables  x,  y,  s 
une  substitution  linéaire 


(19/ 


y  =  a'\-i-?'Y+-('Z, 

z  =a'\-.-^'Y-^'('Z, 


X,  Y,  Z  étant  les  nouvelles  variables,  et  a,  p,  y» 
telles  que  le  déterminant  de  la  substitution 


. ,  Y*  des  constantes 


A  = 


a      ?      ■( 
a'     P"     V' 


soit  différent  de  zéro.  Après  cette  substitution,  la  fonction  /(x,y,  z)  se 
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change  en  une  nouvelle  fonction  F(X,  Y,  Z)  des  trois  variables  X,  Y,  Z. 
Soit  U(X,  Y,  Z)le  hessien  de  cette  nouvelle  fonction;  nous  allons  démon- 
trer que  l'on  a  identiquement 

H(X,  Y,  Z)  =  A*A(a7,^, -), 

T,  y,  3  étant  supposés  remplacés  par  leurs  expressions  (19/ dans  A(iP,^,  z). 
On  a,  en  effet, 


H  = 


K^'S'S)  ■>( 


dF    dF    dF 


)     D(x,y,z 


D(X,  Y,  Z) 


l. 

D(x,y,x)       "DCX,  y,Z)' 


àf    àf    df  . 

SI  nous  considérons,  pour  un  moment,  —->  -^t  -f-  comme  des  variables 
'  dx    djr    dz 

intermédiaires,  on  peut  encore  écrire 

/dF    dF    dP\        (df    df    àf\ 

\à\'  d\'  d'L]         \dx'  dy"  dz)     D{x,  y, 


H 


^) 


ïi{x,y,z)         D(X,  Y,  Z) 


Or,  de  la  relation  F(X,  Y,  Z)  =f(x,  y,  z),  on  déduit 
d\  dx  dy  dz 

5y-P5ï-^p  dp-^P  Tz' 


et,  par  suite, 


on  a  donc 


àF  _      df        ._^         ,  ^ 

â^~'^  dx'^'^  dy'^'^   dz' 


j.'^f 


^/àF    dF    dF\ 
^[dX'dY'dz) 

\dx'  dy'  dz) 


a     a      a 


=  A; 


"  - -^^  dTxTyTz)  ~      ' 

et  il  est  clair  que  le  théorème  est  général. 

Voici  une  application  de  cette  propriété  du  hessien.  Considérons  une 
firme  binaire  cubique 

f{x,y)  =  rtJ?»-4-  'ibx*y  -\-  Zcxy^-hdy*, 

les  coefficients  a,  b,  c,  d  étant  des  constantes  quelconques;  on  a,  en 
négligeant  un  facteur  numérique, 


/i  = 


<ix-H  by    bx-h  cy 
bx-^cy      cx-^-dy 


=  {ac  —  b*)x*-^-{ad—bc)ry-^{bd—c*)y*, 
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de  sorte  que  le  hessien  est  une  forme  binaire  quadratique.  Écartons 
d'abord  le  cas  particulier  où  le  hessien  serait  un  carré  parfait;  on  peut 
le  décomposer  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  distincts 

h  =  {mx  ■+■  ny){px  -^  ^y)- 

Si  l'on  effectue  la  substitution  linéaire 

mx-h-  ny  =  X,       px  -h  qy  =Y, 

la  forme /(x,  y)  se  change  en  une  nouvelle  forme 

F(X,  Y)=  AX>-f-3BX«Y-i-3CXY«+DY», 

dont  le  hessien 

H(X,  Y)  =  ( AC  —  B«)X»-+-  (AD  —  BC)XY  -h  (BD  —  C«)Yî 

doit  se  réduire,  d'après  la  propriété  d'invariance  qui  vient  d'être  démon- 
trée, à  un  produit  de  la  forme  KXY.  Les  coefficients  A,  B,  G,  D  doivent 
donc  satisfaire  aux  deux  relations 

B»— AC  =  o,        BD  — C»r=o. 

Si  l'un  des  deux  coefficients  B,  G  était  différent  de  zéro,  il  en  serait  de 
même  de  l'autre,  et  l'on  aurait 

F(X,  Y)=  ï,'i,(B»X»-t-3B»GX»Y-t-3BC»XY«-hG»Y>)=  15^^-±,2Xi!, 
BLi  BL 

de  sorte  que  F(X,  Y),  et  par  suite /(a?,  y),  serait  un  cube  parfait.  En 
écartant  ce  cas  exceptionnel,  on  voit  que  l'on  aura  B  =  G  =  o,  et  le 
polynôme  F(X,  Y)  sera  réduit  à  la  forme  canonique 

AX'-hDY'; 

la  réduction  de  la  forme  /{x,  y)  à  la  forme  canonique  n'exige  donc  que 
la  résolution  d'une  équation  du  second  degré,  celle  que  l'on  obtient  en 
égalant  le  hessien  à  zéro.  Les  variables  canoniques  X  et  Y  sont  précisé- 
ment les  deux  facteurs  du  hessien. 

On  verrait  de  la  même  façon  que,  lorsque  le  hessien  est  un  carré  par- 
fait, la  (orme  /(x,  y)  est  réductible  à  la  forme  AX'-hBX*Y;  lorsque  le 
hessien  est  identiquement  nul,y(a;,_^)  est  un  cube  parfait 
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CHANGEMENTS  DE  NARIAbLES. 


bans  un  grand  nombre  de  queslions  d'Analyse,  il  iirrive  fré- 
quemment que  l'un  csl  conduit  à  changer  de  variables  indcpen- 
danles.  Il  faut  alors  [)Oitvoir  exprimer  les  dérivées  prises  par 
rapport  aux  anciennes  variables  an  mo_yen  des  dérivées  prises  par 
rapport  aux  nouvelles  variables.  Nous  avons  déjà  traité  un  pro- 
blème de  ce  genre  à  propos  de  l'inversion.  Envisageant  niainte- 
iiaat  la  question  à  un  point  de  vue  plus  général,  nous  allons  passer 
en  revue  les  problèmes  qui  se  |>réseiitenl  II-  plus  fréquemment. 

31.  Problème  I.  —  Soit  y  une  fonction  de  la  variable  indé- 
pendant!' X.  On  prend  une  nouvelle  variable  indépendante  t, 
liée  à  X  par  la  relation  x  =  'f{t);  on  propose  d'exprimer  les 
dérivées  successives  de  y  par  rapport  à  x  au  moyen  de  t  et  des 
dérivées  successives  dey  par  rapport  à  t. 

Soient  v  =  y(r)  la  fonction  considérée  et  F(/)=:  /"[©(/)]  ce  que 
devient  celle  fonction  quand  on  a  remplacé  x  par  f{f)-  D'après 
la  règle  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction,  on  a 


d'où  Ton  lire 


^  =  £-^'<^>' 


yx= 


dt 


yt 


f\n     <?'{()' 


ce  qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  pour  avoir  la  dérivée  de  y  par 
rapport  fi  X,  on  prend  la  dérivée  de  cette  fonction  par  rap- 
l>ort  à  t,  et  on  la  divise  par  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  t. 

On  obtiendra  la  dérivée  seconde  -y-^  en  appliquant  la    règle 

précédente  à  l'expression  qui  vient  d'être  obleoue  pour  la  dérivée 
première 


d*y 


une  nouvelle  application  de  la  même  règle  donnera  la  dérivée  du 


dt^^''^  _yn<f'(t)-yi<f'{t). 
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irotsième  ordre 

d  .    ,  . 

dx*  o'(/)    ' 

on,  en  eflecluanl  les  calculs, 

rfv^  ■rr.[?'<oi'-3y;.«p'(<)y'(f)^3jv['^'(o]'-^;?'(OT''(o 

Ces  dérivées  successives  se  calculeronl,  de  proclie  e»  proche, 
par  l'application  de  la  même  règle;  d'uive  manière  générale,  la 
dérivée  d'ordre  n  de  y  par  rapport  à  x  s'exprime  au  moyen  de 
tfl'(<),  if"{l),  ••',  '^'"'(0  ^^  ^^^  dérivées  successives  de  jk  par 
rapport  à  /,  jusqu'à  celle  d'ordre  /i.  On  peut  mellre  les  formules 
précédentes  sous  une  forme  plus  symétrique;  désignons  par  rfx, 
dy,  d'*x,  d^yi  •  •  -  j  d"Xj  d"y,  les  dilTéren licites  successives  de  x 
et  de  y  prises  par  rapport  à  la  variable  /,  et  par  >■',  y\  .  .  , ,  y*"' 
les  dérivées  successives  àe y  par  rapport  à  x\  les  formules  précé- 
deoies  peuvent  s'écrire 

^  -S' 

_  dx  d*y  —  dy  d*x 
(00)     {^^  "dx^  ' 

.  _  d^y  dr'^—ld^y  dx  d^x  ^  %dy(d^x)*—  dyd^xdx 
^    ~  "  d^*  '  * 


La  variable  indépendante  (,  pur  rapport  à  laquelle  sont  prises 
les  dilTérenlielles  qui  Hgurenl  dans  les  seconds  membres  de  ces 
formules,  est  absohimeul  quelconque,  el  l'on  passe  d'une  dérivée 
à  la  suivante  parla  loi  de  récurrence 

où  le  second  membre  est  le  quolieul  de  deux  différentielles. 

32.  Applications.  —  On  se  sert  de  ces  formules  pour  étudier 
une  courbe  piano,  lorsque  les  coordonnées  d'un  point  de  cette 
courbe  sont  exprimées  au  moyen  d'une  variable  auxiliaire  t, 
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pour  étudier  celle  courbe  dans  le  voisinage  d'un  de  ses  points,  il 
faut  pouvoir  calculer  les  valeurs  des  dénv(5es  successives  y\ 
_}■",  .  .  .,  de^'  par  rapport  à  j:  pour  le  j»oint  considt'ré.  Or  les  for- 
mules précédentes  nous  donnent  précisément  ces  dérivées  expri- 
mées au  mo^jen  des  dérivées  successives  des  fondions  /(/)  cl 
o(/),  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir  l'expression  explicite  de  j' 
en  fonclion  de  x,  ce  qui  pourrait  être  praliqueinenl  impossible. 
Ainsi  la  première  formule 

donne  le  coefficient  angulaire  de  la  langcnLc;  la  valeur  de  j'" 
intervient  dans  un  élément  géométrique  important,  le  rajon  de 
coiirbiire,  qui  a  pour  expression,  comme  nous  le  démontrerons 
plus  loin, 

\y\ 

Pour  avoir  la  valeur  de  R  lorsque  les  coordonnées  x  et  y  sont 
(lonaées  en  fonction  d'un  paramètre  /,  il  n'j  a  qu'à  remplacer  _y' 
ct_>'"par  les  expressions  précédentes,  et  il  vient  ainsi 


^^5e< 


\dxd*y~dyd*x\' 


econd   membre  ne  renferme   que  les  dérivées  pijemiêrcs   et 
iccondcs  de  x  et  de  y  par  rapport  à  t.  ' 

^oici,  ail  «iijet  île  celle  question,  une  remarque  intéressanle  que  j'eni- 
(•runtr  au  Traité  de  Colrttl  tlijftrenth'l  c/  intégral  ite  M.  Berlratiil 
(t.l.  p.  170t.  Inia^inuns  qu'en  calculunl  un  clément  yrométrique  d'une 
fourbe  plane,  donl  les  cooriloniuies  x  ti  y  sonl  supposées  exprimées  au 
moyen  d'un  paramétre  /,  on  ail  obtenu  l'expression 

F(x,  j,  dx,  dj',  d*T,  d*y d"x,  d<*y), 

tontes  les  diiTérenlielles  étant  prises  par  rapport  à  /.  F'uisque,  par  hypo- 
thèse, rrt  élément  a  une  5i{;ni(ii-ation  géoinélrique,  sa  valeur  ne  doit  pas 
dépendre  do  choix  de  la  variable  inctépetidante  /.  Or,  si  l'on  prend  r  =  l, 
on  doit  faire  dx  =  dt,  d*x  =  d^x  =. .  .=  d"!  =  o,  cl  i'ex|»re5sion  précé- 
dente devient 

fi.x,y,y\y',  ..,,y'-'>^); 
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c'est  le  résultat  que  l'on  aurait  obtenu  en  supposant  tout  d'abord  que  l'équa- 
tion de  la  courbe  considérée  est  résolue  par  rapport  à  y,  soit  y  —  4>(x). 
Pour  remonter  de  ce  cas  particulier  au  cas  où  la  variable  indépendante 
est  quelconque,  il  suffit  de  remplacer  y',  y',  y",  ••■  par  leurs  valeurs 
tirées  des  formules  (ao).  En  effectuant  cette  substitution  dans 

fi^^y^y^y' y"'). 

on  devra  donc  retrouver  l'expression  ¥{x,y,  dx,  dy,  d*T,  d*y,  . . .)  d'où 
l'on  est  parti.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  pourra  affirmer  que  le  résultat 
obtenu  est  erroné.  Par  exemple,  l'expression 

dx  d*y  ■+■  dy  d*x 
{dx*-^-dy*)* 

ne  peut  avoir,  pour  une  courbe  plane,  de  signification  géométrique  indé- 
pendante du  choix  de  la  variable;  car,  si  l'on  suppose  x  =  t,  cette  expres- 

sion  se  réduit  à ->  et,  en  remj)laçant  _^''  cl  y'  par  leurs  valeurs 

(.-f-y»)ï 

tirées  des  formules  (20),  on  ne  retrouve  pas  l'expression  précédente. 

33.  On  se  sert  aussi  fréqucmiacnl  des  formules  (20)  dans  l'élude 
des  équations  différcnlielles.  Supposons  par  exemple  que  l'on 
veuille  déterminer  toutes  les  fonctions  y  d'une  variable  indépen- 
dante X  qui  satisfont  à  la  relation 

où  n  est  constant.  Prenons  une  nouvelle  variable  indépendante  t, 
en  posant  x  =  cost;  on  a 

dy 
dy  _  d'î 
dx       —  sin  t 

d^y  dy 

t.  s"i'  —T^ cos<  -r- 

d*y  _  t//«  dl 

dx"*-  sin'/ 

et  l'équation  (ai)  devient,  après  la  substitution, 

(22)  -dii -^  "-y  ='- ''■ 

Il  est  facile  de  trouver  loutçs  les  fonctions  de  l  qui  satisfont  à 
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cette  relation,  car  on  peut  l'écrire,  en  multipliant  par  2  -J-, 
on  doit  donc  avoir 


( 


_Zy+^»^j=rtta*, 


a  désignant  une  constante  quelconque,  et  par  suite, 

dy 
dt 


%  =  n  y/a^-y^, 


ou 

dy 
dt 


y/a*— y* 

Le  premier  membre  est  la  dérivée  de  arc  sin—  —  ni;  il  faut  donc 

que  celte  différence  soit  égale  à  une  nouvelle  constante  b,  et  l'on  a 

y  =  asm(nt  -4-6), 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

y  =  X  sinnt  •+■  B  cosnt. 

En  revenant  à  la  variable  primitive  x,  on  en  conclut  que  toutes 
ks  fonctions  de  x  qui  vérifient  la  relation  proposée  (21)  sont 
comprises  dans  la  formule 

^  =  A  sin(/i  arc  cosa:)  -h  B  cos(  n  arc  cosa:), 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

3-i.  Problème  II.  —  A  toute  relation  entre  x  et  y,  les  for- 
mules de  transformation  x=f(t,  u),  y^o(^t,  u)  font  cor- 
respondre une  relation  entre  t  et  u.  On  propose  d'exprimer 
les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  au  moyen  de  t,  u,  et  des 
dérivées  de  u  par  rapport  à  t. 

Ce  problème  se  ramène  immédiatement  au  précédent,  en  remar- 
quant que  les  formules  de  transformation 

x=f{t,  M).      y  =  <?(.f,  u) 

nous  donnent  les  variables  primitives  :r  et  jk  exprimées  au  moyen 
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i\c  iu  variable  t,  si  l'un  iiiiaginc  qu'on  ail  rcm[>lact''  u  dans  ces  for- 
nuiles  par  sa  valeur  en  ftmction  de  f.  Il  suffira  donc  d'appliquei 
la  mélliodc  générale,  en  regardanl  loulcfois  x  et  y  couiine  des 
fonctions  composées  de  t,  la  lettre  u  joiiaDl  le  rôle  dune  fonction 

intermédiaire.  On  a  d'abord 

do  âii  du 
dy  _  dy  dx  _  dt  du  dt 
~~        dt'  ~ 


dx 


dt 


if 

dt 


dj_  du 
du  'di 


;>uis 


d^y  _   d  (dy\  ,  dx 
dx*  "  dt\dx)-  dt' 

ou,  en  cfTectuant  les  calculs, 


d^y 
'dx* 


(àf.dfduXVÙ^y 

_  \àt     du  dt/Yùr- 


()*  «p   du 
^dud't  Ifl 


à*^/duy 
'du*\'dî)  ' 


rfç  rf*  kI  *  /àff      df  du\  fâ^^ 
"dû'dt*J\'dt  "*"  ôït  Tt)  Vdîï" 


\àl        du   dt  ) 


D'nne  façon  générale,  la  dérivée  «'■■"*  ^''"'  s'exprime  au  moyer 
de  t,  ti,  et  des  dérivées  -7-  >  -j—  »  •  •  ■ .  — r—  • 

dt       lit*  dt" 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ail  réc|uation  d'une  courbe  e 
coordonnées   polaires  0  =:y(cij).   Les    formules  qui   donnent  Ic! 
coordonnées  rectangulaires  d'un  point  sont  les  suivantes  : 

T  =  p  cosb),        y  =  p  sin  U)  ; 

soient  p',  p",  ...  les  dérivées  successives  de  p  prises  par  rapporf 
à  w,  considérée  comme  varialtlc  indépendanle.  On  lire  des  for- 
mules précédentes 

dx  =  costù  dp     —  p  sin  tu  dm, 

dy  =  sinu)  dp    -1- p  cosoj  rftu, 
rf*ar  =  cosai  d*p  —  2sinto  rfw  dp  —  p  costu  dut*, 
et*y  =  sin  tu  d*p  -(-  arosoi  rfw  dp  —  p  sinto  rfto*, 

fl  j>nr  suite, 

dx*  -+-  dy*  =  dp*  H-  p'  dtii-, 

dx  d*y  —  dy  d*x  =  arfiu  dp*  —  p  dm  d*p  -h  p*</co'. 
L'expression  obtenue  plus  haut  du  rajon  de  courbure  devient 

(pt. 


R==± 


p'*)* 


p»  H-ap'«  —  pp' 
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35.  Transformations  des  courbes  planes.  —  ImagiDOtis  qu'à 
loul  poinl  m  d'un  plan  on  fasse  correspondre,  d'apn^s  une  con- 
strucliou  dùlorminL-c,  un  auliT  poinl  AI  du  mânic  plan;  si  l'on 
désigne  par  (^x,y)  les  coordonnées  du  point  m,  par  (X,  Y)  les 
coordonnées  du  poinl  M,  on  a  enlre  ces  coordonnées  deux  rela- 
tions telles  que 


(i3) 


\=/(x,r),         \^<f(jt,y). 


Ces    fornuiles    définissenl   nue  transforinalion   ponctuelle;   la 
Géométrie  en  offre  de  nombreux  exemples,  tels  que  la  Iranslonna- 
tion  boniographique,  la  IransCormation  par  ravons  vecteurs  réci- 
proques, etc.  Lorsque  le  poinl  m  décrit  une  courbe  c,  le  point 
correspondant  M  décrit  une  autre  courbe  G,  dont  les  propriélcs 
peuvent  se  déduire  de  celles  de  la  courbe  c,  et  de  la  nature  de  la 
iransforniation  employée.  Soient  y',  )",  ...  les  dérivées  succes- 
sives de^'  par  rapport  à  j",  et  Y',  Y",  ...   les  dérivées  successives 
de  Y  par  rapport  à  X;  pour  étudier  la  courbe  C,  il  est  nécessaire 
de  pouvoir  exprimer  Y',  Y",  .  . .  au  nio^en  de  J^jJ'iJk'?  y"i  •  ■  •  • 
C'est  précisément  le  problème  que  nous  venons  de  traiter;  on  a 

d'abord 

d\  do 

_    rfar  dx 


if 

dx 


tyy 


àf 


ày 

àf       àf 


y 


djF         \dx       ày'^  /\àT^  ) 


dx 


{li-M 


ri  ainsi  de  suite.  On  voit  i]uv  Y'  ne  dépend  que  de  j-,  y,  y';  si 
donc  on  applique  la  transformation  (2.3)  à  deux  courbes  c,  C|, 
tangentes  au  point  (x,y),  les  courbes  transformées  C,  C|  seront 
tangentes  an  point  considéré  (X,  Y).  Cette  remarque  permet  de 
remplacer  la  courbe  t'  par  toute  aulre  courbe  langeule  à  celle-là, 
({uand  il  s'agit  seulement  de  trouver  la  langenle  à  la  courbe  trans- 
formée C. 

Considérons,   par  exemple,    la    Iransformalion  définie  par  les 
formules 


x  = 
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qui  n'est  autre  qu'une  transformation  par  rajons  vecteurs  réci- 
proques ou  inversion,  avec  l'origine  pour  pôle.  Soit  m  un  point 
d'une  courbe  c,  et  M  le  point  correspondant  de  la  courbe  C.  Pour 
trouver  lu  tangente  à  cette  courbe  C,  nous  n'avons  qu'à  appliquer 

Fig.  5. 


!f 

c    \ 

c 

y  /  \ 

~/fM 

\ 

^ 

0 

ja 

ce  résultat  de  Géométrie  élémentaire,  que  la  figure  inverse  d'une 
ligne  droite  est  un  cercle  passant  par  le  pôle  d'inversion. 

Si  nous  remplaçons  la  courbe  c  par  la  tangente  mt,  la  figure 
inverse  de  mt  est  un  cercle  passant  par  les  deux  points  M  et  Oet 
dont  le  centre  A  est  situé  sur  la  perpendiculaire  0/  abaissée  de 
l'origine  sur  mt.  La  tangente  MT  à  ce  cercle  est  perpendiculaire 
à  AM  et  les  angles  M/Hf,  //iMÏ  sont  égaux  comme  complémen- 
taires de  l'angle  mOl.  Les  tangentes  mt  et  MT  sont  donc  antipa- 
rallcles  par  rapport  au  rayon  vecteur. 


36.  Transformations  de  contact.  —  Les  transformations  précé- 
dentes ne  sont  pas  les  plus  générales  qui  changent  deux  courbes 
tangentes  en  deux  autres  courbes  tangentes.  Imaginons  que  de 
tout  point  m  d'une  courbe  c  on  déduise  un  autre  point  M  par  une 
construction  déterminée  qui  dépend,  non  seulement  du  point  m, 
mais  de  la  tangente  en  ce  point.  Les  formules  qui  définissent  cette 
transformation  sont  de  la  forme 


C^-i) 


X=/(a?,j-,y),         y=:o(j,,y,y); 


et  le  coefficient  angulaire  Y'  de  la  tangente  à  la  courbe  trans- 
formée a  pour  expression 


Y'=r 


</Y 

(ta 


à(i        d<6    ,       do     , 

-   '.  _| '-  V  -> ^  V 


à  je    '    ôy 


àf- 
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En  général,  Y'  dépend  des  quatre  variables  x,  y,  y,  y"]  si  l'on 
applique  la  transformation  (24)  à  deux  courbes  c,  r,  tangentes  en 
un  point  (x,  y),  les  courbes  correspondantes  C,  C|  auront  un 
point  commun  (X,  Y),  mais  elles  ne  seront  pas  tangentes,  à  moins 
que  y'  n'ait  la  même  valeur  pour  les  deux  courbes  c  et  c, .  Pour 
que  les  deux  courbes  C,  C,  soient  toujours  tangentes,  en  même 
temps  que  les  courbes  c,  c,,  il  faut  et  il  suffit  que  Y'  ne  dépende 
pas  dej>^,  c'est-à-dire  que  les  (oncùom  f{x,  y ^  y')  et  'f  (.î",  r,  j'') 
satisfassent  à  la  condition 

dy  \ôx       dy^  )       dy  \dx       ày-^  J' 

on  dit  alors  que  la  transformation  considérée  est  une  transforma- 
tion de  contact.  Il  est  clair  qu'une  transformation  ponctuelle  est 
un  cas  particulier  des  transformations  de  contact  (*). 

Considérons,  par  exemple,  la  transformation  de  Legendrc  (|ui 
consiste  à  faire  correspondre  à  un  point  (x,  y)  d'une  courbe  c  le 
point  M  de  coordonnées 

X=y,         Y^xy-y; 

on  déduit  de  ces  formules 

V-      àY      xy 

^  ~  d\     y  ~  ' 

ce  qui  montre  bien  que  cette  transformation  est  une  transformation 
de  contact.  On  aura  de  même 

dY'  _    dx    _   i_ 

~  dx~ ydx~  y' 

y._d^__r 

'"  d\  ~     y'^' 

et  ainsi  de  suite.  On  déduit  des  formules  précédentes 
x  =  Y',       ^--XY'-Y,       yr-.X, 


(  '  )  l^gendre  et  Ampère  avaient  donné  de  nombreux  exemples  de  ces  tran>ror- 
mation>.  M.  Soplius  Lie  a  développé  la  théorie  générule  dans  (liiïércnts  travaux. 
Voir,  en  particulier,  Géométrie  der  Vertikrungstrans/ormationen :  voir  ;Mis>i 
jAf.oni.  Vorlesungen  iiber  Dynamik. 
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ce  qui  prouve  que  la  Iranslornialion  est  réciproque.  Toutes  c( 
propriélôs  s'ex|)liquenl  aisémeiU  si  l'on  remarque  que  le  point  dl 
coordonnées  X=_y',  Y=a;_j'' — y  esl  précisémenl  II;  pùle  de 
langcnle  à  la  courbe  c  au  point  {jr,  y)  par  rappoit  ù  la  pnrahole' 
jr- —  'Jty  :=  o.  Or,  d'uue  manière  gém^rale,  si  l'oti  prend  le  pùle  M, 
de  la  tangente  en  m  k  une  courbe  c  par  rapport  à  une  conique 
direclrice  -,  le  lieu  du  j)oiQt  M  est  une  courbe  C  dont  la  tangent 
au  point  M  est  précisunienl  la  polaire  du  point  fn  par  rapport  à  Si 
11  y  a  donc  réciprocité  entre  le*  deux  ctuirltes  c  elC;  d'ailleurs, 
Von  remplace  la  courbe  c  [»ar  une  autre  courbe  c,  tangente  à  c  aij 
point  nt,  la  courbe  réciproque  (]i  est  lanjjenle  à  la  courbe  C  aq 
point  M. 

Podnire.  —  Si  d'iui  point  fivi;  O,  prh  ilaniî  le  plan  il'unn  courbe  c,  o| 
aliaissc  une  |iiTjienilicul;uic  (>M  sitr  la  Jaii^'enle  au  |ii>inl  m  ù  celle  courbef 
le  lieu  i\n  pieil  M  de  celle   |»fr(>cniliculaire  est  une  courbe  C  qui  esl  di(i* 
hi  podaire  de  la  première.   Il  serafi  facile  dViLleriir  par  le  calcul  te 
coordonnées  du  point  M,  ctd<;  vérifier  que  la  transformation  ainsi  obtenili 
est    une   Irniisfortnalîon  di"   contact,   mais   on   y  arrive   plus   &im|ilcmer 
eonuiie  il  suit  :  Cunsiilcrons,  «.'ii  cffci,   un  cercle  •(  du  rayon  II  ilccril  dî 


Fig.  6. 


point  O  rnmmc  centre,  cl  soîi  m\  un  point  pris  sur  OM  cl  tel  qui 
(>fM|X  OM  =  K*.  Lii  poini  «i|  csi  le  pùle  de  la  lan^'cnle  int  par  rappnr' 
MU  cercle  y!  de  sorte  que  la  transformation  qui  conduit  de  c  à  C  rêsult 
d'une  transformation  par  polaires  réciproques,  suivie  d'une  inversion 
Lorsque  le  point  m  décrit  la  courbe  c,  le  point  mi,  pâle  de  mt,  décrjl 
une  courbe  C|  tangente  à  la  polaire  du  point  m  par  rapport  ou  cercle  yI 
c'cst-à-dirc  à  la  ilroite«(|^i  per|ienili<:iilaire  iiUvOm.  La  tangente  WX  à  11 
courbe  G  cl  la  langcnle  m^li  ,<  li  i niriie  r,  f<i[it  des  anjjlcs  égaux  avec 
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jron  vecteur  0/7i|.M;  si  donc  nnus  menons  la  nortnaU*  MA,  le«  an;;les 
AMO,  AOM  sont  égau\  comme  coinpléiiients  d'angles  l'gaux.et  le  point  A 
est  l»"  milieu  lin  rav^n  Om.  D'où  l'on  conclut  qu'on  iiljijçiK  la  normale  à 
la  pudàire  en  joigiiuiil  le  potnl  M  au  milieu  de  Om. 

37.  Transformations  faocnographiques.  —  Touto  fonction  y  qui  vciilîe 
l'équation  _^' =  o  est  une  l'onclion  linéaire  dr  .r  et  inversement,  Or,  ([uand 
i>o  effectue  »ur  jr  et  ^  une  transformation  liomograpltique 


a\-+-bY- 


-  c 


n'X-4-6'Y 


n'X-t-6'Y 


me liçne  droite  se  change  en  une  ligne  droite;  l'équation  y'  =  o  doit  donc  se 

changer  en  -y^  =o.  Pour  le  vérifier,  nous  remarquerons  d'abord  que  la 

Irtnïform.ttion  lioniographique  générale  peut  se  ramener  à  une  »uiie  de 
Itansforniiilions  particulières  d'une  forme  simple.  Si  les  deux  coeffi- 
cients rt'  et  6'  ne  sont  pa*  nuls,  nous  poserons  Xi  =  a'X -+- 6*  Y -t- c'; 
comme  d'ailleurs  on  ne  peui  avoir  ù  la  foisaft" — a'b  =0,  ti'ù' — //a'  =  0, 
nous  poserons  en  même  temps  Y|  =<i'X  -i-Zi' Y-Hc',en  supposant  a'b"  —  ù'a' 
liifférenl  de  zéro.  Les  fornmlos  précédentes  peuvent  alors  s'écrire,  en  rem- 
pUçant  X  et  Y  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  X|  el  Yi, 


Y, 


X, 


P 


Y, 
X, 


X 

Xi 


Oa  voit  donc  que  la   transformation  liomographiquc  générale  peut  se 
ramcder  &  une  combinaison  de  Iransformalions  entières  telles  que 

JT  =  rtX -+- 6Y -+- c,        ^  =  «'X-+- 6'Y -f- c, 

cl  de  U  trau«fortnâliûn  particulière 

I  Y 

Quand  on  etrectuc  cette  substitution,  on  trouve  d'abord 

-Y 


pui« 


y=  $-  =  -  XY'(  — X«)=  X»  Y". 


De  mime,  quand  on  effectue  une  transformation  homographique  entière, 
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on  a 

,_ffy_  a'-J-b'Y 
^  ~  dx   ~~  a-hbY' 

._dy  _  {ab'-ba')\' 
^  ~  dx"     (a -H  6  Y')» 

Dans  les  deux  cas,  l'équation  _^'  =  o  se  change  en  Y'  =  o. 

Nous  allons  considérer  maintenant  des  fonctions  de  plusieurs  variables 
indépendantes  et,  afin  de  fixer  les  idées,  nous  exposerons  les  raisonnements 
pour  une  fonction  de  deux  variables. 

38.  Problème  III.  —  Soit  w  =/(a;,  r)  une  fonction  des  deux 
variables  indépendantes  x  et  y;  on  prend  deux  nouvelles  va- 
riables indépendantes  u  et  v  liées  aux  anciennes  par  les  for- 
mules 

x  =  <f{u,v),        y  =  ^{u,v), 

et  l'on  se  propose  d'exprimer  les  dérivées  partielles  de  w  par 
rapport  aux  variables  x  et  y  au  moyen  de  m,  t-,  et  des  déri- 
vées partielles  de  to,  prises  par  rapport  aux  variables  u  et  v. 

Soit  ti)  =  F(«,  v)  ce  que  devient  la  fonction  f(x,  y)  après  la 
substitution  ;  la-  règle  de  dérivation  des  fonctions  composées  nous 
donne 


dot  d»        d(u  d(|/ 
Ox  Ou       dy  Ou 

du) 

dix)  dtp        dti)  d'^  _ 
Ox  de        Oy  ôv' 

1 

1         .  •          dto      . 

du) 

on  peut  tirer  de  ces  deux  équations  -,-  et  y-  car,  si  le  détermi- 
nant rv-T^^-7  était  nul,  le  changement  de  variables  effectué  n'aurait 
D(m,  V)  "^ 

aucun  sens.  On  déduira  donc  des  équations  précédentes 


i 


du)  .   du)       ,-  du) 

Ox  Ou            àv 

(du)  _  _  du)        r\  ^'^ 

Oy  Ou  ~^       Of  ' 


A,  B,  G,  D  étant  des  fonctions  déterminées  de  u  cl  r,  et  ces  for- 
mules résolvent  le  problème  pour  les  dérivées  du  premier  ordre. 
Elles  montrent  que,  pour  obtenir  la  dérivée  d'une  fonction  par 
rapport  àx,  il  faut  multiplier  par  A  la  dérivée  prise  par  rap- 
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fi  à~uTp(irB  ta  dérivée  prise  par  rapport  à  v,  et  ajouter  les 
P«.r  produits;  on  opère  de  même  pour  avoir  la  dérivée  partielle 
par  rapport  â  y,  en  remplaçant  A  et  B  par  C  et  D  respecLivemenl. 
Pour  calculer  les  dérivées  du  second  ordre,  il  suffira  d'applitjuer 
aux  dérivées  du  premier  ordre  la  régie  exprimée  par  les  formules 
précédentes;  ainsi,  on  aura 


du  àv } 


à* ut  _    d_^l diM\_  ^  / 

—  A-^A*^—        R—  \       R^/a—        R^^ 
""      du  \     dw  dv  j  à^\     du  àv  / 


Bo^n  développant  les  calculs, 
€>*U)  /      d'«o 

^BfA;^-HB 
\     du  dv 


d«w         dA.  dtii  _^_  ^B  dwN 
du  dv  / 


dudv 

du 

du 

d«w 

dv* 

■+- 

dA 

dv 

dut 
dû 

dB  dw\ 

dv    dv  /  ' 


el  l'on  trouvera  de  même  ^ — r-»  ^-r  »  et  les  dérivées  suivantes.  Dans 
dx  dy    dy* 

toutes  les  dérivations  à  eflecluer,  il  suflit  de  remplacer  les  opéra- 


lions  T-  et  -r-  par  les  opérations 


du 


dv' 


du 


dv 


respectivement;  tout  revient  donc  au  calcul  des  coefficients  A, 
B,  C,  D. 

Exemple  I.  —  Considérons  i'éqnalion 


d»tj 
(te» 


d'  «o  d' tu 

aO r hC    -r~--   =0, 

Oje  ày  dy* 


où  le«  coefficients  a,  h.  e  sont  conslanis;  nous  allons  chercher  à  ramener 
celte  équaiion  à  une  forme  aussi  simple  que  possiiili;.  Observons  d'abord 
que  si  l'on  avait  à  la  fois  a  =  c  =  o,  il  scrnil  siiperllti  de  cherchtir  à  «ini- 
pltfier  l'éiiiialion  ;  nous  pouvons  donc  supposer  que  c,  pur  exemple,  n'est 
pas  nul,  Cela  étant,  prenons  deux  nouvelles  variables  iiiJc-puuibnlcs  u  et  v. 


«J'. 


v-T-¥-  ^y. 


\ 
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a  et  P  étant  deux  coefficients  constants  indéterminés.  On  a  aussitôt 


di3i 

dx  ~ 

dm 

f 

à?- 

J(0 

^-P 

dm 

de  sorte  que  l'on  a,  dans  ce  cas,  A  =  B  =  i,  G  =  a,  D  =  p.  La  méthode 
générale  donne  ensuite 

d*(i>       d*m  à*  m        d^m 

dx*        du*  du  dv        dv* 

d*m           d*o)  ,         „^   ^*w        „  d*m 

djr  d^          OM*  ^  '  dudv       ^  dv* 

d*m         ,  d*m  „   d*<ù        ..  t)*w 

dy*            du*  '^  dudv       "^     dv* 

et  l'équation  proposée  devient 

d*m 


(a-t-2éa-t-ca») 


du» 


H- 2[o -H  6(« -+- p)+ cap]  ^^  H- (a -H  26P -H  cp«)  ^  =  o. 

Gela  posé,  plusieurs  cas  sont  à  distinguer  : 

Premier  Cas.  —  Soit  b*  —  ac>o;  en  prenant  pour  a  et  p  les  deux 
racines  de  l'équation 

a-hibr-}-  cr*=o, 

l'équation  prend  la  forme  simple 

d*i» 


dudf 


Gomme  on  peut  l'écrire  —  l  -^-1  =  0,  on  voit  que  doit  être  une  fonc- 
tion de  la  seule  variable  «,  soit /(a).  Désignons  par  V(u)  une  fonction 
de  u  dont  la  dôrivée  F'(u)  =/{u);  la  dérivée  de  w  —  F(m)  par  rapport 
à  M  étant  nulle,  cette  diiïcrence  est  indépendante  de  u,  et  l'on  a  par  con- 
séquent w  =  F(«)  -+-  *(»•)•  La  réciproque  est  immédiate.  En  revenant  aux 
variables  x  et  y,  on  en  conclut  que  toutes  les  fonctions  co  qui  satisfont  à 
l'équation  (26)  sont  de  la  forme 

oj  =  F(x-hity)-i-  4>(x-h  ^y), 

les  fonctions  F  et  «Pétant  arbitraires.  Par  exemple,  l'intégrale  générale  de 
l'équation 

à*  m  t)*w 

d^  ""    dx*' 
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qui  se  présente  dans  la  théorie  des  cordes  vibrantes,  est 

o)  =  /(x  -i-  ajr)  -\-  <f(x  —  ay). 

Deuxième  Cas.  —  Soit  b* — ac  =  o.  En  prenant  a  égal  à  la  racine 
double  de  l'équation  a -+- a ér -+- cr' =  o,  et  prenant  p  difTérent  de  ot,  le 

coefflcient  de  - — r-  sera  nul,  car  il  est  égal  à  a  -H  éa-t-  P(6  ■+■  cet);  l'équa- 
tion se  réduira  donc  à  -r-—  =  o.  On  voit  que  co  doit  être  une  fonction 

dv*  ^ 

linéaire  de  v,  u  =  p/(M)-f- <p(«),  les  fonctions /(  u)  et  «(u)  étant  quel- 
conques; en  revenant  aux  variables  x  et  y,  l'expression  de  w  est 

ta  ={x-i-  ^y)f(x-i-ixjf)-i-<f(x-hay), 

ce  qui  peut  s'écrire 

ta  =  [x  -h  aj'  +  (P  —  «)^]/(^-+-  *y)-^  o(a?4-  ay), 
ou  encore 

w  =yF{x  ■+■  ay)  ■+■  «I»(a?  ■+■  oLy). 

Troisième  Cas.  —  Si  b* — ac<o,  la  transformation  précédente  ne 
s'applique  plus,  à  moins  d'introduire  des  variables  imaginaires.  On  peut 
alors  déterminer  x  et  ^  de  telle  façon  que  l'on  ait 

a  -+-2  6a  +  ca*  =  a  4-  26^  -H  cp, 

a  -r-  è(a  4-  P;  -H  cap  =  o, 
ce  qui  donne 

„  a  6  o       2  b*— ac 

«H-P  = .  «P  =   r ; 

■^  c  "^  c' 

l'équaiion  du  second  degré,  qui  a  pour  racines  a  et  p, 

a  6  a  6* — ac 

r*  H r  -\ r =  o 

c  c* 

t.  en  elTel,  ses  racines  réelles.  L'équation  proposée  devient  alors 

<>»(!)       à*  ta 
àita  =  -r-r  -t-  -j-r  =0; 
du*         w* 

cette  équation  Aiui  =  o,  connue  sous  le  nom  d'équation  de  Laplace,  joue 
»D  rôle  fondamental  dans  un  grand  nombre  de  questions  d'Analyse  et  de 
l'hy&iquc  mathématique. 

Exemple  II.  —  Cherchons  ce  que  devient  l'équation    précédente  en 
po<ant  X  =  p  coso,  y  =  p  sinç.  On  a 

dta        dta  dta   . 

-r-   =   rp-  COSÇ  H r-  SinO, 

dp        ax        ^        ay        ' 
dta  dta       .  dtù 
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,     ,  ,  dta    d(t) 

et,  en  resolvant  par  rapport  a  —  ^  ^> 

dfiy  d(o        sino  d*i> 

-j-  =  cos<p-r -r* 

ax  '  op  p      tf(p 

di»  doi       cosv  dbi 

—.    cm  m    _1 L     . 


,     =  sino  -7 — 1-  , 

dy  ^  dp  p      aif 


Il  vient  ensuite 


1/-UI  _  V  /  ()(i>       sinip  do)\       sinip    à  /  dta       sin<p  «JwN 

Âft  ~        T  /),  l        ^  dp  p      <)o/  p      d9\      y  dp  p      t)(p/' 


.     d'o)       sin*<s  d'u)        asinocoso    <J'to 

=  C0S*9  -r-ï-  -1 — i-  -r-r ^^ j— r 

T  (jp»  p»      <>çi  p  «>p  (j^ 

2sin<pcos(p  dm       sin'<p  ()(»^ 
p*  d^  p      dp' 

oo  a  une  expression  analogue  pour  -r-^y  et,  en  les  ajoutant,  on  trouve 

<J*w       d*w       ()*ii)        I    d*a>        I  ()(u 
dx'        «J^*  ~  <>p*        p*  t><p*        p  dp 

39.  Autre  méthode.  —  La  méthode  précédente  est  la  plus  pra- 
tique, lorsque  la  fonction,  dont  on  cherche  les  dérivées  partielles, 
n'est  pas  connue;  mais,  dans  certaines  questions,  il  est  plus  avan- 
tageux d'employer  le  procédé  suivant  : 

Soit  z  ^f{x,  y)  une  fonction  des  deux  variables  indépen- 
dantes a:  et^;  si  l'on  suppose  x.,y  ^l  z  exprimées  au  moyen  de 
deux  variables  auxiliaires  u  et  v,  on  a  entre  les  difrérenlicUes 
totales  dx,  dy^  dz  la  relation 

dz=  •/-  dx-\-  -J^  dv 

dx  dy     - 

qui  est  équivalente  aux  deux  relations  distinctes 

àz  _dfdx  àf^ày 

du       dx  du  dy  du 

dz  _  d/dx  àf  dy 

dv       dx  dv  dy  dv 

d'où  l'on  tirera  -r-  et  -r^  en  fonction  de  u.  «•,  x-«  -r-'  comme  dans 
dx       dy  '        du    dv 

la  première  méthode.  Mais,  pour  calculer  les  dérivées  suivantes, 

nous  continuerons  à  appliquer  la  même  règle;  ainsi,  pour  cal- 
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culer  ^  et  ,  •{  »  nous  parliroDS  de  ridentilé 

qai  est  équivalente  aux  deux  relations 

du  dx*  Ou       dx  dy  du 

d('A 

\dx/  _  à*/  dx         <)»/    ày 
dv       ~  dtr»   dv        dx  dy  dv  ' 

où  l'on  suppose  que  —-  ail  <-H^  remplacée  par  son  expression  déjà 

calculée.  On  trouvera  de  même  -— ,—  el  -r-4  en  partant  de  l'identilé 

dx  dy       dy*        r 


\dy  I       dxti 


fy  "^  ^  dy*  ''^' 


et  les  deux  valeurs  obtenues  pour  ^7-  doivent  être  identiques,  ce 

'  Oxdy  • 

(|iii  fournit  une  vérification  des  calculs.  Les  dérivées  d'ordre  supé- 
rieur se  calculent  de  la  même  façon. 

Application  aux  sur/aces.  —  On  se  sert  du  calcul  précédent 
dans  l'étude  des  surfaces.  Supposons  qiue  les  coordonnées  d'un 
point  d'une  surface  S  soient  exprimées  eu  fonction  de  deux,  para- 
mètres variables  u,  i',  par  les  formules 

(«7)  x=/{u,v).       j'=ffl(«,  f),        z  =  >\i(u,v): 

on  obtiendrait  l'équation  de  cette  surface  en  éliminant  les  va- 
riables M  et  V  entre  les  trois  équations  (27),  mais  on  peut  se  pro- 
poser d'étudier  directement  les  propriétés  de  la  surface  S  sur  ces 
éqnalions  elles-mêmes,  sans  efl'ecluer  réliminalion  qui  peut  être 
pratiquement  impossible.  Remarquons  d'abord  que  les  trois  jaco- 

biens  _.!      ' .'  rrr^v'  n,      \  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois,  car 
D(u,  V)    D(u,  v)    D(u,  V)        '  ' 

réiimination   de    u  et  v   conduirait  à  deux   retalions   distinctes 

entre  x,y,  z  et  le  point  de  coordonnées  (x,j',  :)  décrirait  une 
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courbe  et  non  une  surface.  Soit,  pour  fixer  les  idées, 

D(K,  i.)   ^"^ 

des  deux  premières  équations  (27)  on  peut  alors  imaginer  qu'on 
ait  tiré  uelv  et,  en  les  portant  dans  la  troisième,  on  aurait  l'équa- 
tion de  la  surface  z  =  F{x,  y).  Pour  étudier  cette  surface  dans  le 
voisinage  d'un  point,  il  faut  pouvoir  calculer  les  dérivées  par- 
tielles p,  q,  r,  s,  t,  ...  de  cette  fonction  F{x,y)  au  mojen  des 
paramètres  u,  c.  Les  dérivées  premières  p  cl  q  s'obtiendront  au 

niojen  de  la  relation 

dz-=pdx-^-q  dy, 

qui  se  dédouble  en  deux  équations 

d^  _      df  d<^ 

(28) 


dii  df  dm 

i)v       ^  dv        '  dv 


permettant  de  calculer/)  et  q.  L'équation  du  plan  tangent  s'ob- 
tiendra en  portant  ces  valeurs  de/>  et  de  q  dans  l'équation 

Z  —  z=p{\-x)  +  q{y-y), 

ce  qui  conduit  à  l'équation 

(29)  (\-^)jj^^^  ^.^+(ï      r)D(„,  p;-^(^      ->  D(M,  .')-'*• 

Les  relations  (28)  ont  une  signification  géométrique  facile  à 
retenir;  elles  expriment  que  le  plan  tangent  contient  les  tangentes 
aux  deux  courbes  situées  sur  la  surface,  que  l'on  obtient  en  lais- 
sant V  constant  et  faisant  varier  »,  puis  en  laissant  u  constant  et 
faisant  varier  v  {*). 

Ayant  obtenu/;  el  q,  p=/,{u,  <>),  q:=/2(u,  v),  on  obtiendra 


(  '  )  On  peut  aussi  arriver  à  l'équation  du  plan  tangent  par  un  raisonnement 
direct.  Toute  courbe  située  sur  la  surface  est  déGnic  par  une  relation  entre  h 
et  V,  soit  f  =  n(u),  et  la  tangente  à  cette  courbe  a  pour  équations 

\  —  x  \—.r  Z  — s 


'>/       df  „,,    .        df       d9  „,,    .        d<!,i       d'^  „,,    . 
du       dv  du       dv  du       dv  ' 

L'élimination  de  n'(u)  conduit  à  l'équation  du  plan  tangent  (39). 
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7,  S,  t  au  moyen  des  égalu«5s 

dp  =  r  ttx  ■+■  s  dy, 
dq  =  sdr  -^  I  dy, 

(luDl  chacune  rournil  deux  rclalions  distinctes,  et  ainsi  de  suite. 


40.  Problème  IV.  —  5/  l'on  pose 

(3o)         x=f{u,v,\v),        y  =  Q{u,v,w),         i  =  (j/f «,  f,  w), 

ces  formules  font  correspondre  à  toute  relation  entre  les  va- 
riables X,  y^  :,  une  noui'elle  relation  entre  u,  c,  iv.  On  se  pro- 
pose d'exprimer  les  dérivées  partielles  de  3  par  rapport  aux 
variables  .r,  y,  au  moyen  de  k,  v,  w,  et  des  dérivées  partielles 
de  IV  par  rapport  aux  variables  u  et  v. 

Ce  probl<>nie  se  ramène  à  celui  qui  vient  d'être  traité.  Si  Ton 
suppose  en  effet  que  irail  été  reinjjlacé  dans  les  formules  (3o)  par 
une  foDClion  de  u  et  de  t',  on  a  les  expressions  de  x,y,  z  au  moyen 
des  deux  paramètres  u  el  t^',  el  il  sufût  de  reprendre  la  méthode 
précédente  en  considérant  y,  i^,  •!>  commodes  fonctions  composées 
de  «,  »•,  la  variable  tv  élanl  traitée  comme  une  fonction  intermé- 
diaire de  u  et  I'.  On  a,  par  exemple,  pour  calculer  les  dérivées  du 
premier  ordre/?,  q,  les  deux  relations 


du 


àw  Ou       ^ 


\  du       ow   ou.  f  \  Ou       ÙM'  du  I 


àv        dw   dv  \  dv        àw    dv }  \  dv 


de  même  pour  les  dérivées  suivantes. 

En  langage  géométrique,  le  proLlème  précédent  peut  s'énoncer 
comme  il  suit  :  A  tout  point  m  de  respace,  de  coordonnées  (x,  >•,  z), 
on  fait  correspondre,  par  une  construction  délerIniné(^,  un  autre 
point  M,  de  coordonnées  X,  Y,  Z.  Lorsque  le  point  ni  décrit 
iioe  surface  S,  le  point  M  décrit  une  surface  1,  dont  on  se  pro- 
pose de  déduire  les  propriétés  de  celles  do  la  première. 

Les  formules  qui  déHnissent  la  transformation  sont  de  la  forme 


»uieot 


X=/(x,^,  s),        M  =  -f(x,  y,  s).        2  =  ^(x,y,  z); 
s^F(x,y),        Z  =  *(X,Y) 
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les 


équalic 


letix  surlaces 


fac 
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it   d' 


exprimer 


les' 


dérivées  partielles  P,  Q,  R,  S,  T,  ...  de  la  fonclîon  ^(X,  Y)  au 
moyen  de  x.,  y,  z  el  des  dérivées  parlielles  p,  q,  r,  j,  /,  ...  de  la 
fonclio»  F(.r,  )').  C'est  précisémenr,  à  ta  difTérence  de  notalionsfl 
près,  le  problème  que  nous  venons  de  iraitor.  V 

Les  dérivées  premières  P  el  Q  ne  dépendent  que  de  t,  y,  -, 
Pf  </,  de  sorte  que  la  transformation  cliange  dciii  surfaces  tan- 
gentes en  deux  surfaces  tangentes.  Mais  ce  ne  sont  pas  les  trans- 
formations les  plus  générales  qui  jouissent  de  celte  propriété, 
comme  on  le  verra  par  les  exemples  ci-dessous. 


I 


41.   Transformation  de  Legendre-  —  Soit  z  =/{x,y)  l'équa- 
tion d'une  surface  S;  au  point  m(.r,  y,  z)  de  cette  surface,  fai-M 
sons  correspondre  le  point  M,  de  coordonnées  X,  Y,  Z,  en  posant 


Y=ï, 


■px^qy  — 


el  soit  Z^*(X,   Y)  l'équation   de  la  surface  S  décrite  par  le 

point  M.  Si  l'on  imagine  qu'on  ait  remplacé  3,  p^  q  par/,  -p»  j^» 

on  a  les  expressions  des  trois  coordonnées  du  point  M  en  fonctioa 
des  deux  variables  indépenJanles  x  *tiy. 

Désignons  encore  par  P,  Q,  R,  S,  T  les  dérivées  partielles  d« 
la  fonction  4>(X,  Y);  la  relation 


nous  donne 

pdx  ->r<j  dy 


dZ  ==  P  d\ -i- Q  d\ 


X  dp  -i-  y  dq  —  tlz  =  P  dp-t-Qdq 
ou 

X  dp  -rydrj  =  P  dp  -t    Qdq. 

Supposons  que,  pour  la  surface  considérée,  p  el  q  ne  soient  pai 
fonctions  Tune  de  l'autre,  de  telle  sorte  qu'on  ne  puisse  avoir  une"' 
identité  de  la  forme  Xdp  -i-  iji  clq  =  o  sans  que  l'on  ail,  à  la  fois, 
X  =  p.  =  o.  On  déduit  alors  de  la  relation  qui  précède 


P  =  x* 


Q=y. 


Pour  avoir  R,  S,  T,  nous  partirons  de  même  des  relations 

rfP  =  R  rfX  -+-  S  «/Y, 
rfQ  =  S  rfX  -h  T  rfY , 
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qui  devienneot  ici,  en  remplaçant  X,  Y,  [\  Q  par  leurs  valeurs, 

dx  =  R(rdT  -h  s  dy)  -^Sisdx  -^-  l  dy), 
dy  =  S(rdx  -h  s  dy)  +  T{sdx-t-  l  dy); 


on  en  tire 

et,  par  suite, 
R 


S  r  -t-Ts  —  o. 


R  ï  -4-  S  <  =  o, 
Ss-hTl=  I, 


rt—  «'  rt  —  î*  rt  —  s* 

Des  formules  précédentes  on  déduiL  inversement 
T  =  P,       y  =  Q,        -  =  PX-^-QY-Z,       />  =  X, 
T  -  S  R 


7=  Y. 


HT  —  S' 


RT 


/  = 


RT  — S> 


ce  qui  prouve  que  la  transformation  est  réciproque.  D'ailleurs, 
c'est  bien  une  transformation  de  contact,  puisque  X,  Y,  Z,  P,  Q 
ne  dépendent  que  de  .r,  j',  ;;,  p,  </.  Ces  propiiélés  deviennent 
intuitives,  si  Ton  observe  que  les  furniules  définissent  une  trans- 
formation par  polaires  réciproques,  relativement  au  paraboloïde 

Bemar/jfue.  —  Les  expressions  de  R,  S,  T  deviennent  infinies 
lorsque,  en  tous  les  points  de  la  surface  décrite  par  le  point  m, 
00  a  la  relation  rt  —  s-^=o.  Dans  ce  cas,  le  point  M  décrit  une 
courbe,  et  non  une  surface,  car  on  a 


D(X,  Y)^  t)(p,q} 
V{x,y)        D(^x,yj 


=  rt  —  i'*  =  Q 


et  de  même 

D(x.y)  t)(x,y)  -^^  ' 

CtaX  précisément  le  cas  qu'on  a  laissé  de  côté. 


42.  Tranaformation  d'Ampère.  —  Les  nulation»  restant  les  même»  que 
fiaos  l'cKempic  précédeni,  posons 


(a  relation 


X=x,         Y  =  (7,         Z  =  qy-z\ 
dZ  =z  P  dX -^- Q  d\ 
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devient 

qdy  -r-y  dq  —  dz=  P<ir-+-Qûfy; 

ou 

Y  dq  — p  dx  =  P  dx  -hQdq  ; 
on  a  donc 

P  =  -p,       q=y, 
et  inversement 

:r=X,        ^:=Q,        ^  =  QY-Z,        p  =  -P,        7  =  Y, 

de  sorte  que  la  transformation  est  bien  une  transformation  de  contact  et 
réciproque.  La  relation 

rfP  =  R  rfX  +  S  rfV 
donne  ensuite 

—  rdx  —  sdy  =  Rrfr-H  S(s  dx  -r- 1  dy), 

c'est-à-dire 

R-f-Si  =  — r,        S^  =  — *, 

et  l'on  en  tire 

^=—i—'        ^  =  --t' 
en  partant  de  la  relation  rfQ  =  S  rfX  ■+■  T  rfY,  on  trouvera  de  même 

t 

Proposons-nous,  comme  application  de  ces  formules,  de  trouver  toutes 
les  fonctions /( a?,  j')  qui  satisfont  à  la  relation  /•<—**  =  o.  Soient  S  la  sur- 
face représentée  par  l'équation  z-=  f{x,  y),  S  la  surface  transformée, 
et  Z  =  4>(X,  Y)  l'équation  de  £.  D'après  la  formule  qui  donne  R,  on  doit 
avoir 

"  =  ^=°' 

et  <l>  doit  être  une  fonction  linéaire  de  X, 

Z  =  X<p(Y)-h4'(Y), 
ç)  et  «p  étant  des  fonctions  arbitraires  de  Y.  On  en  déduit 

P  =  ?(Y),        Q---X<p'(Y)-H^'(Y), 

et  les  coordonnées  (a?,  y,  z  )  d'un  point  de  la  surface  S  s'expriment  inver- 
sement en  fonction  des  deux  variables  X,  Y,  par  les  formules 

a:  =  X,       ^  =  Xo'(Y)H-f(Y),        5  =  Y[Xo'(Y)-^f(Y)l-X»(Y)-^(Y); 

l'équation  de  cette  surface  s'obtiendra  en   éliminant  X  et  Y  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  en  éliminant  le  paramètre  variable  a  entre  les  deux 
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équations 

0=^    —x<f'{a)—'^'{a), 

dont  la  première  représente  un  plan  mobile  dépendant  du  paramètre  a, 
tandis  que  la  seconde  s'obtient  en  diiïérentiant  la  première  par  rapport  à 
ce  paramètre.  On  obtient  ainsi  des  sur/aces  développables,  qui  seront 
étudiées  plus  tard. 

43.  Équation  du  potentiel  en  coordonnées  curvilignes.  —  Les  calculs 
qu'exige  un  changement  de  variables  peuvent,  dans  bien  des  cas,  être 
simpliGés  par  dilTérents  artifices.  Je  prendrai  pour  exemple  l'équation  du 
potentiel  en  coordonnées  curvilignes  orthogonales  (>).  Soient 

F  (x,^,  z)  =  p, 
Fi(a?,  r. -=)=  Pt. 

les  équations  de  trois  familles  de  surfaces  formant  un  système  triple  ortho- 
gonal, deux  surfaces  quelconques  appartenant  à  deux  familles  différentes 
recoupant  toujours  à  angle  droit;  si  l'on  résout  ces  trois  équations,  on  en 
lirer,,^,  z  en  fonction  des  paramètres  p,  pi,  pt, 

(  a7=<p  (p,  p,,p,), 

(ÎO  J.r  =  ?i(P.  Pi.  P»). 

(  z  =<?j(p,  pi,  pi); 

h  pli  p]  forment  un  système  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales. 

Puisque  les  trois  surfaces  précédentes  sont  orthogonales,  les  tangentes 
aux  courbes  d'intersection  de  ces  surfaces  prises  deux  à  deux  doivent 
former  un  trièdre  trirectangle;  il  faut  donc  que  l'on  ait 


(3i) 


S^^-rt  C'iiîî.-n  C^£i=o 

dp  dp,         '         Odp,  dp,  ~  '  Odp  dp, 


'(sigae  X  indiquant  que  l'on  doit  remplacer  (p  par  ot,  puis  par  Of  Ces  con- 
ditions d'ortkogonalilé  peuvent  encore  s'écrire  sous  la  forme  équivalente 


(33) 


dp  dpi         dp  dpi        dp  dpi 
dx  dar        dy   ày        dz    ds 

dx  dx    '  "  '        '         dx   dx 


(")  Lamé,  Traité  de*  coordonnées  curvilignes.  Voir  aussi  Bertrand,  Traité 
de  Calcul  différentiel,  tome  I,  p.  i8i. 
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Gela  posé,  cherchons  ce  que  devient  l'équation  du  potentiel 

,  „       d*y       d*y       d*\ 
dx*         dy*         dz* 

avec  les  variables  p,  pi,  p,;  on  a  d'abord 

dV  _  ^  dp        dVdp,_^dVdp, 
dx        dp  dx       àpi   dx    '    dp,   dx 
puis 

c)«V  _  el»y/dp\»      ^f^y      d«V/dp,y 
dit»  -  dp»  Vdar/  "*"  dpj  l^da:/  "^  dp}  V  da?  / 

d«V     dp  àpi  d«V    dp,  dp,  d»V     dp  dp, 

dp  dpj  dj7   do;  dp,  dp,  dj?    dx  àpdpt  dx  dx 

dV  d»p        dV  d»p,        dV  d«p, 
dp  da?»        dpi   dx*        dpt   dx* 

En  ajoutant  les  trois  équations  analogues,  les  dérivées  du  second  ordre 

d»V 
telles  que  t— ;—  disparaissent  dans  la  somme,  en  vertu  des  relations  (33), 

et  il  reste 

,'  d»V       d»V       d*V  ,  ,   ,à*V       ,  ,    .à*\       .  ,     ,  d»V 

'    ,^    ld^-^-^-^di^=      ^'(P)d^+^'(P>)d^-^^«(?*)d^ 

^   *^ ^  dV  dV  dV 

H-A,(p)-    +A,(p,)^    ^-^»(P»)a^' 


Al  et  A,  désignant  les  paramètres  différentiels  de  Lamé 


ds*' 


Les  paramétres  diiïérentiels  du  premier  ordre  A|(p),  A|(pi),  A|(p,)  se 
calculent  facilement.  Des  relations  (3i)  on  tire 

d<f     dp        do    dpi        d<f   dpt  _ 
dp    dx       dpi    dx       dpt   dx         ' 


dtpt 
dp 

&- 

d^, 
dp, 

dpi 
dx 

dp. 

dp, 
dx 

=  0, 

d?, 
dp 

dx 

dç, 
àpi 

àp\ 
dx 

àpt 

dp, 
dx 

=  0, 

,  .  ,.  ...  d<a    do,    dtp, 

et,  en  multipliant  ces  trois  équations  par-^' ;  -^j  -^t  et  ajoutant. 


dç 
dp  _  dp 

dx 


{%hmH^r 
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on  calcule  de  même  -r^  et  ^«  et  il  vient 
oy      as 

\dx)^\dy}^\dz)    /^y_^./^y^/^y 

Si  donc  l'on  poie 

H=s(?)'.  H.=s(S)'.  ".=s(S)'. 

le  signe  x  indiquant  toujours  qu'on  doit  remplacer  ip  par  ^ ti  puis  par  tpi, 
el  ajouter,  on  a 

Ai(p)  =  g'        A,(p,)=jJ-,        A,(p,)=jjj|- 

Lamé  obtient  les  expressions  de  Ai(p),  At(pi),  At(pt)  en  fonction  de  p. 
Pli  Ps)  par  un  calcul  assez  pénible,  que  l'on  peut  abréger  comme  il  suit  : 
Dans  l'identité  (34), 

,„      I  <)»V         I    <)»V         I    d«V       ,  ,  .d\       ,  ,    ,ày       ,  ,    ^dV 

''^=  H -J^ -^  HT  d^ -^  Tû  1>^ -^^'^P^  d^ -^^«(P«)  5^ -^^'(P«>  d^  ' . 

faisoDS  successivement  V  =  ar,  V  =y,  V  =  z;  nous  avons  les  trois  relations 

Hdji  -^-Slô^,  -^ïûàà  -^^'<P)4-  -^MP'>^p:-^^'(P*)^  =«. 

i  ^^  ^    '    Çii  ^    •     Ç?l  H-  A,(p)  $1  +  A,(pa  ^  +  A,(p,)  ^  =  o. 
Il  (>3»        H|    dpî         Ils    àpl  "^     dp  "^     dpi  "^     <Jp, 

1  «''st         I    d'ç»  I    «J*<?j        .    ,  >  àot        .    ,     ^  d<B,        .    ,    ^  do, 

H 1?^  -  HT  1^ -^  n;  1^ -^  ^'(p> -^ -^  ^«(?'>  ^i -^  ^«(?'>  d^  =  "' 

qu'il  n'y  a  plus  qu'à  résoudre  par  rapport  à  At(p),  Ai(p,),  Ai(p,).  On  en 
lire,  par  exemple,  en  les  multipliant  par  -^t  -^,  -^t  el  ajoutant, 

Ai(P)"  -^  H  O  dp  "5^  "^  il"  O  5^  dpî  "^  ilT  O  da  dp»  ~  "■ 

I)ailleurs  on  a 

S  dtp  d»o  _  I  dll 
dp  dp*  "  i   dp' 

n.  en  différentiant  la  première  des  relations  (32)  par  rapport  à  pt,  il  vient 

do  d'o  n  as     d^o  i   dllj 


S  do  o'o  _      C;  0?     "'?    _        I  ""x 
dp  dp\  ~      iJdpi  Opapi  ~       •!    dp 
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On  a  de  même 

Sdtf  d*o  _        I  dllf 
dp  rfpl  ~       a    dp 
et,  par  suite, 

i_  dH  I       dHt  t       àHt 

^«(P)-      aH«  ^?'^2HH,    dp   "'"aHH,    dp 

=  -ïîî^H(n7ïï;)]- 

En  posant  H  =  ^>  H,=  ^j»  ''»=  tt»  *^^''^  formule  devient 

et  l'on  a  de  même 

Mp.)  =  Aî4;(log^).        ^«(P.)  =  A|4;(log^)- 

La  formule  (34)  devient  donc  en  définitive 

I  d*\       d*\       à*\  _       d*\  d*\  d*\ 

ou,  sous  une  forme  plus  condensée, 

Appliquons  cette  formule  aux  coordonnées  polaires.  Les  formules  de 
transformation  sont,  en  remplaçant  pi  et  pj  par  0  et  «p, 

X  =  p  sinO  cosç,        ^  =  p  sinO  sincp,         -s  =  p  cosO, 
ut  les  coefficients  /{,  Aj,  /tj  ont  les  valeurs  suivantes  : 

h  =  i        A|  r=  - ,        Aj  = 


p  '~  psinO' 

la  formule  générale  devient  donc 


EXERCICES.  05 

OU,  en  développant, 

d«y       JL  ^   ,         I        à*\       i  àV       cote  âW 
*     ~  dpi  '^  p«   c>e»  "^  p»sin»6  d»«  "^  p  dp  "^    p»     M' 

comme  il  est  facile  de  le  vérifier  directement. 


EXERCICES. 

1.  En  posant  u  =  x*-i-y*-\- z*,  v  =  x  -t-y-h  z,  w  =  xy -i-  ys  -h  zx,  on 

■  j                     D(«i  V,  w)  _  .        1    •  ... 

a  identiquement  ^r-, r  =o.  Trouver  ia  relation  qui  lie  «,  v,  w. 

Ginéralisation. 
1  Soient 


^i—x\  —  ...  —  xl  }/\  —  x\—...  —  x\' 

on  a 

D(«l,  Mt,   ...,  u„)  __  I 

D(dr„  a-,,  ...,  jr„)  ,+«" 

(i  —  x;  —  x\-...—xl)     » 

3.  Si  l'on  pose 

Xi=  cosçi, 

Xt=:  sinoi  cos^t, 

Xi=  sintpi  sino}  cosçj, 


osa 


x„  =  sinçi  sinç, . . .  sinç„_,  costp„, 


jr;  ''    *'  •"' — si  —  ( —  i)/»  sin'»«jsin''-'oisin''-'oj . . .  sin*ip„_|sino„. 

4.  Vérifier  directement  que  la  fonction  z  =  F(a:,  y)  définie  par  les  deux 

équations 

z=a.x  +  yf(n)  -!-o(a), 

o  =  a:     H- j/'(a)-H  »'(«), 

"ù  2  est  une  variable  auxiliaire,  satisfait  à  la  relation  rt  —  s*  =  o,  quelles 
que  soient  les  fonctions/(fl[)  et  «(«). 

5.  Vérifier  de  même  que  toute  fonction  implicite  z  =  V{x,y),  définie 
par  une  équation  de  la  forme 

y  =  x<f(z)-i-if{z), 
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satisfait,  quelles  que  soient  les  fonctions  <f{z)el  ^(z),  à  la  relation 
rqi —  ^pqs  •+■  (p*  =  o. 

6.  La  fonction  z  =  F(2', ^),  définie  par  les  deux  équations 

où  a  est  une  variable  auxiliaire,  satisfait  à  la  relation  pq  =  z,  quelle  que 
soit  <p(a). 

7.  La  fonction  z  =  F(ar,  y),  définie  par  les  deux  équations 

[z-  ?(«)]»=  sp^iy*  —  a»),         [z  -  o(a)](p'(a)=  xx\ 
satisfait  de  mente  à  la  relation  pq  =  xy. 

8.  'Formule  de  Lagrange.  —  Soit  y  une  fonction  implicite  des  deux 
variables  x  et  a  définie  par  la  relation 

et  u  =/{y)  une  fonction  quelconque  dc^.  On  a,  d'une  façon  générale, 


(Laplace.) 


R.  On  s'appuie  sur  les  propriétés  exprimées  par  les  deux  relations 


à 
à'x 


[„ .    ,  «)«  1        à   ^„,    .  du "I  du  ,       du 


où  u  est  une  fonction  quelconque  de^,  et  F(m)  une  fonction  quelconque 
de  M,  et  l'on  démontre  que,  si  la  formule  est  vraie  pour  une  valeur  de  n, 
elle  est  encore  vraie  pour  la  valeur  «H-  i. 

En  supposant  x  =  0,  y  se  réduit  à  a,  u  à  /(a)  et  la  dérivée  d'ordre  n 
de  M  par  rapport  à  x  devient 


(d"u\  ()'«-• 

(tx"Jo      Ox"-i  ^  '^    '  •'  ^    '' 


9.  Si  l'on  poscar  =/(a,  i'),  y  =  o(«,  «>),  les  fonctions /(m,  c)  et  ç(m,  v) 
satisfaisant  aux  conditions 

df  _  f)o  df  drf 

Ou       Ov  di>  du 

on  a  identiquement 


\dx*        'àyiJl\duJ     ■   \ds>J  ]' 


rfi_V        d*\       /d^\       t)«V 
oïl*  "*"   Ov* 
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10.  Si  la  fonclion  y(T,y,  z)  satisfait  à  l'équation 

.   „       <)«V       d*W       d'V 

^iV  =  -T-1  ■+■  -r-r  ^ 7  =  o, 

àx*        dy^         Oz^ 

il  en  est  de  même  de  la  fonction 


r      \      r*  r*  r*J 


où  k  est  une  constante,  et  où  l'on  a  posé  r*=  x*-7-jr*-h  z*. 

[Lord  Kelvin.] 

11.  Soient  V(ar,_^,i)  et  Vi(jr,_^,  s)  deux  intégrales  de  l'équation  À]  V  =  o; 
la  fonction 

U  =  \(x,  y,  z)  ^  (x*^-y*-^z*)V,(T,  y,  z) 

sttlsfait  à  l'équation 

Ai  A;U  =  o. 

\i.  Que  devient  l'équation 

(x  —  x*)y'-i-{i  —  'ix*)y'—xy  =  o, 


quïml  on  fait  le  changement  de  variable  x  =  v^i  —  t*i 
13.  Même  question  pour  l'équation 

'^*-  .  àz         ,  ,dz 

__  +  .,.ry.  _  ^  ,(^  .-^.)  _  ^  ar*y*z  =  o, 

quanti  on  fait  le  changement  de  variables  x  =  uv,  y  =  -1 

11.  'Soit  ©(jr,,  a-j, Xn',  Ui,ut,  ...,  H„)  une  fonction  des  2/1  variables 

iodtpcndantes  Xi,  Xt,  ...,  Xa,  M|,  Mj,  ...,  u„,  homogène  et  du  second 
<legr<;  par  rapport  aux  variables  U|,  ut,  ...,  Un-  Si  l'on  pose 

do  tte  do 

<l  qu'on  prenne />i,  pi />«  pour  variables  indépendantes  à  la  place 

de  U],  uj,  . . .,  Ua,  la  fonction  3  i^e  change  en  une  fonction 

^{xi,  Xt,  ....  x„;  pi,  p ,  />„). 

I^cmontrer  les  formules 

()<]«  ô^  à'-o 

tfpk  ~     **         àxt  ~"       àxt' 

15.  En  chaque  point  M  d'une  surface  S,  on  mène  la  normale  i\lN  dont 
G.  7 
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on  prcnrt  le  poinl  de  rencnnire  N  avec  un  plan  fi\e  P,  puis  «m  porte  sur 
la  pf-rpcndiciilaiic  au  plan  P  nu-née  par  ce  poinl  N  mu-  loiiKut'ur  S  m  —  N!M, 
Trouver  le  plan  Uingent  ;i  la  surface  «lécriie  par  le  puinl  m. 

La  transformai  ion  précédente  est  une  transformation  de  ('(intart.  liiu- 
dier  la  transformation  inverse. 


IG.  A  partir  des  différents  points  d'une  surfaee  donnée  S,  on  porte,  «ur 
les  normales  à  cette  surface,  une  longueur  ronilanle  /;  chercher  le  plan 
langeai  à  la  surface  S,  lieu  des  points  ainsi  obtenus  (sur/aces  parallèle*  ). 

Même  problème  pour  une  courbe  plane. 

17.  "Etanl  donnés  une  surface  S  et  un  poinl  fiAe  t.),  on  joint  le  point  O 
à  un  point  qiiclcimque  M  de  la  surfaee  S;  par  le  ra\tin  OM  et  la  nor- 
male MN  à  la  surface  S  au  poinl  M  or  fait  passer  un  plan  OMN.  Dans  ce 
plan  OMN  on  élève,  par  le  point  0,  une  perpendiculaire  au  rayon  OM  sur 
laquelle  on  porte  une  lon|;ucur  OP  =  OM.  Le  point  P  décrit  une  surface  £. 
qui  est  dite  Vapsidale  de  la  preiniéi-e.  Trouver  le  [tian  langent  à  celU 
surface. 

La  transformation  précédente  est  une  transformation  de  coniaci.ci  il 
a  réciprocité  entre  les  surfaces  S  cl  S.  Lorsqu'on  prend  pour  la  surface  \ 
un  ellipsoïde,  ie  point  0  étant  au  centre,  la  surface  £  est  la  «urface  de^ 
ondes. 

18.  'Invariantt  dijférentiets  d'Halphen.  —  L'équation  difFérentielli 

/d*y\^d*r       ,.  d*y  d*r  d'-y       ,    {d*Y\'' 

ne  change  pasde  forme  quunil  on  efl'ctlne  sur  les  variables  x,  _^,  une  tranM 
fornialion  homographique  quelconque  i  n"  37). 

19.  Dans  l'expression 

Vdx-r-qdy-i-Wds, 

où  P,  Q,  B  sont  des  fonctions  quelconques  de  x,  y,  x,  on  pose 
ar=/(«.  f,  w),       y  =  <^{u,  V,  »>),        s  =  i((u,v,  w), 

u,  V,  iv  étant  de  nouvelles  variables;  elle  se  change  en  une  expression  Ai 
même  forme 

r ',,///  ^Q,t/»'-T- Ht '«''«• , 

Pi?  Qi>  Ri  étant  des   fonctions   ile    w,  r,  \v.  Vcrifior  ijik-    l'on  a   iilenli- 

quemenl 

r>  I  .r,  V    s  \ 
ili=  .   '      -  H, 
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en  posant 

H.=».(S;-t)*Q,(t-^)-«.(^-t)- 

20.  'Covariant  bilinéaire.  —  Soit  6^  une  forme  linéaire  de  différen- 
tielles 

©rf=  Xirfari-i-  Xjctri-t-. . ,-+-  X„rfar„, 

où  Xi,  Xt,  . . . ,  X„  sont  des  fonctions  des  n  variables  Xi,  Xt,  .,.,  x„.  On 
considère  l'expression 

R       n 

H  =2  ^atkdxt  Ixk 

1=1 *=i 
où  l'on  a  posé 

_  d\,       dXj. 

dxii        àxj 

et  où  figurent  deux  systèmes  de  différentielles  d,  8.  Si  l'on  fait  un  chan- 
gement de  variables  quelconque 

Xi=oi{yi,y'.,  ■•■,rn)        (>■  =  !,  2,  ....  n) 

re\pression  6^  se  change  en  une  expression  de  même  forme 

•'"  ^ii  Yt,  ...»  Y„  sont  des  fonctions  de  yi,  y»,  ...,/«;  soient  de  même 


ii'=^'^'^hdri$ju 


1       k 

On  a  identiquement  H  =  H',  pourvu  qu'on  remplace  dxi  et  Sx*  par 

'^yi  art    -^  àyn  ■^ 

re?peclivcment.  On  appelle  H  un  covariant  bilinéaire  de  6,/. 

i\.  'Paramètres  différentiels   de   Beltrami.   —   Étarit    donnée    une 

'•xpression 

lidx*-i-^¥  dxdy-^0  dy^, 

où  E,  F,  G  sont  des  fonctions  des  variables  x,y,  on  fait  un  changement 

lie  variables  x=J{u,  *'),y  =  fiu,  v),  et  l'on  obtient  une  expression  de 

même  forme 

E|  du* -I-  2 F,  rfa  rff  -h  G| dv*, 
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OÙ  E|,  F],  Gi  sont  des  fonctions  de  u  et  de  c.  Soient  0(x,  y)  une  fonction 
quelconque  des  variables  a:,  y,  et  6i(u,  c)  ce  qu'elle  devient  par  ce  chan- 
gement de  variables.  On  a  identiquement 

EG  — F»  ~  E,G,— F}  ' 


a  l        àx  ây 


I  ^  l       '^X  àx  \ 

IcT-^rpi  dy  \    v/ÈG^^'ï~/ 


v/EG  —  F»  «'•^  \    ^EG—  F»   /  /EG 

V/E,G,-Fî  <>«  \     /E,G,-FÎ     /       v/È7(î7^^l'"î  '*"  \    v^E^Gi-F* 

22.  Scliwarzlcn.  —  Si  l'on  pose  v  =  — — — -:>  x étant  une  fonction  de  t 

ex  -I-  a 

et  a,  b,  c,  d  étant  des  constantes  quelconques,  on  a 

x'        aUv   ~  /        2\//  ' 
x' ,  x",  3^' ,  y ,  y ,  y"  désignant  les  dérivées  par  rapport  à  la  variable  t. 

23.  'Soient  u  et  i^  deux  fonctions  quelconques  des  deux  variables  indé- 
pendantes X  cl  y.  On  pose 

«tM  -f- Af -i- c  .,        «'«-*- ft'c -(- c' 

U    =    —i i  »    T.  »  \     =    — î — J-J i  > 

a  u  -(-  6  f  -+-  f  a  M  -f-  6V  -f-  c 

a,  b,  c.  . . .,  c'  étant  des  constantes.  Démontrer  les  formules 

~      («Tf)         ~         (U,  V)        ' 

i)-  u  dv        0^  V  du  /  <h'    c>*  Il         du     0'  v  \ 

0.r^  Oy        Ox*  Oy  \  Ox  O.v  Or        O.r  Ox  Oy  ' 

d'U  d\  _  à^W  àV  ^     /oy    ù^H    _  c>U    d'-\_\ 
Ox^    Oy        dx^   Tty    '       \dx  dx  dy        dx  dx  dy  1 

~       ^  "     (U,  \n       '  '~' 

cl  les  formules  analogues  obtenues  en  permutant  x  et  y;  on  pose 

du  dp       du   dv  ,,,    ,,,       d\}  d\        à\  à\i 

'        dx  dy       dy  dx  Ox  Oy        dx  dy 

[GoiRSAT  et  Painlevé,  Comptes  rendus,  1887.] 


CHAPITRE  III. 

FORMULE  DE  TAYLOi!.  —  APPLICATIONS  ÉLÉ.MENTAmES. 
MAXLMA  ET  MINL\L\. 


1.  —  FOUML'LE  ET  SKRIK  HK  TAYLOH.   -  r.KNKnVLITES. 

41.  Formule  générale.  —  Lorsque  y  i^j-j  esl  un  polynôme  entier 
de  dcgn'"  n,  on  démontre,  dans  tous  les  Cours  d'Algèbre,  que  l'on 
a,  quels  que  soient  les  nombres  a  et  h  y 

U)f(a^h^=/{<^)■^''^/'(a}-^-^/'(a)  +  ...^  _*l_/(n)(«^; 

le  Jrveloppcment  s'arrête  de  lui-ni<hiie,  puls(]tie  toutes  les  dt'rivées 
jonl  nulles,  à  partir  de  la  (n  -j-  j)''"".  Si  l'on  vouluïl  appliquer  cette 
formule  à  une  fonction  /{-p),  différente  d'un  polvnomp^  le  second 
mtmbre  se  composerait  d'un  nonilire  illimité  de  termes;  pour 
savoir  la  valeur  qu'il  convient  d'attribuer  au  développcmeni  que 
luu  obtiendrait  ainsi,  nous  allons  d'abord  chercber  une  expres- 
sion de  la  différence 

tn  supposant  seulenienl  que  la  fonction y(x)  esl  continue,  ainsi 

(jueles  n  premières  dérivées /'(x),  /"(x),  .  .  . ,/'"  (.r  ),  lorsque  a: 

varie  de  a  k  a  -h  h,  cl  que  /<"'(;r)  admet  elle-même  une  dérivée 

/"^'J^x)  datis  cet  intervalle.  Les   nombres  a  cl  h  étant  donnés, 

posons 


I  .  -2  .  .  .  /J  ./> 

p  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque.  Le  nombre  P  étant 
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défini  par  celle  égalilé,  considérons  la  fonction  auxiliaire 
y(ar)=/(a-/.)-/(a:,)-"-^^'-^/'(x)-^""-^^,7^'V'(^^  — •■ 


on  a  évideminenl 


].•!...  ri  .p 


ç.Ca)  =  o,         »ia-+-/«)  =  o, 


la  première  relation  résultant  de  la  formule  (2)  qui  délinil  ie 
nombre  P.  Or  il  résulte  des  liypollièses  (ailes  sur  y  (a;)  que  la 
fonction  o(x)  admet  nue  dérivée  dans  l'intervalle  (a,  a  +  h)]i 
l'écmulion  <^'{x)  =  o  doit  donc  avoir,  (i'aprtVs  le  théorème  do] 
Rolle,  une  racine  a-f-OA  comprise  dans  cet  inlcrvalle,  0  dési-j 
gnant  un  nombre  positif  compris  entre  zéro  cl  un.  Si  l'on  cal-j 
cule  'f'(j?),  il  se  produit  des  réductions  évidentes,  et  il  reste 

Le  premier  fadeur  («4-/*  —  x)p~*  ne  peut  s'annuler  pour  une\ 
valeur  de  x  difTcrente  de  a  -\-  h\  il  faut  donc  que  l'on  ail 

P  =  A''-/"-'(i  — '))'~''+'/'"-^"(a -+- 0/'),         oii         o;:ll<i. 
et  en  remplaçant  P  par  celte  valeur  dans  formule  (2),  il  vient 

(î)/(fl  +  A)  =  /(a)+^/'(a)-H^/'(a)^-...-.   -^^/i«>(o)-^  RJ 


en  posanl 


« Lî — V. /«•■Mi(a  -hQAi. 

\,%. .  .  n.p       ^ 


Nous  appellerons  celle  formule  (3)  la  formule  gènèntle  de 
Tajior;  le  dernier  terme  R/,  s'appelle  le  reste.  Ce  reste  dépend    « 
d'un  nombre  entier  positif />,  qia- nous  avons  laissé  indélerminé^| 
Dans  la  pratique,  on  ne  prend  giu'M-e  pour  ce  nombre /î  que  l'une 
des  deux  valeurs/?  =  /j  4-  1 ,  ou  /)  =  1  ;  si  l'on  fait  p  =  n  -^  i,  01 
trouve  l'expression  du  reste  due  à  Lagrange 


R-  = 


/(«-+•!»(  a -+-ÔA); 
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loi 


R, 


/<»*-"(aH-0/i), 


forme  Ju  rf.'sle  ijui  est  due  à  Gauch^.  11  csl  d'ailleurs  évident  que 
le  nombre  0  n'a  pas  généralemenl  la  mâiiie  valeur  dans  les  deux 
formules.  On  peut  aussi  l'écrire,  en  supposanty""''''''(x)  cooliaue 
pour  j  =  a. 


R,- 


A-*i 


.  r  «  -^  I  ) 


[/\'>+0(a)-*-t\, 


:  élanl  inlinimenl  pelil  en  inénie  temps  que  /). 

Treiious,  pour  fixer  les  idt'es,  la  forme  de  Lnj^range;  si,  dans  la 
formule  générale  (3),  on  fait  siiccessivemenl  n  =  2,rt=^3f«:=4)  ■■■ 
on  a  autant  de  formules  distinctes,  qui  donnent  des  valeurs  de 
plus  On  plus  approchées  de  /(a  ■+-  /t)  pour  les  valeurs  de  h  infîni- 
•n€nt  petites.  Ainsi,  pour  n  =  2,  on  a 


cï<|ui  montre  que  la  dîflTéreMce 

fyu  -'    /(  ) —  f(a)- 


fia) 


eil  00  iufiniroeut  petit  dti  second  ordre.  De  même  la  diiTérence 

/(  a-^  h)  —/{a) /  (  «  ) /  (  a  ) 

Ml  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  et,  en  général, 


/(a-4-A)-/(o»--/'(rtV 


h" 


/M  (a) 


est  un  infiniment  petit  d'ordre  n  -+-  i  par  rapport  à  /(.  Mais,  pour 
•voir  une  idée  exacte  de  ra[)proxiinaliou  oLteiuic  en  néglif;eanl  R„, 
itfaul  encore  avoir  une  limite  supérieure  de  ce  reste.  Si  l'on  dé- 
signe |>ar  M  une  limite  supérieure  de  la  valeur  aUsoltie  dey'''+'  (.r) 
dano  le  Noisiua;,'!'  df  x    -  i(.  soil  de  a  —  r,  a  a  -^  Tj,  on  a  évidemment 


lAI"^ 


pourvu  que  l'on  ait  aussi  |/*|  <  A- 


M. 
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43.  Application  aux  courbes.  --Ce  résultat  peut  s'Jnlerpréler 
géomélnqueinenl.  Supposons  iju'on  veuille  ôludier  la  courbe  C 
aj^ant  pour  éqiialion  y  =zf(^x),  dans  le  voisinage  du  poinl  A, 
d'abscisse  a.  Consfd(5t'ons  en  même  leinps  lu  courbe  auxiliaire  C, 
représcnlcc  par  l'i^quiilion 


V=/(«) 


/'(«) 


(x  —  n)'' 


rc-) 


(gr  —  a)" 
i.a n 


/'-'(a); 


une  parallèle  à  l'axe  des  jt',  ^  =  rt  -}-  A,  rencontre  les  deux 
courbes  C  et  C  en  deux  points  M,  M',  voisins  du  point  A;  la  dif- 
férence de  leurs  ordonnées  esl  égale,  d'aprùs  la  formule  générale,  à 


^--Y  = 


//«+" 


1 . 7 . . .  (  H  f  n 


/''■■►|'(«  -4-OAi. 


Celle  dillcrcntre  osl  un   iniitiiuu'iil  petit  d'orfire  /i-+-i,  de  sorte ^ 
qu'en  se  bornant  à  un  intervalle  assez  petit  {a  —  t,,  a-f-r,^,  lafl 
courbe  Cse  confondra  sensiblcmenl  avec  la  courbe  C.  Kn  prenant 
pour  l'entier  n  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes,  nn  aura  des 
courbes  C  diflérant  de  muins  en  moins  de  la  courbe  C,  et  des 
renseignements  d'autant  plus  précis  sur  Valiurt'  de  la  courbe 
au  voisinage  du  poinl  A. 

Prenorjs  d'abord  n  ^^  \',  la  courbe  C  se  confutid  alors  avec  la] 
langenle  à  la  courbe  C  au  puiut  A, 

\  =/(a  )  -f-  (x  —  a)  fia], 

et  l'on  a.  pour  la  dilTiTence  des  ordonnées  des  points  M  ci  M'j 
de  la  courbe  cl  de  la  tangente  corresjiiuuiiiul  i\  une  uiènu-  abscisse] 
a  -h  /(, 


:^-Y 


/•(' 


OAi: 


supposons,  ce  qui  est  le  cas  général, /''(«)7«^o.  On  peut  encore] 
/•crire 

z  élanl  infiniment  petit  avec  h.  Puisque  £  tend  vers  zéro  en  mèm( 
temps  que  h,  clioisissnns,  ce  qui  esl  possible,  un  nombre  positif  i}| 
tel  que,  h  variant  de   —  Tj  à  -*-  Tj,  on  ail  |Sj  <  \/^{a)\.  l'our  ces! 
valeurs  de  /j,  la  quanliléy""(£ï  )  -+-  e  aura  le  même  signe  que  f"(a)y 
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et  y  — •  Y  aura  aussi  le  sij^ne  de  /"(a).  Si  f"  {ci)  >  o,  l'ordonnée^ 

de  la  courbe  est  siipéiipiire  à  l'ordonnée  Y   de  la  laii|;enle,  quel 

que  soit  le  sif^nc  de  //  ;  la  courbe  C  est  siiiiée  tout  entière  au-dessus 

de  la   langeole  dans   le  voisinage   du   point  A.   An   contraire,  si 

fia  I  <io,  on  ai-  'Y,  et  la  courbe  est  tout  entière  au-dessous 

de  la  tangente  dans  le  voisinage  du  |»oinl  de  contact. 

Si  f'{a\=^  o,  soit  /"'/''(a)  la  dérivée  de  l'ordre  le  moins  élevé 

ijui  n'est  pas   nulle   pour  jc^=a,  à   (larlir  de   la   seconde;  on  a 

encore 

h" 


Y  = 


[/'/•'('O-e). 


I 


n  l'on  démontre,  comme  (ont  à  riieiire,  que  dans  un  inlervalle 
aiiez  petit  {a — r,,  rt-l-T,),  la  di(V«Menc:e  _t -- Y  a  le  iiiènie  signe 
que  le  produit  hP/^P^[a).  Lors(|iic  p  est  pair,  celle  diflérence  ne 
i'han;>e  pas  de  signe,  lorsqite  h  varie  de  — r,  à  4-T(,  et  la  courbe 
'■5l  liiiil  entière  d'un  même  càié  de  la  Langonfe  dans  le  voisinage 
Ju  poinl  de  contact.  îMais,  si  p  est  iujpair,  lu  tlidérencc  y —  Y 
«'haiij;e  de  signe  en  même  temps  que  li\,  la  courbe  C  traverse  sa 
Uiijjcntr  au  point  de  conliiel.  Le  point  A  est  un  point  d'Inflexion; 
cfsl  ce  (pii  a  lieu,  par  exemple,  si  l'on  a /'"{a)  ^  o. 
l'rcnons  ensuite  n  -=-  a.  La  courbe  C  csl  une  parabole 


Y  -  /(  "  )  -t-  <  a-  —  a  )/'  «  it  )  • 


(.r- 


fin), 


Jout  l'axe  esl  parallèle  à  Oy,  et  il  vinrit 


i_Y  = 


I .  VI .  :i 


[/-(flt^tj; 


ïif^{a)  n'esl  pas  nul,  )' — \  a  le  si^ue  de  It^f'^a)  pour  les 
valeurs  de  h  infiniment  jvetiies,  et  [a  courbe  C  traverse  lu  para- 
fe C  au  point  A.  Celle  parabole  C  esl  dile  oseulatrice  à  la 
roorbe(2;  c'est,  parmi  les  paraboles  représenlées  par  une  équation 

de  la  forme 

Y  =  nix^-i-  nx  -^  p, 

celle  qui  se  rapproclie  le  [dus  de  la  courbe  (^  dans  le  voisinage  du 
poinl  A. 


46.   Méthode  générale  de  développement-   —   La   formule  (3) 
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fournît  [x^iic  l'infini  mont  ppliiy(rt  -+-  A")  —  ft  a)tin  dt^veloppement 
suivatil  It's  iiuissaiiuiis  t;ioissanlcs  de  /i.  D'une  CueLni  [>lus  gëiicralc, 
soit  j"  1111  iniinimonl  pclil  |)i-inci|ial  "[uc,  [>oiir  êvitei'  lonte  dllïi- 
cullé,  nous  supposerons  positif,  et  r  un  anlre  infiniment  petit 
fini  a  une  rxprf^sion  dp  In  forme 


(il 


y  —  .\,x'i.-+-  A,j?".-f-...-^  r'«|.(  A;,-+- 1), 


n,,  Hj,  ...,  rip  clanl  des  nonibifs  positifs  croissants,  mais  non 
pas  forcément  entiers,  A|,  /Vj,  ....  A^  des  cnnslantos  dilTûrenles 
de  Ki'rn,  cl  z  nn  autre  infiniment  [letil.  J^es  nomlues  //,,  A|,  «j, 
Ag,  .  .  .  peuvent  se  délcrminer  de  proclie  en  proche  yaw  un  calcul 
régulier.  D'abord  il  est  clair  que  Ht  est  égal  à  l'ordre  infinitésimal 

de  j'  par  nippon  à  x,  et  A|  est  égal  à  la  limite  du  rapport  —^ 
pour  jr  =  o.  On  a  ensuite 

y  —  A)  j"'''=  M(  =  \jj-"t-' -~{\p-\-  s)r"r, 

ce  tpii  niniilre  (|iie  «j  est  égal  à  I  uni  te  Jnliiiilésiinal  de  /^,  et  A^  à 

la  limite  du  rapport  -^  i  et  l'on  continuera  de  même  pour  avoirs 

les  termes  suivants,  il  est  visible,  diaprés  cela,  qu'un  inniiimenl 
petit  y  ut!  peut  admettre   deux  développements  esseatiellementl 
dinVrcitls   de   la    fornie   (  4  )  >    si    l*'-^    deux    déveIo[)[>ejnenl5    ont    le] 
rnèiiie    niindin-    de   termes,    ils  smil   identiques;    si    Fun    d'eux  a 
p   termes,   et    l'autre  p -h  ç   termes,    les   termes    d«i    pnuiier   sel 
retrouvent  dans  le  second.  Celle  inéiliode  s'appiitjuc  en  particu- 
lier au  développement  de /[a  -i- h) — /(«)  suivant  les  puissances] 
de  A,  sans  qu'il  soi l  nécessaire  d  avoir  obtenu  d'abord   l'expres- 
sion générale  des  dérivées  successives  de  la  fonction  f[J:)\  elle] 
donne  au  contraire  un  moyen  prii(if|iie  de  calculer  les  valeurs  des 
dérivées /'(«). /"(n),  .... 


Exemples.  —  Considérons  l'équation 
(  j;  ¥{x,y)  =  \xi-\-  \ly  -^  Ty*\;>l:r,  y) -^Cx"*^  ■ 


D^* 


=  0, 


oii  •!•(.?,  y)  Psl  nn  polynôme  entier  en  X  et  >',  et  où  les  termesl 
non  écrits  forment  deux  polynômes  P(jc)  et  Q(^>'),  divisibles  res- 
pectivement par  ar"+'  et  ptir  v'-;  les  coefficients  A  et  B  sont  l'un 
et  l'autre  diflérenls  de  zéro.  Lorsque  x  tend  vers  zéro,  il  y  a  unei 
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racine  y  de  Téquatinn  (5)  et  une  seule  qui  tend  vers  zéro  (  n"  20); 
pour  appliquer  la  fornuile  de  ïaylor  ù  celle  racine,  it  laudrail 
avoir  les  dérivées  successives,  que  l'on  [lourraii  calculer  |>ar  l'ap- 
plication des  règles  générales.  Mais  on  peut  opérer  plus  directe- 
ment ati  moyen  de  la  inélhoile  précédante.  Observons  |)tnir  cela 
que  la  partie  principale  de  la  racine  infiniment  petite  est  égale 

*  —  vj  jr";  en  efTet,  si  nous  posons,  dans  Téquation  (5), 

ea  faisant  la  subslitutiot)  et  divisant  par  .*;",  il   resXa  unn  équation 
de  même  forme  n'ajanl  qu'un  terme  du  premier  degré  en   j'i,  qui 


i<it 


^  CtX"i  ♦->-+-...  4-  Di_^]  -4-.  .  .=  o. 


Ixirsqiie  X  tend  vers  zéro,  l'équation  (6)  admet  une  rauine  infini- 
ment petite  en  j'i,   cl   [>ar  suite   la  racine  infiniment  petite  de 


Po 


wv    la 


l'tr|iiation  (5)   a    bien    pour   [>artie    principale    —  ., 

même  raison,  la  partie  principale  dc_j'i  est  —  •  '  x"y,  et  l'on  peut 
poser  aussi 


r  =  —  ',{  ^"-+-  (  —  '^  -^r«j^"*"'- 


/j étant  un  nouvel  iniiainient  petit,  dont  on  aurait  la  partie  prin- 
cipale en  posant  dans  l'équation  (6) 


',=  x».( 


-^»; 


En  continuant  de  la  sorte,  on  oUlicnt  pour  celte  racine  y  une 
expression  de  la  forme 


y  =  ««»  -t-  Si  3?"  *■"•  H-  a, . 


>u-*-n.  *-/r. 


-(a,,-HS)J«*"i*- -+"/•. 


<Tue  l'on  peut  pousser  aussi  loin  <]ue  Ton  voudra  sans  être  arrêté. 
Tous  les  nombres  n,  n,,  n-^,  .  .  . .  Hp  sont  bien  des  nondircs  enliei's, 
fommc  cela  doit  être,  puisque  nous  sommes  dans  les  conditions 
où  la  formule  générale  (3)  est  applicable.  Le  développement  que 
Ton  obtient  par  le  calcul  précédent  n'est  pas  autre  cbose,  en  cilet, 
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que  celui  que  donnerait  la  formule  de  Tajlor  en  y  faisant  a^o, 
h  =  X. 

Voici  un  autre  exemple  où  les  exposants  ne  sont  pas  nécessai- 
rement des  nombres  entiers.  Soit 

_  Ax«-+-Bj-?— Cj-T-h... 
I  -H  B|  rî*!  -+-  C(  xTi  -r- . . . 

a,  P,  y,  • . .  et  p,,  v,,  ...  formant  deux  suites  de  nombres  posi- 
tifs croissants,  et  le  cocftîcient  A  n'étant  pas  nul;  il  est  clair  que 
la  partie  principale  de_^  est  Ax",  et  l'on  a 

Bj-P  i-Cj-r-H...-     A.r«(B,.r?.-v-C,a-T.  — ...  I 


^  —  A  j:«  = 


1  -i-  B,  .r?i  -H  C|  a?Yi  ■ 


expression  de  même  forme  que  la  première,  dont  ou  obtiendra  la 
partie  principale  en  prenant  le  terme  du  degré  le  moins  élevé  au 
numérateur.  Il  est  clair  que  le  même  procédé  fournira  autant  de 
termes  que  l'on  voudra  du  développement. 

^o\t  f{x)  une  fonction  admettant  des  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  —  i;  on 
a,  en  changeant  a  en  x  dans  la  formule  (3), 

/(ar  + /i)  =/(a:)  +  ^'/',>)  +  il /'(T) -. .  .^- — '^^  [/<-"(x,) -4- E), 

s  tendant  vers  zéro  avec  h.  Supposons,  d'autre  part,  que  par  un  moyen 
quelconque  on  ait  obtenu  pour/(x -I- /»)  une  expression  de  même  forme 

les  deux  dévelopj>cuicnts  de  /[j--hh)  doivent  être  identiques  terme  à 
terme,  de  sorte  que  lus  fonctions  o,,  Oj,  ...,««  sont  égales,  à  des  facteurs 
numériques  près,  aux  dérivées  successives  de,/"(.r), 

»|(J")  =/ (3^,1,         Oi(a-;—  ■ — ,  ••■,         o„(.r) -r  -•-^- 

Cette  remarque  est  quelquefois  utile  pour  calculer  les  dérivées  de  cer- 
taines fonctions.  Soit,  j)ar  exemple,  à  calculer  la  dérivée  rt'"^""*  d'une  fonc- 
tion do  fonction 

y —fi"),        où         «  =ç.(.r); 

on  a,  en  négligeant  les  termes  d'ordre  supérieur  à  n,  par  rapport  à  h, 

h  /t'  A" 

A-  =  o(a-  -H  /i)  — o(.r)  =  -  ?'(a-)H o'(x)  H-. .  .-h  —  w'"'(xi, 

Ht  de  même,  en  négligeant  les  termes  d'ordre  supérieur  à  n,  par  rap- 
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l.uj 


fMirt  à  /r. 


Ji  u  --  A}  —  /{  u  )  —  -  J' 


/i 


/'(«)-. ..-^ 


■/•'"(« 


Si  daa»  Je  second  membre  on  rcni|iliice  A-  |>ar 


7  ?  (^) 


/i» 


?    (X) 


^''"(x,), 


cl  qu'on  ordonne  le  rt-sultal  pnr  r:i]i|)'>ii  iiii\  puissances  croissantes  <le  h. 
it  est  évident  que  le*  Lithh-s  iuVylifirs  n'autriti-iU  aucune  influence  sur  les 
coefCcicnls  de*  termes  en  A,  h*,  .  . . ,  h".  Le  cneUîcieiil  de  A".  |>ar  cveniple, 
*<ra  donc  égal  à  la  dérivée  n*'"* de/[o(j-)\,  divisi'c  par  le  factL-ur  i  .a. ..  n, 
ce  qu'on  peut  écrire 

D-i/la(x,)j=  r  \, /■',«)-+- A, '^^ -+-... i2_/-i/'i(M)], 

'•^  '  •  M        I        ■  I  .a  I  .;l.  .  .  /I  ■  J 

\(  désigniini  le  coeflîcient  de  /i"  diin'-  If  ilcvi-loppi-int-nt  de 


. /i, 


TA  A"  T 

I  I    '  i.a. . .  rt  ^  J 


[T'onr  plus  de  détail*  sur  retie  méthode,  je  renverrai  le  lecteur  au  Cours 
d'Analyse  de  M.  Hcrniite  (p.  5()). 
: 


47.  Formes  indéterminées.  —  Soient /(jt;  et  «(j.)  ilfii\  fonc- 
tions s'anmilanl  pour  une  même  valeur  de  la  variable  x=^a\  la 
recherche  de  la  liinile  vers  laquelle  leiid  le  rapport 

/(  a  -T-  A  ) 


<p  (  a  -t-  A  > 

lorsqtie  II  tend  vers  zéro  n'est  qu'un  cas  parliciilier  du  piohlème 
qui  coDsisle  à  trouver  la  liniile  du  rapport  de  deux  iuiiEitnienl 
pvlits.  Celle  limile  s'oblionl  immédialcuieriL  si  l'on  connaît  la 
partie  principaU;  de  clinoun  de  ces  inlînimcal  petits,  ce  qui  est 
préciscaienl  le  cas  lorsque  la  formule  (3)  est  applicable  à  chacune 
des  fonctions /(.rt  et  'ù\x)  dans  le  voisinage  du  point  a.  Suppo- 
sons que  la  première  dérivée  de /(x)  qui  n'est  pas  nulle  pour  .f  =  u 
est  la  dérivée  d'ordre />, y"*/*' (o),  et  de  même  que  la  première  dérivée 
de  s( J*  >,  qui  n'est  pas  nulle  pour  ^  =  a,  est  la  dérivée  d'ordre  ^, 
a'f  \  il  ).  On  peut  écrire,  en  appliquant  la  formule  (3)  à  chacune  des 
fonctions y(x),  o(x ),  et  divisant  les  résultats, 

/frt_j-A)  ^  ^^^_,^  '.a.. -7  /'/<'(  a  > -4- £^ 
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E  et  ï'élanl  deux  indnimcnl  pclils.  11  rsL  évidcnl,  sur  relie  formule, 
que  le  rapporl  considéré  augmente  tudéfinimeiil  loi'>que  h  lend 
vers  zéro,  si  q  esi  supérieur  à  p,  el  tend  vers  zéro  si  q  est  inrérieur] 

il  p;  lorsque  7  r=p,  u  lend  vers  une  limite  finie  -- ri — r- 
'  1        1        <  •  01" {a) 


li 


ine  irulélerminalion 


[lu  nic>nie  genre  se  présente  quelquefois  dans  IcM 


équations  de  la  tangente  à  une  courbe.  Soient 

*=/('),        y  =  f(l),         a  ^  <!<(/;, 

les  formule»  qui  (ioiii)unl.  le*  cortnlonnces  d'un  potiil  d'une  courbe  quel- 
conque C  exprimées  en  foiiciion  d'un  paramétre    t\  les  équations  de  la 
tangente  à  cette  courbe  en   un  point  M  correspondant  à  la  valeur  /g  iluj 
paramétre,  sont,  comme  on  l'a  vu  ( n"  ">  1. 

X— /(M        V  — ?('»'_  Z  —  4<( M 


/'(«Q» 


»('p) 


^'it„) 


Ces  équationi;  se  rcdui<cnl  à   des  identités,  si  lus  trois  dériNées /'(l)^ 


ff'(l),   «l-V/l-  sont 


la    f 


OIS    pour   /  = 


tn.  Pour   lc\'<'r  la    diClîeullétl 


reprenons  le  rnisoTinemetil  qui  a  servi  à  trouver  les  équations  de  la  tan-1 
gente.  Soit  M'  un  point  de  la  (?ourLe  C  voisin  du  point  M,  et  lo'r- h  la] 
valeur  correspondante  du  paramëlrc;  les  équations  de  la   corde  MM' sont' 


X— /</„} 


o(/„) 


^U<, 


/(/,H-A)-/(/,j       <p(/,-H/i;-ç^t,)       4,(ï,-+-A)-iK*«) 

Pour  plu?  (le  généralité,  nous  supposerons  que  toutes  les  dérivées  d'ordrfi 

nulles  pour  /  =  /p 


inférieur  à  p(p  ;•  1 1  des  fonctions /if  1,  b(Oi  '}'<')  sont. 


mais  que  l'une  au  nu 


ins  desdérivéci'  ti'ordr 


c  p,  jiar  «^xetji 


ple/N 


t„  ),  n'esl 


pas  nulle.  lin  divisant  lous  les  di'nominaieurs  des  équalions  précédentesi 
par  Ap  et  appliquant  lu  lormulc  générale  (3),  on  peut  encore  écrire  ccsj 


équBti 


S,  t,  t"  élanl  trois  infiniment   petits.  Si  rnaintenant  on  fait  tendre  h  vers] 

zéro,  ces  équations  devieiineiit  A  la  limite 

'/'''' ('0)  e"''{^)  +""(<o)   ' 

et  ne  présentent  plus  aucune  indétermination. 

Les  points  d'une  courbe  G  où  cette  circonstance  se  présente  sont  et 
général  des  points  singuliers,  où  la  courbe  oITrc  quelque  particularité  lU 
forme.  Ainsi  la  courbe  plane  représentée  par  les  équations 


X  —  t*. 


y  =  t\ 


1.    —   FOnaiFLE   ET  SKBIK   BK    TATLOn. 


GKNKRALITB 


passe  par  I  origine,  ci  1  on  a,  en  ce  poinl,  -jz  —  -ùi  ~  •>.  La  langenle  est 

l'axe   des   x,    et  l'origine   est   un    pnial   de    r'fbrnus*eriin.-nl    île    prciuiêii" 
espèce. 

48.  Série  de  Taylor.  -  Lorsque  la  suite  des  dérivées  de  la 
fonction /i  .r)  est  illimiti-e  diiiis  l'intervalle  (o,  fl-f-A),  on  peut 
supposer  le  nombre  n  qui  lti;iiru  dans  la  formule  (3)  aussi  grand 
qu'on  le  vont;  si  te  reste  R„  lenti  vers  zéro  lorsque  n  augmente 
indéjinimenl,  on  est  conduit  à  écrire 


(7) /(«-*-*»  =  /'«)+  7/'(«)-  ,~i/'(«) 


h" 


-/t<ti(a)+-. 


/i» 


:/"■'(«) 


formule  qui  exprime  que  la  série 

,  Il  .,, 

j^ai  -, —  /  (a)  -^...-f- 


Tslfeon  verge  nie  cl  a  |>our  sonimey"(</  -(-  h).  C'esl  celle  formule  (^) 
qui  couslilue  la  loriuule  de  Tajlor  pro(ii'etncnl  dile,  «nuis  elle  n'esl 
légitime  que  si  l'on  a  établi  que  le  reste  R„  tend  vers  zéro  pour  n 
infini,  tandis  que  la  formule  générale  (  .H)  ne  suppose  que  Fesis- 
tence  des  dérivées  jusqu'à  la  (n  -+-  i  )"'"".  Celle  formule  (7)  peul 
encore  s'écrire,  en  reraplaçanl  a  par  x, 


an  conlrairc,  si  1  on  fait  a  —  o,  ei  qu'on  remplace  h  par  x,  il  vieal 


(•) 


/(Xt=/<0)--/'(0> 


X» 


:/""(o.)- 


Cette  dernière  formule  (!S)  est  appelée  aussij(|uel  qiiefois /o/v»h/<? 
de  Afactanrin;  mais  on  doit  remarquer  que  ces  (lidéierilcs  for- 
roules  sonl  au  fond  équivalentes.  Taudis  que  la  foitnnle  (^ÏS)  donne 
le  développement  d'une  tbnction  de  x  suivant  les  puissances  de  j-, 
la  formule  (7)  donne  le  dévcloppemcnl  d'une  fonction  de  A  suivant 
les  puissaoccs  de  h  :  il  sullit  d'un  simple  changement  de  notation 
pour  passer  de  l'une  à  l'anlrr. 

Il  est  un  cas  assez  éleudu  où  l'on  peul  afiiriner  que  le  lerme 
complémentaire  K«  tend  vers  zéro  lorstpie  n  augmente  indélini- 
menl  :  c'est  celui   où   la    valeur    absolue    d'une    dérivée    d'ordre 
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quelconque  resle  inférieure  à  un  nombre  lixe  M,  lorsque  x  varie' 
dans  l'inlcrvallc  (r/,  a  -H  h).  On  a  en  elFet,  en  adopLanl  la  forme 

1^1''-^ 


du  reste  de  Lagran$;e, 


R«l  <M 


t  .a...  I  «  -H  I) 


et  !c  second  membre  est  ie  lerme  général  d'une  série  convergente. 
C'est  ce  qui  arrive  |>our  les  fonctions  e^,  sinjr,  eosj";  toutes  les.] 
dérivées  de  e^  sont  égales  à  e-'  et  admettent,  par  conséquent,  lel 
même  miiximiim  dans  l'intcrvidlo  considéré.  ()iiant  aux  dérivées] 
de  sin.c  et  de  cosx,  ItMir  \aleiir  absolue  ne  <lé|)asse  jamais  l'unité.] 
l.;i  formule  (7)  est  donc  applicable  it  ces  trois  fonctions,  quelles 
que  soient  les  valeurs  de  (i  et  de  /;.  Bi)rnoiis-nous  à  la  formule  (8);j 
si  f{:c)  =  e^,  on  a 


et  par  suite 
(9) 


/'(  O)  —  I, 


/•"'(O)  =  I, 


<;•'=  I  -'- 


I  .a 


3-» 


i.'i. 


formule  qui  s'ajtplique  à  toutes  les  valeurs,  positives  ou  négatives,] 


de  X.  Si  a  est  un  nombre  [lositif  quelconque,  on  a  a^ 
par  couséqueul, 

x\o'^a       (.rlngrt)î  (xlogrt)" 


,»•  loga 


el, 


(to> 


a-': 


1.2. . 


Prenons   encore  y(j:)  =  si nj:;   les  dérivées  successives   forment! 
une   suite   pf'iiodiqiie   à   quatre    termes  cos;r,   — sinj-,   — cosx, , 
sin  j,*,  et  les  xalturs  do  cos  dérivées  pour  .r  --  o  forment  également 
une  suite  périodique  1,0,  — 1,  o.  On  a  doue,  pour  toute  valeur 
positive  ou  négative  de  .r, 


(11)  siiia^  = 


X 


I         l.'i.i         i.-x.'i.^.i 
et  l'on  trouve  de  même 

.r» 


(la;     cosa:'  =r  I 


I  .a 


1.1.3.4 


-...+  (-!)" 


.(_,)« 


I.1.3...(3«-+-  1) 


3?'" 


i.a.J.. 


Revenons  au  cas  général.  La  discussion  du  reste  R,|  est  rare-] 
ment  aussi  simple  que  dans  les  exemples  précédents;  maison  peut] 
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kcililer  en  remarquant  que,  si  ce  rcsic  LcncI  vers  zéro,  la  série 


h» 


./M(a)- 


/(«)H-y/'(a)+. 


est  nécessairement  converf^eiilc.  En  génôral,  il  vaut  mieux  s'as- 
surer, avant  d'examiner  R„,  que  la  série  est  convergente;  si,  pour 
des  valexirs  données  de  a  et  de  A,  cette  série  est  divergente,  il  est 
inalîie  de  pousser  la  discussion  plus  loin  :  on  peut  affirmer  que  R„ 
ne  tend  pas  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfinimenl, 

40.  Développement  de  lo;;(i -{- t).  —  Ln  fonction  log(i-|-a:) 
est  continue,  et  la  suite  de  ses  dérivées  est  illîmilée,  pourvu  que  x 
soit  supérieur  à  —  i .  Ces  dérivées  successives  ont  pour  expressions 


—  I 


i.a 


<i-t-x)» 


_/o.)(:r)  =(-.;" 


1  .a. .  .(n  — j) 


(i-j-x;" 


/<»fl'(T)  =  (-I>'«- 


I.9.. 


.X)"-' 


I  nous  proposons  d'examiner  pour  quelles  valeurs  de  a-  on  a 
le  droit  d'appliquer  à  cette  fonction  la  formule  de  Maclaurin  (8). 
En  ••crivant  d'abord  la  formule  sous  sa  forme  générale,  avec  un 
terme  complémentaire,  on  a 


Jogd 


3r       a:* 

•3-)= 

1         a 


3 


(-')"-'--««• 


I.C  rfsie  R„  ne  peut  tendre  vers  zéro  que  si  la  série 


.r 
I 


3  3 


.  .H-(— 1)'»-» h... 

n 


fil  convergente,  ce  qui  n'a  lieu  que  pour  des  valeurs  de  x  com- 
prises entre  — i   et  -î-i,   la    limite  supérieure  4- 1   n'étant  pas 
eiclue;  la  variable  x  étant  supposée  comprise  entre  ces  limites, 
G.  8 
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écrivons  la  valeur  du  reste  sous  la  forme  de  Cauchj 

"~       1.2...  rt         (n-Ox>"+'     -^~')"  (,^_Oa:)'»+i  ' 
ou  encore 


R^-C-O-a^-^-»   -^:i. 


/  1-e  N"     I 

\i-i-Oar/    n-Ox' 


Supposons  d'abord  |x[<^i;  le  premier  facteur  j;"+'  tend  vers 

zéro;  le  second  facteur g—  est  inférieur  à  l'unité,  que  x  soit 

positif  ou  négatif,  car  le  numérateur  est  plus  petit  que  le  dénomi- 
nateur. Le  dernier  facteur  reste  fini ,  car  il  est  plus  petit  que  — ' — :  • 

I  — jjr| 

Donc  le  reste  R„  tend  bien  vers  zéro,  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment. La  forme  précédente  du  reste  ne  nous  apprend  rien 
pour  X  =  1,  mais  si  l'on  prend  le  reste  sous  la  première  forme, 
il  devient  ici 

^'•  =  <— )\7TT(i  +  ô)'-' 

et  il  est  évident  que  R,j  tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indé- 
finiment. L'examen  du  reste  est  inutile  pour  x  ^=  —  i,  puisque  la 
série  est  alors  divergente.  On  a  donc,  pour  x  compris  entre  —  i 
et  -t-  I, 

X       or*       a*'  x"- 

(l3  I  Iog(i-+-  x)  = H  -r ...-)-  (  — i)"-' 


La  formule  s'applique  encore  pour  .r  =  i ,  ce  qui  nous  donne  la 
relation  curieuse 

(l4)  l0g2  =  l-i-T-^  —  7-!-...-l-(-l)"-'  ^^■••• 

La  formule  (i3),  n'étant  valable  que  pour  des  valeurs  de  x^  i, 

ne  permet  pas  de  calculer  les  logarithmes  des  nombres  entiers. 

Changeons  dans  cette  formule  a?  en  — x;  la  nouvelle  formule 

X       X*       a;*  x" 

(.3)'  losit-x)  =  --^-- ---...---... 

est  encore  valable  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  i  et 
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-t-  I ,  et,  en  les  retranchant  membre  à  membre,  il  vient 

(l5)  log(  )  =  2     -  -^  -^-+-  —  -1-...H H...     ; 

^\i  —  x/         \i         3  5  an-*-i  / 

lorsque  x  varie  de  o  à  i ,  la  fraction  rationnelle  —_^^  croît  con- 
stamment de  I  à  +00,  et  l'on  peut  ainsi  calculer  les  logarithmes 
de  tous  les  nombres  entiers.  On  obtient  des  séries  encore  plus 
convergentes  en  calculant  la  différence  des  logarithmes  de  deux 
nombres  entiers  consécutifs;  posons  pour  cela 

i-i- jr       N  -^-l  I 

-  — ^f—  >  ou  x=  —^, , 

la  formule  précédente  devient 

log(N  -i-I>—  log\  =  2       -tt; h jT, ■+-   — ^i :    -h...    \, 

*  "  L  -2 1\  H-  I  3 1 2  N  H-  I  )»  5  (  2  N  -1-  I  )-  J  ' 

et  l'on  a  dans  le  second  membre  une  série  très  rapidement  conver- 
gente, pourvu  que  le  nombre  N  soit  un  peu  grand. 

Remarque.  —  Appliquons  à  la  fonction  log(i-+-a7)  la  formule  géné- 
rale (3)  en  faisant  a  =  o,  h  =  x,  n  —  i,  el  prenant  pour  le  reste  la  forme 
de  Lagrangc,  il  vient 

log(i-4-a?)  =  a: -T — -: 

si  dans  cette  formule  on  remplacer  par  l'inverse  d'un  nombre  entier  n,  elle 
peut  s'écrire 

log     l-H  -  )  = z, 

"X        n/       n       2/1* 

0„  étant  un  facteur  positif  inférieur  à  l'unité.  On  déduit  de  là  quelques 
conséquences  intéressantes  : 

1°  La  série  harmonique  étant  divergente,  la  somme 

croît  indéfiniment  avec  n,  mais  la  différence 

2„— logn 
tend  vers  une  limite  finie.  Écrivons,  en  effet,  cette  différence 

(-'»«î)-a-'»4)— G-'°»^)-- 

/  I       ,      rt-i- 1\       ,      n  H-i 
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log  (  n —  )  est  le  terme  général  d'une  série  convergente,  car  l'on  a, 

P  \       PI 

d'après  la  formule  précédente, 

0« 


p       "V     pj     f.p* 


ce  qui  montre  que  ce  terme  est  plus  petit  que  le  terme  général  de  la  série 
convergente  2_,  ~~i'  Qua"''  "  augmente  indéfiniment, 


•og^=log(i-^) 


tend  vers  zéro;  la  différence  considérée  tend,  par  conséquent,  vers  une 
limite  finie,  que  l'on  appelle  constante  d'Euler.  Sa  valeur  est,  avec  vingt 
décimales  exactes,  C  =  0,577215664901  53a8Go6o. 
2"  Soit 

W  H-  J  /t  -H  2  «  -Y-p 

n  et  p  étant  deu\  nombres  entiers  qui  augmentent  indéfiniment.  On  peut 
écrire 

\       2  "  -*-  j'  /     \      ^  "/ 

-  log(/H-/>)+p„H.p, 

-  iogrt  -I-  p„, 


I 


n  -h  p 
I 


Pn+p  et  p»  tendant  vers  la  même  valeur  C,  lorsque  n  cl  p  augmentent 
indéfiniment;  par  conséquent,  on  a  aussi 


1  =\os(^\  -^  ^J  -h  pn^„—  ?"• 


La  différence  pa-t-t> — pn  tend  vers  zéro,  ce  qui  montre  que  la  somme  S 

n'a  une  limite  qu'autant  que  le  rapport  —  a  lui-même  une  limite.  Si  ce 

rapport  a  une  limite  a,  la  somme  1  a  pour  limite  log(i  +  a). 
Par  exemple,  en  faisant/»  =  n,  on  voit  que  la  somme 


a  pour  limite  Iog2. 

50.  Développement  de  (i-\-x)"'.  —  La  fonction  (1  -f-o?)"'  a  un 
sens  bien  délerininé,  quel  que  soit  m,  pourvu  que  1  H-  x  soit  po- 
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silil;  elle  admel  une  siiile  illimiu^p  de  dérivées  qui  sont  loiiles  des 
fonctions  continues  de  x,  lorsque  i  -i- jc  est  positif,  car  elles  ont 
une  expression  de  mémo  Tonne, 

/'(j:)  =  mf  1-4-37)'"-', 

/•(x)  =  nu  m  —  i )(i -¥■  x)'»-*. 


/^"'(it )  =  nu  m  —  I ; . . .  (  «1  —  n  -hi){i  -i-  .r)'"-" , 
yiiM-i)(ar)—  OT(wi  —  I). . .  (m  —  /«)(i-t-r)"'-"-<. 

Appliquons  à  celte  fonction  la  larmule  gc'nérale  (3),  nous  trouvons 


(• 


I 


m(m 


m(  m  —  I  ) 

I  .'ji 
n...(  m  — 


n  - 


.r"- 


R«  ; 


poîir  que  le  reste  l\„  tende  vers  zéro  lorsque  le  nombre  n  aug- 
mente indéfiniment,  il  faut  d'abord  que  la  série  dont  le  terme 
gënérat  est 


m  (m  —  I). ..(/>!  —  n-t-i) 


a>» 


soil  convergente.  Or  le  rapport  d'un  ternuf  au  précédent  a  pour 
>r,  et  tend  vers  —  x  lorsque  //  augmente  indéfi- 


valeur 


nimcnt.  La  série  ne  peut  donc  ôtre  convergente  que  si  l'on  a  |x|  ^i. 
On  exclut,  bien  entendu,  le  cas  où  m  est  un  nond)rc  enlier  positif, 
qui  donne  la  foriniiie  élémentaire  di\  binôme.  liornons-nous  un  cas 
où  \jr\  <[  I  ;  pour  prouver  que  le  reste  tend  vers  zéro,  écrivons-le, 
CD  adoptant  la  forme  de  Cauchj, 


R-  = 


m(  m  —  i)...(  m 


n> 


(t-(-  flx  )'"-'; 


le  premier  facteur  — ^ x"*'  tend  vers  zéro,  comme 

étant  le  terme  général  d'une  série  conver'ïcnte  :  le  facteur-     „— 

e*l  plus  petit  que  l'unité,  enfin  le  dernier  facteur  (i  4-  Qjr')"'~'  est 
plus  pelil  qu'une  limite  fixe.  Si  m  —  1  >-o,  on  a  en  effet 

si  m  —  I  <  o,  on  a  (i  -f-  Oj*)'""'  <(i  —  Ixl)""'.  On  a  donc,  pour 
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toule  valeur  «Je  x  comprise  eiilre  — t  et  -i-i,  le  développemeni 


(ifi) 


(<■ 


■x)» 


m(  m  —  I) 


j:'- 


I  i.a 

m( m  —  \)..  .(m  —  n 


i) 


on  examinera  plus  lartl  le  cas  où  x  ^=  àz  t. 

On  peul  encore  démontrer  de  la  même  façon  les  formules  sui- 
vantes 

a    i        2 . 4  T   **  ■  *  ■ 

i,3.5...(an  — 1)    a:»"*» 


irc  sinr  =  ar  • 


(-«)" 


ti.4.6. .  .%n 


an-t-i 


T*  T*  T^  3-'"  -I 

arc  Langx  =  ar—  -5-  -i-  -r »-.  ..-+-(  —  1)'»  — (-.  . ., 

qui  seront  établie's  plus  lard  par  une  voie  plus  sini|)le,  et  qui  s'ap- 
pliquent aux  Videurs  de  x  comprises  enlri'   —  1  et    -  1 . 

Eu  deliors  des  cxenifdes  tpie  nous  venons  de  tnitler,  el  àe 
quelques  autres,  la  discussion  du  reste  ulîVe  de  grandes  difficultés, 
à  cause  de  la  cotnpHcation  croissante  des  dérivées  successives.  II 
semblerait  donc,  d'apiès  ce  premier  aperçu,  <pie  les  applications 
de  la  formule  de  Taylor  pour  le  développement  d'une  l'onclion  en 
série  doivent  èlrc  très  limitées.  Une  telle  vue  serait  iiljsolinnenl 
inexacte,  et  ces  développements  jouent  au  coniraîrc  un  irMe  (bn- 
damental  dans  l'Analyse  moderne,  .\fiiis,  pour  ap|)n''cier  h'ur  impor- 
tance, il  faut  se  jiiacerà  un  auUe  [loint  de  vue,  cl  étudier  en  elles- 
mêmes  les  propriétés  des  séries  entières,  sans  se  préoccuper  de 
leur  origine.  C'est  ce  qui  sera  fait  dans  plusieurs  des  chapitres 
suivants. 

Nous  remarquerons  seulement  qu'une  série  ' 


•/<«'(o)- 


peut  fort  bien  être  convergente,  sans  représenter  la  fonction yi^i-) 
r|iii    lui   a  donné  naissance;   l'exemple  suiv;inl  est  dû  à  Cauchj. 


Soil/{ir)  =  e   •";  on  u/'(j')  _^, 
raie,  la  dérivée  n'*™'  est  de  la  forme 


e  •■'  el,  d'une  manière  géné- 


P    -- 
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léslgnanl  un  polynôme.  Toutes  ces  dérivées  sonl  nulles  pour 

^1 

jr  =  o,  car  le  quotient  de  e    '*  par  une  puissance  positive  quel- 
conque de  X  tend  vers  zéro  avec  x;  on  peut  écrire  en  elïcl 


I     —  —      i'" 


en  posant  j:=  ^»  etl'onsailque  ,-  augmente  indéfiniment avecs, 
aussi  grand  que  soit  m.  Soit,  d'autre  part,  ^(:r)  une  fonction  à 


laquelle  s'applique  la  formule  (8) 


o(j"^  =  o(o)^  -  9'(o) 


ri 


ç<i)(o) 


Posons  F(a:)  ^=  'f  (^)  -H  ^  ''  ;  on  a 
F(o'i  =  oioi.         F'(o)=»'(oi. 


F''''(oi  =  o'n'foi. 


de  sorte  que  le  développenicnl.  rie  F(.r)  par  la  formule  de  Mac- 
laurin  serait  identique  au  prtkédcnl.  La  somme  de  la  série  que 
l'on  obtient  ainsi  représente  donc  une  fonction  tout  à  fait  diffé- 
rcnle  de  celle  qui  a  donné  naissance  à  cette  série. 

D'une  façon  générale,  si  deux  fonclionsy(d-)  et  «(a:)  sont  égales, 
ainsi  que  toutes  leurs  dérivées,  pour  :r  =:  o,  sans  être  identiques,  il 
est  clair  qu'elles  ne  jjcuvent  être  toutes  les  deux  développables  eu 
série  parla  formule  do  Maclauiiu,  puisque  les  coeflicicnts  du  déve- 
loppement seraient  les  mêmes  pour  les  deux  fonctions. 

5t.  Extension  aux  fonctions  de  plusieurs  variables.  —  Soil, 
pour  fixer  les  idées,  m  j:^f\x,y,  z)  une  fonction  de  trois  variables 
indépendantes;  on  se  propose  de  dévclopper/(.r-|-/j,  j'-hA",  5  -H  /) 
suivant  les  puissances  de  A,  k^  l,  en  groupant  ensemble  les  termes 
de  même  degré.  Caucliy  ramène  ce  problème  à  celui  qui  vient 
d'être  traité,  par  rarliiîce  suivant.  Considérons  x,  y,  z,  h,  /»•,  / 
comme  avant  des  valeurs  déterminées  et  posons 

t  désignant  une  variable  auxiliaire.  La  fonction  ^{l)  ne  dépend 
qae  d'une  variable  indépendante  f,  si  nous  lui  appliquons  la  formule 


1/n-ll 


(8  0. 


no  CIIAPITHB   III.   —    FOBIICDLK  BE   TAYLOfc,    BTC. 

générale  de  Taylor,  avec  un  reste,  il  vient 

«(o),  9'(o),  ...  '^'"'(o)  étant  les  valeurs  de  la  fonction  ç(()  el 
de  ses  dérivées  pour  /==  o,  eL  o'"+'*(0/)  étant  la  valeur  de  la  dé- 
rivée (n  4-  i)"=™'  pour  la  valeur  9;,  Q  étant  compris  entre  zéro  et  un. 
Or  on  peut  conf^idércr  !p(()  comme  uue  fonction  composée  de  /, 
«p(/)=y(«,  t',  iv),  les  fonctions  intermédiaires 

u  =  jr-h  ht,        t»  =  ^  -h  kf,        il'  =  j  -u  II 

étant  des  fonctions  linéaires  de  (.  D'après  ce  qu'on  a  remarqué 
antérieurement,  Tcxprcssion  de  la  différentielle  d'ordre  m,  {l"*a 
est  lu  même  que  si  w,  r,  iv  élaieiil  des  variables  indépeudaules;  on 
a  donc  l'égalité  sj'nibotlque 

di'm=(-^du-^-^doJr^  dw  )      ^  dt>»  (-iA^--^iA■-4-— ^/)      , 
'        ^  t)u  i»v  à\v        J  \<ht  di'  Ow    J 

qui  peut  encore  s'écrire,  eu  divisant  par  dl'^, 

^    '        \àu  Ov  ihv     l 

Four  l  =  o,  tt,  i>,  «»'  se  réduisent  respectivement  à  x,  y,  s,  et  l'éga- 
lïLé  [iréciJdenle  devient,  en  employant  toujours  la  même  notation 

symbolique, 

On  a  de  même 

,dx  i)y  ôz    I 


x^y^  z,  devant  être  remplacés,  après  le  développemcnl,  par 

re&peclivement.  En  faisant  maintenant  t  =  i  dans  la  formule  (17), 
il  vient 


(.8) 


i.'i n  \(>je  Oy  àz    j 
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ë  lerme  complémenlalre  a^anl  pour  expression 


R.- 


C-^k-^'l. 


àf 


:  ')'""■ 


te 


jT.  r.  -  devant  étr«  remplaces  par  x  -i-  h/t,y  -1-  '1/,  z  -\-  &/  après 
le  développement. 

Celte  formule  (<8)  esl  onlii'-remeiit  anainnfiie  à  la  formule  géné- 
nile  (3).  Si  pour  des  valeuis  dunm'cs  de  .f ,  J',  :;,  A,  />',  /,  le  reste 
K«  tend  vers  zéro  lorsque  //  (-roîl  indéfiniment,  on  iinra  nu  déve- 
loppement en  si-ric  dc/(j: -h /i,  _^-+- /i-,  z  ~\-  /i»  tous  les  termes  de 
celle  série  étant  des  poUnonies  homogènes  cri  /i,  /i,  /.  M;iis  il  esl 
CD  général  Iré.s  diflicile  de  recoiinajtre  sur  l'expression  de  R„  que 
ce  reste  lend  vers  zéro. 

52.  On  peut  tirer  de  la  forniide  (iS)  drrs  cotiséf|iicnce.s  analogues 
celles  que  l'on  déduit  de  la  ftirnude  (3)  d;ins  Ir  cas  d'une  seule 
variable  indépendante.  Par  exemple,  soil  z  ^=  /\.r,  y)  l'équation 
d'une  surface  S;  si  la  fonction  f{.r,y)  csl  continue  ainsi  que  loules 
ses  dérivées  partielles  jusqu'à  un  certnin  ordre  dans  le  voisinage 
d'un  point  (.*'o?>'«)'  ""  a,  d'après  la  formule  (i8), 

/(x,,--  fi.  )'„— /  1  =/(a-„,  Vo)  -*-(/>  -/"^  l- '^) 


R«. 


Si  oûus  limitons  le  second  locudirc  à  ses  deux  [iremicrs  Icrnics, 
puis  .1  ses  trois  premiers  Icrjues,  etc.,  nous  avons  les  équations 
il  un  plan,  puis  d'un  parabuloïde,  etc.,  tjiii  dilTéreut  très  peu 
lie  U  surface  considérée  dans  le  voisinage  du  (toiat  (./',,,  7'(,).  Le 
|)lan  n'est  autre  que  le  plan  tangent,  le  [laraboloïde  esl  celui  qui  se 
fipproche  le  plus  de  Ij  surface  S  parmi  tous  ceux  f|ui  sont  repré- 
Moli-s  par  une  équalion  de  la  forme 

z-  Kx*  -*-2  Bry  ■+-  Cy*  -^  »  D  j-  ^  2  Ej  -f-  V. 

On  se  sert  aussi  de  la  formule  (18)  dans  la  rcclierclie  des  valeurs 
limites  des  fonctions  qui  sr  [jréscnlent  sous  forme  indélcrminée. 
%\enl  /{x,  y^),  rf(x,  y)  deux  fonctions  qui  s'annulent  à  la  fois 
fotiT  X  =  a,  y  ^  b,  mais  qui  icslent  conlimies,  ainsi  que  leurs 
dérivées  partielles  jusi|u'â  un  certain  ordre,  dans  le  vnistnag^e  du 
point  X  =  a,  y^^b;  proposons-nous  de   trouvir  la   limite  vers 
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laquelle  tend  le  quotient 

lorsque  x  et  y  tendent  respectivement  vers  a  et  b.  Nous  suppo- 
serons d'abord  que  les  quatre  dérivées  du  premier  ordre  —  >  -jj, 
-7^>  -^  ne  sont  pas  nulles  à  la  fois;  nous  pouvons  écrire 


/(a-f-  h,  b-\-  k) 
ç(a  -t-  A,  6  -+-  A) 


e,  e',  £|,  e',  tendant  vers  zéro  lorsque  h  et  k  tendent  vers  zéro. 
Loi'sque  le  point  {x,  j)  ten^  vers  (a,  b),  h  et  k  tendent  vers 

zéro;  nous  supposerons  que  le  rapport  j  tend  vers  une  limite  a, 

c'est-à-dire  que  le  point  (x,  y)  décrit  une  courbe  ayant  une  tan- 
gente au  point  (a,  b).  Divisons  les  deux  termes  du  rapport  précé- 
dent par  h,  nous  voyons  que  la  fraction  ^-^-=^  a  pour  limite 

da  ()b 


t)0  l)-3  ' 

Oa  db 


cette  limite  dépend  en  général  de  a,  c'est-à-dire  de  la  façon  dont  les 
variables  x  et  y  tendent  respectivement  vers  leurs  limites  a  et  b. 
Pour  que  cette  limite  fût  indépendante  de  a,  il  faudrait  que  l'on 

eût 

d/  <>9  _  ^  ()a  _ 
f>a  db        àb  da''    ' 

ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général. 

Si  les  quatre  dérivées  ■->  —r,  ^>   -j-  sont  nulles,  on  prendra 
•  (ta     Ob      da     db  '  ' 

les  termes  du  second  ordre  dans  la  formule  (18),  et  l'on  écrira 


/( a  -^  h,b  ■\-  k  ) 

\dai        7"         '\dadl> 

^'  1'"^'    Vdb^  ^.yA- 

«.(rt-i-/i,  6  -i- A) 

%  - 

\  da"^           !               \  Ou  Ob 

-■)''-"(S-^î)"' 

e,  s',  s'',  £,,  s',,  t\  étant  des  quantités  infiniment  petites;  a  ayant 
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tal 


la   même  sîgnificalion   rjiio   loiil  à   l'heure,  la  Irmite   du    |vremier 
tnemhre  est 


— t  -+-  ^  î—  % 

cla»  da  ttb 


cl  dépend  en  général  de  a. 
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33.   Points  singuliers.  Lorsque   les   coordonnées   <.r„,    y-,,) 

d'un  point  Mj  d'une  courbe  pLine  C,  représentée  par  l'équalion 
F(*,  _^'t--o,    n'annulent    pas  à   la   ibis  les   ticiiv    ilérivées   par- 

lielles  T- .  -    »  ou  a  vu   plus  liiiut  t  ii"  "âîâ  )  (jne  [lar  cf   poinl  passe 

une  seule  branche  de  courbe  <lniil  la  l;uig<Mile  n  pour  ('([untion 


(X    -xo) 


_<>F 


en  renrésenlani  ci  une  manière  genéraii'  iiur  ,  ..  ,  -  la  viileur  tiue 

prendla  dérivée  ■      quand  on  y  fait  j"  ==:  .Tn.  V"^^_>o-  Lorsqu'on 

.  ,    ,  .     «>F        (iP  ,  .         .         ,. 

a  H  la  luis  .   -  -  7-  =^  o,  le  point (JPo,  )o)esl  an  point  sin^nlier. 

Nous  supposerons  que  les  trois  dérivées  partielles  (lu  second  ordre 
ne  sont  f>as  nulles  pour  .r  =  x„,  .K  ^^.''o>  qi^c  ce*  dérivées  sont 
cooliniies  dans  le  voisinage  de  ce  point,  ainsi  que  les  dérivées  du 
troisième  ordre.  L'équation  de  la  courhc  (J  peut  alors  s'écrire 

I       rJF,  r)F  V",  ^ 

-t  t-i  1  iJcvanl  être  remplacés  dans  les  dérivées  du  troisicme  ordre 
lurx,— Om"  —  ■^o)  ^^  ya-^-^i  y  ~  y»)  respectivcnifnl.  On  )>eut 

J*  F 
toujours  admettre  que  la  dérivée  -r^  n'est  pas  nulle,  car  il  suflii 

dechançer  les  ates  de  coordonnées  pour  tHre  ramené  à  ce  cas.  En 
posant  V  — ^,  = /(j:  —  Xo),  dans  l'équation  (i()),  et  divisant  par 
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{x  —  :ro)^,  il  vicnl 


d*  F  t>»  F 


P(jr  —  .ro,  0  dôsignanl  tim^  Irmclirm  ijtii  reslo  finie  iorsqiie  j:  lent 
vers  x».  Gela  posé,  soient  /i  ft  /;;  les  dmix  racines  de  Téquatioi 


11 


r)«F  <*ïF    . 


si  ces  racines  sonL  réelles,  cVsl-à-dirc  si  IHd  a 


/    rf»F    Y'. 


d'F  d*F 


<m  [leiil  t.'ticorc  rcrire  l'cqiialinn  (io) 
d«F 


ro)P 


Pour,c  =  .r,(,  l't'qiiîilion  ndmet  les  den\  r:icinos  dislinclcs  t^tA 
1=1-,.   Lorsque  .r   lenil   vers  .i\.    l't''<]ii!iliim  adineL  tieiix   raeiiK 
tendant  respectiveinenl  vnrs  f,  cl  f-i  ;  on  li'  niotiltc  en  rcpreitanl  II 
raisonnement  dont  on  s'est  servi  pour  établir  l'existence  des  font 
lions  inqjliuiles.    Posons,    par  exemple,    /=t,-t-//,    et  écrivof 
ré(|iiation  entre  x  et  u 

u(tx  —  ti-^  m)-'-(j—  T,))Clix,  II)  —  u. 

Q(x,  «)  éliiiiL  liai  Inrsqne  x  tend  vcrs.ro  et  u  vers  zéro.  Supposons 
[tour  fixer  les  idées,  /|  —  ^2  >  Oi  ''L  désignons  |)ar  M  une  limil 
siifiérieiire  du  modide  de  Q(J?,  n)  et  par  /;/  une  limite  inférieuï 
de  /|  ^ —  t,-¥-  H,  lorsque  j-  varie  de  ./"o  —  /(à  ,/"„  -f-  h  el  «  de  —  //  i"i  -t-/#j 
A  étant  un  nombre  positif  inférieur  ;i  /,  ^  t-i.  Soient  niiiiolendnK 
un  naiiilïi'c  posilif  plus  pctti  qiir/<,elr,  un  autre  nombre  positî 
salisluis:inl  aux  denx  inégalités 


r,<li. 


tn 


Si  nous  remplaçons  :r  dans  l'équalion  précédente  par  une  volcii 
telle  que  \x  —  x«|  soit  inférieur  à  v,,  les  résultats  de  la  stibstitntioj 
de  —  t  et  de  4- î  à  la  plaec  de  u  siml  de  sii;nes  dillérenls;  cett 
é(|ualion  admet  done  une  raiinc  lend.inl  vers  zéro  lorstpie  x  lcn<i 
vers  Xo,  el  par  suite  l'équation  (u))  admet  pour  racine  une  exprei 
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siou  de  la  forme 


MAXIMA    ET   MTMMV. 


taS 


y  =j'o  -t-(j"  —  io>Ui 


ot). 


%  étaol  infinimenl  pelit  avec  x  —  x^.  Par  le  poitil  (j:,),  ■)„  \  il  passe 
donc  une  l>ranclie  de  fa  roiirlir  i\  i.irtgenle  à  la  droite 

On  verrait  de  la  intime  furoii  qii'IJ  passe  aussi  par  ce  point  une 
branche  de  courbe  Inn^'cntc  à  hi  droitr  y — •)„  =  /j('j"  —  x„).  Le 
point  Mo  est  un  point  douhtf,  vi  Ton  tihlienl  rétjualion  du  nyslènie 
des  tangentes  à  ce  point  double  en  r'{;alanl  à  zt-ro  l'ensensble  des 
termes  du  second  de^réen  (j;  — x„j,  [^y — y\\,  dans  l'équation  (rj)). 

Lorsque  (^^i:-^)  -^  -^^  <  o,  le  point  (xo,^„)  est  un /joi«/ 

double  isolé.  A  l'intérieur  d'un  cenlc  de  ravoii  assez -petil  décrit 
du  |>oinl  M,  comme  centre,  le  premier  membre  V(.r,j--)  de  l'équa- 
lion  (içj)  ne  s'annule  que  poiii'  le  point  M,f  liii-mênie.  Posons,  en 
eO<rt|  pour  les  coordonnéi's  iriiii  |niinl  voisin  dr  M^, 


il  vient 


j- =  Xo-+- pco«'j.,  (    =  ij-i- p  sinç: 


„.  fl»/d«F       ,  J»K  o*V   .  ,  ,\ 

r(x.  r)  =  —  (  - — ï  coi'a  -*-  a  -. ; — ■  c<«so  *in»  -^  -r— ^  sin'o  -+-  al.  1, 

L  aranl  une  valeur  linic  lorsque  p  tend  vers  zéro.  Soil  II  une 
limite  supérieure  de  la  v,^leur  absolue  Je  L,  lorsque  o  est  inférieur 
a  un  nombre  positif  r-  Lorsque  -^  varie  de  o  à  27t,  le  trinonje 


d«F 
dx*' 


.r.  l 


Otu  Or 


oinserve  »in  fti^ne  constant,  juiisqiir  ses  racines  ^olU  imaginaires; 
toit  m  une  limite  inft-W-icim-  di-  -.;i  vidinr  absolue.  Pour  Imil  jioiiil 

fris  à  rioléricar  d'un  cercle  dr  tayon  p  <C  iy»  '^  est  claii'  qiir  le 

fijeflicient  de  p'  ne  peut  s'anituler;  ré(|uation  F(.r,  jir^o 
i>  admet  donc  pas  d'aiilre  solulioii  que  p  =  o,  c"esl-,\-Jire  x  =  Xo, 
y^y^.  h  l'inlérieur  de  ce  cercle. 

IwOrMiuc  Ton  a 

/_d^F_    '_  dip  '1^ 

le»  dea\  tangentes  au  point  double  sunL  venues  se  confondre,  et 
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il  y  a  en  i^énénil  deux  branches  de  courbe  langenles  à  une  ml 
droite,  et  tonna tiL  un  rebiousscuicnl.  L'i'lutle  camplèle  <le  ce  cas 
exige  une  discussion  très  déiicale  qui  sera  faite  jjbis  lnrd.  Obser- 
vons seiilt'inenl  que  la  variété  des  cas  jjossibles  |Kuir  In  forme 
la  courbe  est  beaucoup  plus  grande  que  dans  lc&  deux  cas  déi 
examinés,  comme  le  nionlrenl  les  exemples  suivants. 

La  courbe  )'*=  x*  présenlc  à  l'orifjine  un  point  de  rebrousse 
ment  de  p/rniière  espèce,  avec  deux  branches  de  courbe  taaJ 
génies  à  Taxe  des  x,  situées  de  part  et  d'autre  de  celle  tangente 
el  il  «Iruitc  de  Or-  La  courbe  y^  —  ^^^y  -I-  .ï"'  —  j:'  =  o  préscnU 
un  ivbrousseuiPiil.  ôt'  seconde  asprce  ,'  les  duux  bi'uucbesde  courbe 
tangentes  à  l'axe  des  x  sont  situées  du  même  côté  de  la  tangente. 

L'équation  nous  donne,  en  effet, 

i 

/•  =  x'it  X*, 

<.'t  les  deux  valeurs  de  y  st»nL  de  ménit;  si»ne  lorsque  .r  est  Ir 
|>elil,  mais  ne  sont  re-elies  <[ue  si  .r  est  positif.  La  courbe 

x''-i-  jf'^'  —  6.r'_x  ~^.K'  =  o 

présente  deux  branches  de  courlje  n'oflVant  rien  de  parlictdier 
laii^eules  Tune  et  l'autre  à  l'origine  à  l'axe  des  x.  On  lire,  el 
ellel,  de  cette  équation 

r  =  Ï-- , 

)    -r-  X* 

et  If^  brandies  obtenues  tu  prenant  successivement  tes  deux  signe 
devant  le  radical  n'ont  aucune  singularité  à  Forigine. 

Il  peut  aussi  se  faire  que  la  courbe  se  compose  de  deux  branche 
confondues,  comme  c'est  le  cas  pour  la  courbe  représentée  pa 
l'éq^uation 

lorsque  le  point  {-x^y)  se  mcul  dans  le  f)lau,  le  premier  inembi 
F(j",  j')  s'ainuile  sans  changer  de  signe. 

EnJln,  il  peut  aussi  arriver  que  le  point  (-i*o..>'«)  soit  un  poît 
double  isolé  ;  c'est  ce  qui  arrive  pour  la  courbe jk*  -+-  ,r'  -f-  v*  =  > 
dont  l'origine  est  un  point  double  isolé. 

54.   Un    point  Mo  d'une  suiracc  S  représentée  par  l'équatioij 

F(j?,  y,  c  I  ^  o  est  de  même  un  point  singulier  de  cette  surface 
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coordonnées  Xo-,  yoj  ^o  de  ce  point  annulenL  les  liois  dérivées 
premier  ordre 


dxt 


IquMtion  iraitvée  plus  liaiil  pour  le  |>taa  langent  (^«"Sâ)  se  ri'diiil 
à  un».' iilentilé.  Le  lieu  des  laiigenlesij  toute!*  les  courbes  situées  sur 
la  surface  S,  el  passant  au  point  M«^  est  un  cône  du  second  degré, 
pourvu  que  les  six  dérivées  partielles  du  second  ordre  ne  soient 
pas  toutes  nulles  an  même  poiul.  Soient,  en  cfTcl, 

les  équations il'nne  courbe  C  située  sur  la  surface  S;  les  trois  fonc- 
tions/"(/i.  ^(/),  'iCO  vérifiant  la  relation  F(jj,  y,  s)  =  o,  on  a 
entre  les  difTcrenlielles  du  premier  et  di«  second  ordre  les  deux 
relations 


-  dx  ■ 


à?   ,         àW    , 

-r-  dy  H as  =  o, 

ôy    -^        ils 


fàF    .         '/F    .         dF    .  V"      d?  dV    ., 

\  -—  di  -^  ---  dy  ■*-  -T-  ds\    -(-  -—  d*x  h-  -t-  a*  r  • 


Pour  X  =Xp,y=yo,3 
tité,  et  la  seconde  devient 


i,  la  première  se  réduit  à  une  iden- 


d»F 


ds* 


dx  dy  -:-  a  -, ; —  rfy  a*  H-  a  r^- — 7—  dx  dz  =  o. 


Oxo  Oyo 


âyo àzo    ' 


Ox^  àz^ 


On  aura  le  lieu  des  tangentes  en  éliminant  de,  dy,  dz  entre 
celle  relation  el  les  équations  de  la  tangente 


\  —  Xo 

dx 


dy 


Z  —  zt 

~dr' 


ce  qui  conduit  à  Téquation  d^in  cône  (T)  du  second  degré 


rf'F  d»F 

0Xt  C.Ko 


àzl  (^ 


<>»F 


■îo'' 


(X  —  Xt){Z  —  5o)  =0. 


dy^  dzo  -^  "  ■  „  .   .   _  ^^^  ^^^ 

D'autre  part,  Téquation  de  la  surface  S  peut  s'écrire,  en  appli- 
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ussan 


ETr. 


miani  Ja  formiite  ;;énérale  de  Taylor  et  p 
jtiMjiruux  let'Hie»  du  iroisième  ordre, 


t  le  dévelo 


ppcr 


-.F(: 


cil 


<^F 


tfF 


I .  a  \dx. 


—-  (r  —  xo)  -  ;r7(^— ^o'-T-  t-  (s— -«> 


(  'iu  * 


dF 


I  .a. 3  I  t/a-, 


{r 


f)F 


ày 


à*  a 


■"-''^W^'' 


à¥ 


1 


•^o>  ^0»  J»  dinanl  èlre   rcr«{)lacés  dans  les  dérivéc-s  du   troisième^ 
ordre  par  .r,,  4- Ô(ar  —  J^o),  Je  4- (»(j' — /o),  -uH-0(j  — jp).  On 
oblienl  l'équation  du  cùne  |jrëc<5Jenl  (T)  on  prenant  seulement  lei 
termes  du  second  degré  en  x  —  x^,  y  — J'o,  z  —  Za  dans  l'équa- 
tion (22  ). 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  l'rquation  (21)  représente  ui 
cône  r<'el.  C'ou[>ons  la  surface  S  el  le  cône  (T)  par  un  plan  P 
passant  |iar  deu\  généra Irioes  dislincles  G,  G'  de  ce  c6ne.  Pour, 
avoir  l'équation  de  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  S  parce 
plan,  on  peut  imaj^iner  que  l 'on  ait  fait  d'abord  une  Iransforraalionj 
de  coordonnées  de  façon  que  le  plan  Psoil  jKirallèleau  plan  des  jjj 
et  il  suflil  alurs  de  faire  z  ^=:  Za  dans  rétpialioii  {'Ai)-  On  voit  qu« 
le  point  Mq  est  pour  cette  courbe  un  point  double  a  lang;eDlet| 
réelles;  d'après  ce  que  nous  venons  de  \oir,  celte  section  se  com- 
posera Je  deux  brandies  de  courbe  Langenles  res|)ectivemenl  aux  1 
deux  génératrices  G,  G'.  L'aspect  de  la  surface  dans  le  voisinag^H 
du  point  Mo  est  donc  analo;;ue  à  l'aspect  qu'oflVcnt  les  deux  nappes^ 
d'un  cône  du  second  degré  dans  le  voisinage  du  sommet;  d  où  1{ 
nom  de  point  conique  que  l'on  donne  aussi  au  point  Mq. 

Lorsque  l'équalion  (21)  représente  un  cône  imaginaire,  U 
point  Mo  est  un  point  singulier  isolé  de  la  surface  S.  On  peut 
décrire  de  ce  [joint  comme  centre  une  sphère  de  ravon  assez  petit 
pour  que  l'équation  F{x,y^  5  )  =0  n'admette  pas  d'autre  solution 
à  rinlérieur  ipic  x  ^=  j"o,  y  -^.I'a,  z  =  ^o-  Soient  M  un  ]ioint  de 

distance 


es     ' 


pou 


'0, 


•0,  *,  jj 


directeurs  de  la  droite  M, M.  Si  l'on  pose 


T 


:  Xo  -t-  pa, 


F('^»  J)  -)  devient 


F(x,  j,  S) 


''ii 


^=7«-t- 


f>»F 


-  PY^ 


<ij\ 


»Y 


^M.), 
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i^n 


ll( 


le  lacieiir  L,  conservani  untr  valeur  unie  lorscjue  s  tend  vers  zéro. 
Puisque  I  «^(jualion  lii)  représetilo  un  cùne  imaginaire,  le  po- 
lynôme 


e^'F 


«*«F 


»Y 


ne  peul  s'unnulcr  lorsque  le  puinl  x,  ^,  y  décrlL  lu  spLère 

a'  -f-  |3«  -i-  y'  r^  I  : 

désigiioiis  par  />i  une  liinile  inférieure  de  lu  valeur  absolue  de  ce 
polynôme.  Suit,  d'atUre  part,  Il  une  liaiile  supérieure  de  la  valeur 
absolue  de  Ldaiis  le  voisiuaye  du  point  M,).  Si  du  point  Mo  comme 

cenlre  avec  un  rayon  moindic  que  jj  nous  décrivons  une  sphère,  il 

est  clair  que  le  coefficient  de  p^  dans  l'expression  de  F(jr,^,  z  i  ne 
peul  s'annuler  ù  rinléricur  de  celte  sphère.  L'équalioii 

a'aduiet  donc  pas  d'autre  solution  <jue  p  =^  o. 

Lorsque  l'équation  (ai)  représente  un  système  de  deux  plans 
réels  el  distincts,  il  passe  p^tr  le  point  M„  deux  ]iap])es  de  surface 
donl  chacune  est  tangente  à  l'un  de  ces  plans.  Certaines  surfaces 
présenteni  une  ligne  de  points  dimldes  où  le  cône  des  (angcnles 
le  décompose  en  deuK  plans.  Celte  ligne  est  une  courbe  double 
de  U  surface,  suivant  laquelle  deux  nappes  dislincles  se  traversent 
mulueliemcnt.  l'ar  exemple,  le  cercle  représenté  par  les  deux 
énualioDS  3  =  0,  :f'- -i- y- ^^  i  est  une  ligne  double  de  la  surface 
i|ai  a  pour  équation 

-» —  a3'(  x*-hy*)  —  (a:*-^_>-'  —  1)'  —  o. 

Lorsque  Téqualion  (21)  représente  un  système  de  deux  plans 
imagin^res  conjugués  ou  un  plan  double  réel,  il  faut  dans  chaque 
cas  particulier  une  discussion  spéciale  pour  étudier  la  forme  de  la 
surface  au  voisinage  du  point  Mq.  La  discussion  que  nous  venons 
tic  faire  se  retrouve  dans  l'élude  des  maxima  el  des  minima. 

53.  Maxima  et  minima  des  fonctions  d'une  Tariable.  —  Soient 
f(x)  une  fonction  continue  dans  un  intervalle  («,  i),  etc  un  point 
cet  intervalle.  La  fonction  /{x)  esl  maximum  ou  minimum 
O.  9 


no 
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pour  .r -—  c  si  l'on  peut  iroiivei'  iiti  nombre  posiliJY)  assez  petit 
|ioiir  que  hi  dilli-renct^  f{c-^fi)  — J{c)  conserve  un  signe  con- 
slanl  lorsque  /(  varie  de  —  r,  ù  -ht,.  Si  celte  difTi^rence  esl  posi- 
tive, la  fonclion  /[x)  esl  plus  pelile  |)our  j-  m  c  que  pour  leafl 
valeurs  de  .r  voisines  de  c;  elle  passe  donc  par  un  mînîitmm.  An 
coniratre,  lorsque  la  difTcrencc /{c -- A  I  /(c)  esl  négative,  la 
("luulion  esl  minimum  potir  x  -^  c.  fl 

Lorsque  la  fonttion  f{.v)  admet  une  di^rivée  pour  la  valeur  c  de 
fa  variable,  celle  dérivée  doit  t^tre  nulle.  I{n  efl'el,  les  deux  quo- 

lilMllS 

h  '  _A  • 

qui  nul  la  nit-mc  limite  /'(f)  lorsque  /(  triid  vers  /.éro,  sonl  d( 
signes  diflerenls;  il  faut  donc  que  leur  limite  conamuney'(c)  soil 
nulle.  Inversement,  soit  c  une  racine  de  l'équation  y^(;t')  =  o, 
coin|)rise  entre  a  el  A;  supposons^  jiour  prendre  le  cas  généralj 
que  la  première  dérivée  qui  n'esl  pas  nulle  pour  a;  =  c  esl  II 
dérivée  d'ordre  n,  el  que  celle  flérivée  est  continue  dans  le  voisi- 
nage de  la  valeur  c.  La  formule  générale  de  Tajlor  donne  ici,  en 
se  limitant  au  lerme  de  degré  n, 


ce  qui  peut  encore  s'écrire 

/(c-^h)-f(c)  =  - 


/,» 


h" 


/""(c-^OA), 


l/<-'(0-t]. 


t  étant  infiniinenL  petit  avec  A.  Soit  r^  un  nombre  positif  tel  que  , 
variant  de  r  —  T|  à  c -H  y;,  la  valeur  absolue  rie  £  soit  moindre] 
que  !/""(c)|;  pour  ces  valeurs  de  x^  /*"'('•';  -H  £  a  le  môme  signi 
que/"'>(c)  el,  par  suite, /{c  -t-  A)  —f{c)  a  le  signe  de  h"f^"i{c). 
Si  n  est  impair,  on  voit  que  celte  différence  change  de  sign4 
avec  li;  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum  pour  ,r  =  c.  Si  n  esl 
pair,  f{c-\-h)  --/(c)  a  le  même  signe  que  />"'(c),  que  /i  soi! 
positif  ou  négatif;  la  fonction  esl  minimum  si/"»' (c)  est  positif,  el 
maximum  si  /'"'(<")  esl  nég;ilif.  En  résumé,  pour  que  la  fonction 
soit  maximum  ou  minimum  pour  .t  =  r,  il  faut  cl  il  suffit  que  la 
première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas  pour  x  =:  c  soit  d'ordre 
pair. 
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En  langage  gt^oinélriqiie,  les  conditions  prccédcnles  signifienl 
i|ue  la  tangente  à  la  courbe  y  ^  f{x)  au  point  A  d'abscisse  c  est 
liarallèle  à  Oar,  et,  en  outre,  que  le  point  A  n'est  pas  un  point 
il'innexion. 

ItemarqufiS.  —  Lorsque  les  conditions  dans  lesquelles  nous 

nous  sommes  placés  ne  sont  pas  réalisées,  une  fonction /(x)  peut 

•  Ire  maximum  ou  minimum  sans  quo  In  dt^rivée  y'(jr)  s'anhulo. 

l'ar  exemple,  si   la   dérivée  est   infinie   pour  x  =  c,   il  suffit   que 

relie  dérivée  change  de  signe  pour  que  la  fonction  présente  un 

j 
maximum  ou  un  minimum;  ainsi  la  fonction^  =  a:' esl  minimum 

pour  j*  =  0,  et  la  courbe  corrcspondiinle  présenlc  un  rebroussc- 

incnl  à  l'origine,  avec  l'axe  des  v  pour  tangente. 

Lorsque,  d'après  la  nature  de'la  ipiestion,  la  variable  x  ne  peul 

prendre  que  les  valeurs  comprises  entre  deux  limites  a  et  6,  il 

|»«ul  se  faire  que  ces  valeurs  limites  donnent  les  iiiaxitna  ou  les 

ininima  absolus  de   la   fonction  /"(j).  sans   que  la  dérivée  f  {x) 

*oit  nulle.  Supposons,  |)our  prendre  un  exemple,  que  l'on  cherche 

la  plus  courte  distance  d'un  point  fixe  P  de  coordonnées  (a,  o) 

<iu  cercle  C  qui  a  pour  équation  x'^ -\- y^ — H-  =  o.  En  prenant 

pour  variable  indépendante  l'abscisse  jr  d'un  point  M  du  cercle  C, 

•>n  a 

f/«—  l'M    —  ir  —  i'j)ï-»-^»—  x^^ y'—  2a.r  -+-  a-, 

nu,  en  tenant  compte  de  l'ét|ualion  du  cercle, 

</*=  R*-T-  a' —  a«jr. 

L'application  de  la  règle  générale  conduiiuil  à  chercher  les 
nrincà  de  l'équation  dérivée  aa  =  o,  ce  qui  est  absurde.  Mais  on 
s'eïplîque  cette  contradiction  apparente  on  observant  que,  d'après 
il  nature  de  la  question,  la  variable  .r  ne  [)eul  varier  qu'entre  —  R 
et  -t-R.  Si  a  est  positif,  rf*  eslmruimmn  pour  x  =  R,  et  maximum 
poar  x  ^  —  R . 

56-  Fonctions  de  deux  variables.  —  Soil  ;  =/(.r,  y)  une  fonc- 
tion continue  des  deux  variables  ^r,  y,  lorsr[ue  le  point  M  de  coor- 
•looDCcs  (jr,  y)  reste  à  l'intérieur  d'une  aire  ti,  limitée  par  un 
contour  C.  On  dit  que  cette  fonclion  /(j,  y)  est  maximum  ou 
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minimmin  pour  un  point  (.ro,  ra)  de  Taire  il  lorsque  l'on  peill 
trouver  un  nombre  positif-/^  tel  que  la  tlinérence 

A  =/(,r„-i-/;,^o-+-^)  —f(Jr«,yi>) 

conserve  un  sipne  consUnl,  pour  tous  les  syst(*nies  Je  valeurs  des 
aceroissemenls  /;  el  A,  luolridrcs  que  /j  eu  valeur  absolue.  Si  Ion 
considère  pour  un  momcnl  y  comme  constanl  et  égal  à  y^, 
z  devient  une  fonction  «le  la  seule  variable  x  et,  d'après  le  cas 
que  nous  venons  d'étudier,  la  dilléreiice 

ne  peut  conserver  un  signe  constanl  pour  les  petites  valeurs  de  h 

que  si  la  dérivée  -■-  est  nulle  pour  x  =  x^y  y  =  j^o  ;  ou  démontre 

de  la  même  façon  que  ces  valeurs  doivent  iuissi  annuler  —  ,  de 

sorte  que  les  systèmes  qui  rendent  la  fonction /(x,  ))  maximum 

ou  minimum  doivent  être  cherchés  parmi  les  solutions  des  deux 

équations  simultanées 

«!/■  >>/ 

f-  =0,        f-  =o. 

1JX  Oy 

Soit  x=^  Xo,y  =ya  une  solution  de  ces  deux  équations.  Nous] 
supposerons  que  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de y(j7,j') 
sont  continues  dans  le  voisinage  des  valeurs  -ta,  yt,  et  ne  sont  pas] 
toutes  nulles  pour  x  ^  x^^  y^yo,  et  que  les  dérivées  du  Iroi-J 
sième  ordre  esisLent.  La  formule  de  Taylor  nous  donne 


(a3) 


-^fil'^^x 


djfj  t)xo  àyt  àyl  J 


pour  les  valeurs  de  h  et  de  /. ,  voisines  de  zéro,  c'est  évidemment  j 
le  trinôme 


dxl 


ihk 


qui  donne  son  signe  au  second  membre,  el  Ion  prévoit  d'avance 
que  la  discussion  du  signe  de  ce  trinôme  va  jouer  un  rôle  prépon- 
dérant. 


II.    —    POINTS  SINGVLIEHS.    —    MA^XIM.V    ET    MIMMA.  1 33 

Pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum  pour  jr  =  Xo,  y  =j^o, 
il  faut  el  il  suffil  que  la  dinTérence  A  conserve  un  signe  constant 
lorsque  le  point  [xq-t-  h,  y-^-r-  A')  reste  compris  à  Pintérieiir  d'un 
carré  assez  petit  ayant  pour  centre  le  point  (xo,  yo)-  Cette  diflTé- 
rence  A  conservera  donc  aussi  un  signe  constant  lorsque  le 
poioi  (xo-h  A,  yo-+"  ^)  restera  à  rintérleur  d'un  cercle  de  rayon 
asseï  petit  de  centre  (jTo»  ^o)j  ^^  inversement;  car  on  peut  rem- 
placer un  carrp  par  le  cercle  inscrit  el  réciproquement.  Soit  donc  C 
un  cercle  de  rayon  /■  déciit  du  point  (jtq,  y„)  comme  centre;  on 
obtient  tous  les  points  intérieurs  à  ce  cercle  en  posant 

/i  =  p  coso,         ^  =  p  sinp, 

et  faisant  varier  o  de  o  à  ar:,  et  a  de  —  /•  à  -i-  r.  On  pourrait 
même  se  contenter  de  donner  à  p  des  valeurs  positives,  mais  il 
vaut  mieux,  pour  la  suite,  ne  pas  introduire  celle  restriction.  En 
faisant  celte  snb^litulion  dans  A,  il  vient 

A  =  y-  (  A  cos»({>  -(-  aB  sinç  cosç  ■+■  C  sin«(p)  -f-  !^  L, 


CD  posant 


X^tl,        B=,i^.        dV, 


.élant  une  fonction  dont  il  est  inutile  d'écrire  l'expression  déve- 
loppée, mais  qui  conserve  une  valeur  finie  dans  le  voisinage  du 
point  (.To^y,).  Cela  posé,  nous  avons  plusieurs  cas  à  distinguer, 
suivant  le  sifçne  de  B*  —  AC 

Premier  cas.  —  Soit  B* —  AC>o.  L'équation 

A.  cos*y  H-  aB  sino  coso  -!-  G  siti*<p  =  o 

admet  deux  racines  réelles  en  tango,  cL  le  premier  membre  est  la 
différence  de  deux  carrés,  de  sorte  que  l'on  peut  écrire 

A  =  —  [ai  acosç  -i-  b  sino)' —  ^(a'coso  -h  6'sin«p)»]  -k  ^  F.. 

où 

a  >  o.         P>o,        ab'  ^  ba'  ^o. 

Si  l'on  attribue  à  l'angle  ^  une  valeur  telle  que  Ton  ait 
a  cos  ©-r-6sins  =o, 
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A  sera  négatif  pour  U:s  vjilcurs  infiniment  petites  de  p;  au  contraire,! 
si  l'on  prend  pour  a  un  augle  ici  (]ue  a'  cosa  -+-  f/'sin  ta  =  o,  A  serai 
positif  pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  p.  Il  est  donc  impos-1 
sible  de  trouver  nii  noinlire  /■  tel  que  la  dilTiirence  A  conserve  ui»j 
signe  cnnslant  lursr[ue  la  viileiir  absolue  de  p  est  inférieur»?  à  /', 
quoi  que  soit  laui^'le  'c.  La  fonction  y(.A-,  ^')  n'est  ni  inaKimunt, 
ni  minimum,  pour  x  =  .Tq,  y      y'o- 


Deuxième  cas.  —  Soit  B- —  .\G  <  o.  Le  trinôme 

A  cos'ip  -T-  aD  coso  sino  -+-  C  siii»ç 

ne  s'annule  pas  lorsque  'ù  varie  de  o  à  ar.  Soit  m  une  limite  infj'- 
rieure  de  sa  valeur  absolue  ;  soit,  d'antre  part,  H  une  limite  supé-j 
rieure  de  la  valeur  absolue  de  la  fonction  L  dans  un  ceilaiii  cercle 
de  rayon  R  et  de  centre  (xq,  y»)-   Désignons  par  r  un  nombre 

positif  inférieur  à  \\  et  à  -vv-;  à  l'intérieur  du  cercle  de  ru\on  r,  lai 

dJiTércnce  A  aura  le  même  signe  que  le  coefficient  de  p^,  c'esl-1 
à-dire  que  A  ou  G.  La   fonction  y(j;,   y)  est  done  niaximiini  o'i» 
raininnim  pour  j:  =  x^,y  =_^o- 

En  résumé,  si  au  point  .ro,j'ii,  on  a 

à*/    y      ^f  à*f 


àjl 


>o, 


Il  n  Y  a  ni  maximum  nt  minimum. 


M  1  on  a 


ûy 

vées 


a  maxiiTtutn 


d! 


11 


ou  niiiiimum,  suivant  le  signe  des  deux  déri 
y  a  maximum,  si  ces  dérivées  sont  négatives,  mîni 


mum  SI  elles  sont  posiiivi's. 


57.  Etude  du  cas  ambigu.  —  Le  cas  oii  B* —  AC  --  o  échappa] 

à  la  discussion  précédente,  La  Géométrie  montre  bien  à  quoi  lient 
la  difficulté  du  problème  dans  ce  cas  spécial.  Soit  S  li>  surface] 
représentée  par  l'équation  s  =/(x,'y);  si  la  fonction /(x,^)  est 
maximum  ou  mlnimuiu  en  uii  point  {x„,  yii)j  dans  le  voisinage] 
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lûq 


iiel  la  fonction  el  ses  dérivées  sunt  ronliiiui-s,  nu  doit  a\oit' 


re  qui  iiioiilre  que  le  |ilai]  tan^cnl  ù  la  stiifiir;e  S  an  |joiu»  M„  We 
coordonnées  (aro,  J'o»  *o)  doit  iHrt'  paralU^lc  au  |ilan  des  xy.  l'nur 
qtip  ce  poinl  corre-spondc  à  \\n  niiixiiiiuni  on  à  un  mininiiiin,  il 
l'aul  en  outre  que,  dans  le  vi>isinii;;c  du  poinl  M„,  la  surface  S  soil 
trtul  entière  d'un  nuînie  coté  du  jjlan  laii};fnt,  tl  l'on  est  ainsi 
tuoieoé  H  l'élude  d'une  surfiicc  par  rapport  à  un  |iliiri  langeul  dans 
les  environs  du  point  de  «.-oulacl. 

Imaginons  <jue  l'un  ait  lraiis|nirltj  l'origine  au  point  de  conlacl  ; 

le  plan  langent  étant  le  plan  des  xy,  Téquation  de  la  surface  est 

de  la  forme 

^^)         2  =  ax*-t-  aéjy  -r-  c^'-<-  xx*—  i^x^y  —  'i'çxj'^-,-  iy', 

»,  b,  c  étant  des  constantes  el  a,  p,  y,  5  des  fonctions  de  x,  y  qui 
restent  finies  Ujrsque  .r  cl  y  tendenl  vers  zéro.  Celle  éf|uation  esl 
identique^  au  fonil,  à  l'équalion  \\^)  où  l'on  yiitait  renqdacé  x„ 
el  y,  par  zéro,  kel  k  par  j;  et^  respeclivement. 

Pour  savoir  si  la  surface  S  esl  située  tout  enlicrc  d'un  menu- 
côlr  du  plan  des  xy  dans  le  voisinage  de  l'origine,  il  suffit  d'étu- 
dier l'intersection  de  cette  surface  par  le  plan  des  xy.  Or  cette 
inlerscction  est  représentée  par  l'équation 


iiS) 


nr'-i-  aAx^H-c_y*-<-aa:''- 


el  présente  un  point  doulde  à  l'orii^ine  des  coordonnées.  Si  b-  —  ar 
«il  négatif,  l'origine  esl  un  point  double  isolé  (n"  o3)  el  l'équa- 
tion (a5)  n'admet  pas  d'autre  solution  que  X  =^r-T  o,  lorsque  le 
iMiint  {x^y)  reste  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  de  rayon  asscï  petit  i  . 
décrit  de  l'origine  comme  centre.  Le  premier  membre  de  l'équa- 
tion («5)  conserve  un  signe  constant  lors(p«e  le  point  (jr,  v)  se 
meul  si  lintérieur  de  ce  cercle.  Tous  les  pojnls  de  la  surface  S  qui 
»c  projellenl  à  l'inlérienr  du  cercle  C  sont  donc  situés  d'un  même 
côlé  du  plan  des  xy^  sauf  Toiigine.  C'est  le  cas  où  la  fonctiony(j*i^O 
présente  un  maximum  ou  un  ininiinuin.  La  portion  de  la  surface  .S 
voisine  de  l'origine  est  analogue  à  une  portion  de  sphère  ou 
d'eHip»oïde. 
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Si  li-  —  ac  :  '  o,  l'inlci'scclion  de  la  surface  S  par  le  plan  tan 
i;c'iit  présente  deux  lnaiiclu's  du  cfinrlji;  dislinclcs  C|,  Cj,  passant 
p;ir  ruiifiiiie;  les  tangentes  à  ces  deux  branches  de  courbe  à  l'ori- 
i^iiie  sont  icprési.' niées  par  ('«équation 


;ant 

à 


lmiii;!nons  nn  point  (.r,  r)  mobile  dans  le  voisinage  de  l'origine; 
lorsipjc  ce  [loinl  liaverse  une  des  branches  de  courbe  C|,  Ç^,  le 
premier  membre  de  Téq nation  (,*,;"))  change  de  signe  en  s'annnlant. 
On  a  donc,  en  aUriljuanl  à  cba{pie  région  du  plan  \oisine  de  l'ori- 
gine le  signe  du  ]ireniirr  uicnibrc  tie  l'équalion  (*;>),  une  dis[)Osi- 


lion  analogue  à  celle  de  la  /îg.  7.  l'armi  les  points  de  la  surface 
•fiii  se  projellent  sur  le  plan  des  xy  à  l'inlérienr  d'un  cercle  avant! 
|>oiir  centre  l'origine,  il  y  t-"  a  toujours  au-dessus  du  plan  des  .rj 
el  d'autres  au-dessous,  qnelqne  petit  que  soit  leravon  de  ce  cercle. 
La  surface  est  disposée  [i;ir  r:lp[^n^t  à  son  plan  langent  comme  uni 
lijpcrboloïde  à  nne  nappe  ou   un   paraholoïde  livperbolique.  La' 
fonction  f{T,y)  n'est   ni  niaxiinujn  ni  minimum  jiour  l'origine. 
Le  cas  où  6' — ac^^o  est  précisément  le  cas  on  la  courbe  d'in-i 
lerseclion  de  la  surface  par  son  plan  tangent  présente  un  point  dcl 
lebroussemcnt  à  l'origine,  cas  dont  nous  avons  réservé  l'étude.  SÎJ 
l'interseclion  se  compose  de  deux  branches  distinctes  passant  pari 
l'origine,   il   n'y  aura  ni  maximum   ni  minimum,  car  la  surface 
traverse  encore  son   plan   tangent.  Mais  si  l'origine  est  nn  point] 
double  isolé,  ou  si   l'inteiseclion   se  compose  de  deux   branchetj 
confondues,  la  fonction /(.r,  y)  sera  maximum  ou  minimum. 


88.  Pour  reconnaître  ilans  Icijin'l  des  <leij%  cas  un  se  trouve,  il  faut  tenir 
compte  des  valeurs  des  dérnée*  «lu  tri>i>-ioii>e  ordre  et  tiu  i|iialricme  or4)re,| 
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SlWtSH    KT    MINUIX. 


1^7 

e^qoeiqucfnis  îles  Hêrivées  d'ordre  plus  rlcvi}.  J^a  iJiirusr<ii>Ti  siiiviiiile,  qui 
e$l  d'ailleurs  suni<tanl(!  le  plus  souvenl  rlaiis  la  prntiquc,  ne  s'iippjtque 
qu'aux  circonstances  les  plus  gt-néralcs.  Lnisque  A'-  «c-  o,  on  peut 
écrire  l'équation  de  la  surface,  en  |ioussant  le  développement  de  Taylor 
jusqu'aux,  termes  du  quatrième  ordre, 


î.(^.^)-à(^^ 


94 


et  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  A  >  o.  Pour  que  la  surface  S  soil 
loul  entière  d'un  mêmecfilé  du  plan  des  xy  dans  le  voisinage  de  l'origine, 
il  est  nécessaire  que  toutes  les  courbes  d'intcrscclioii  de  cette  surface  par 
des  plans  passant  par  O3  soient  d'un  nu-nie  rôté  du  plan  J^Oy  dans  les 
«n«kroo$  de  l'origine.  Or,  si  nous  ri>upons  la  surface  par  le  plan 

>'  =  xtangs, 

l'équation  de  la  courhc  d'intersection  s'oblicnl  en  jiosiinl  duns  l'éqiia' 
fion  (?6) 

X— proso,        _^T=p9in<p 

(l«  ânes  étant  Oj  et  la  trace  du  plan  sécant  surxO^),  ce  qui  donne 
z  —  Ap'(co5o  siniij  —  cosw  sinç)*  —  Kp'-^  Lp', 

K désignant  un  coi-ftirieni  indépendant  de  p;  si  l'on  ,i  tangto  jftangç,  z  sera 
positif  pour  les  valeurs  infininhenl  petites  de  p.  Toutes  ces  sections  sont 
donc  au-dessus  du  plan  des  xy  dans  le  voisinage  de  l'origine.  Coupons 
maintenant  par  le  plan 

y  —  X  tangii>: 

«i  la  valeur  correspondante  de  K  n'est  pas  nulle,  le  développement  di'  s 
est  de  la  forme 

.5  =  p'(K-^ 

cl  rlmnge  de  signe  avec  p.  Il  s'ensuit  que  la  section  de  la  surface  par  le 
Itlan  précèdent  présente  un  point  d'injlexion  à  l'origine  et  traverse  le  plan 
de»  Ty;  la  fonction  _/(ar,_)')  n'est  donc  ni  maKiinum  ni  minimum  à  l'ori- 
fine.  C'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  la  section  de  la  surface  par  son  plan  tan- 
cent présente  un  point  de  rebroussemeni  de  première  espèce,  comme  par 
f\emple  la  surface 

s^y-^-xK 

Si,  pour  la  section  considérée,  on  a  R  =  o,  on  poussera  le  développement 
j«»squ'aii\  termes  du  quatrième  ordre,  et  l'on  iiura  jininr  z  une  expression 
dr  lî  forme 

5  =  pMK,-i'), 

Kl  élJini  une  constante  dont  il  serait  facile  d'avoir  l'expression  au  moyen 
des  dérivées  du  quatrième  ordre;  nous  supposerons  que  ce  coefficient 
n'est  pas  duI.  Pour  des  valeurs  inlînimrnl  |>eiites  de  p,  j  a  le  signe  de  K|  ; 


l38  CHAPITRE   III.    —    FORMULE   DB  TAYLOR,    ETC. 

si  K]  est  négatif,  ]a  section  est  au-dessous  du  plan  des  xy  dans  le  voisi- 
nage de  l'origine.  (I  n'y  a  encore  ni  maximum  ni  minimum  pour  z\  c'est 
ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  pour  la  surface  z  =^' — x^.,  dont  l'intersection 
par  le  pian  des  xy  se  compose  des  deux  paraboles  y  —  tz  a?*.  On  voit 
donc  que,  si  l'on  n'a  pas  à  la  fois  K  =o,  Ki>o,  il  est  inutile  de  pousser 
le  calcul  plus  loin  ;  on  peut  affirmer  que  la  surface  traverse  son  plan  tan- 
gent dans  le  voisinage  de  l'origine. 

Lorsqu'on  a  en  même  temps  K=:o,  Ki>o,  toutes  les  sections  de  la 
surface  par  des  plans  passant  par  Os  sont  au-dessus  du  plan  des  ry  dans 
le  voisinage  de  l'origine.  Mais  cela  ne  suffit  pas  pour  pouvoir  affirmer  que 
la  surface  ne  traverse  pas  son  plan  tangent,  comme  le  prouve  l'exemple 
de  la  surface 

z  =  (y  —  x*)(y  —2x*), 

qui  coupe  son  plan  tangent  suivant  deux  paraboles  dont  l'une  est  inté- 
rieure à  l'autre.  Pour  que  la  surface  ne  traverse  pas  son  plan  tangent,  il 
faut  en  outre  que,  si  l'on  coupe  cette  surface  par  un  cylindre  quelconque 
ayant  ses  génératrices  parallèles  à  Oz  et  passant  par  O^,  la  courbe  d'in- 
tersection soit  au-dessus  du  plan  des  xy.  Soit  y  —  <f(x)  l'équation  de  la 
trace  de  ce  cylindre  sur  le  plan  des  xy,  la  fonction  <p(a?)  étant  nulle 
pour  a?  =  o;  la  fonction  F ( x )  —  /[x,  <f(x)]  doit  être  taiinimum  pourx  =o. 
quelle  que  soit  la  fonction  <p(xr).  Afin  de  simplifier  les  calculs,  je  suppo- 
serai que  l'on  a  choisi  les  axes  de  coordonnées  de  façon  que  l'équatiun  de- 
là surface  soit  de  la  forme 

sr=\y*-r-<3iix,y>  -..., 

où  A  est  positif;  avec  ce  système  d'axes,  on  a  pour  l'origine 


àr 

àf 

o\f 

0\f 

<i-.f  ■ 

-  0, 

— -  =^  o. 

—h   ~  0, 

*  <». 

Oto 

<iy<, 

,)x\ 

(lu  àyo 

<iyl- 

Les  dérivées  de  la  fonction  ¥(x)  ont  pour  expressions 

ôx^  Oxày  ^  ^  Oy*  '  dy  ' 

i)if  à^  f      .  ù^  f  d^f 

^  c»j'  </x*dy^       '  dxiiyt  '     ^    '       dy^  ' 

^  àx'         '  dx^Oy  '  *■  Ox'-ôy^  '  '  dx  Oy'  •  ,)y'   ■ 

Ox^Oy  '  Oxày^  '    '  ôy^  '     ' 

dxôy  •         ôy^        '    '  '  (//  ' 
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pour  X  ■=■  y  =0,  ces  formules  donnent 

F'(o)  =  o,        F'(o)=||[?'(o)]«. 

Si  e'(o)  n'est  pas  nul,  la  fonction  V{t)  présente  bien  un  minimum 
pour  X  =  o,  ce  qui  était  facile  à  prévoir  d'après  la  discussion  précédente. 
Si  l'on  suppose  ç'(o)  =o,  il  vient 

F'(o;  r.  o,        F'(o  )  =-  o.        F'"(o)  -  -p(. 

pour  que  F(x)  soit  minimum,  il  faut  que  -r-^  soit  nul,  et  en  outre  que  le 
trinôme  du  second  degré  en  'f'(o) 


-^  6  :;^ii~  <?'(o)  H-  3  ;^-'j  [o"(o)]'; 


soit  positif,  quelle  que  soit  la  valeur  de  cp'(o). 

Il  est  facile  de  vérifier  que  ces  conditions  ne  sont  pas  satisfaites  pour  lit 
fonction  considérée  tout  à  l'heure  z  =y^ —  3a?* j'  -i-  aa?*,  tandis  qu'elles  le 
sont  pour  la  fonction  s  =^*-i-x*.  11  est  évident,  en  effet,  que  cette  der- 
nière surface  est  tout  entière  au-dessus  du  plan  des  xy. 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  la  discussion,  qui  exigerait,  pour  étn- 
rendue  absolument  rigoureuse,  des  considérations  fort  délicates,  et  ji- 
renverrai  le  lecteur  désireux  d'approfondir  ce  sujet  à  un  important  Mé- 
moire de  M.  Ludwig  Scheffer,  dans  le  t.  XXXV  des  Mtnhematischc 
Anna  Un. 

39.  Fonctions  de  trois  variables.  —  Soil  u^^/{x,  y,  z)  une 
fonction  continue  des  trois  variables  a:,  y,  5.  On  dit  encore  qu'elle 
est  maximum  ou  minimum  pour  un  système  de  valeurs  Xo,,ro.  s,, 
lorsque  la  dilTôrence 

A— /(x,-+-/i,  j'o-^A-,  5o-^  ^j— /(a"o.  7o,  -o) 

conserve  un  signe  constant  pour  tous  les  syslc-mes  de  valeurs 
do  h,  k,  l,  moindres  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  t, 
suffisamment  petit.  Si  l'on  considère  une  seule  des  trois  variables  a?. 
y,z  comme  ayant  reçu  un  accroissement,  les  deux  autres  variables 
^lant  traitées  comme  des  constantes,  on  voit  comme  plus  haut 
que  M  ne  peut  être  maximum  ou  minimum  que  si  l'on  a  à  la  fois 

à/  0/  àf 

-/-  -  :  o,         -^-  =  o,         x^  -  o, 

</Xo  oy^  azo 
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en  admellaiit,  bien  onlcndu,  ([iie  cfs  il('iîvées  sonl  ronlinups  nains 
le  voisinage  dos  valeurs  .r,>,_Kû,  -n-  Supposons  qu'on  ail  Irouvé  un 
sjslème  de  solnlions  de  ces  trois  «équations  simullanëes,  et  soit  M* 
te  point  de  l'espace  de  coordonnées  (j-,,,  >'«,  Zo)-  Il  V  aura  maxi- 
mum ou  minimum  si  l'on  peut  trouver  une  sphère  de  centre  Mo, 
lelle  ([ne  /(t,  y,  z)  — /(^oi  J'o»  ^o)  conserve  un  signe  constant 
lorsque  le  point  a:,  j',  z  reste  à  l'intérieur  de  celte  sphère.  Repré 
sentons  les  runrdonn<*es  d'un  point  voisin  par 


.)'  -^0- 


=0  —  PY- 


a,  p,  Y  étanl  liés  par  la  relation  a*-f-  P*-+- y'=  '  >  cl  remplaçons 
X  —  .To,  J>' — .i'«,  Z' — Z»  par  pa,  p^,  py  dans  le  dévclopperaenl 
de/(xjy,  z)  par  la  formule  deTajlor;  il  vient 


il 

I 


lleS 


A  =  pt[ofa.p,Y)+pL). 

'a(a,  ^j  v)  désignant  une  forme  quadratique  eu  <x.  [5,  y  donl 
coefficients  sont  les  dérîv(5es  du  second  ordre  dey(.r.  v,  z)  et  L' 
une  fonction  qui  reste  finie  dans  le  voisinage  du  point  Mo-  Celle 
forme  quadratique  peut  s'exprimer  par  une  somme  de  trois  carréiifl 
de  fondions  linéair^'s  distinctes  de  a.    ,3,  y,  mulllplii's   par  des 
fadeurs  constants,  en  n(?gligeanl  le  cas  exceptionnel  où  le  discri- 
minant de  celle  forme  serait  nul.  Soit 

si  les  trois  coefficients  a,  a',  a"  sont  de  même  signe,  la  formi 
quadratique  '^(a,  [3,  y)  resle  supérieure  en  valeur  absolue  à  Ul 
certain  ininiuiuin  loisque  le  point  a,  p,  v  décrit  la  sphère 

el  par  cuiiséqnctil  A  conserve  le  si};;ne  de  o,  a  ,  a"  lorsque  a  cslj 
inférieur  ;'(  une  certaine  timile.  La  fonction  y( a:,  j',  z)  est  donc 
ninxiuiuni  ou  minimum. 

Si  les  trois  coefllcients  «,  a' ,  a"  ne  sont  pas  de  mi^nie  signe,  il 
n'v  a  ni  maximum  ni  niininnim.  Supposons,  par  exempte,  «  >  o, 
r/'<[o;  prenons  pour  t.,  j3,  y  des  valeurs  satisfaisant  aux  rela- 
tions P'^-o,  l^';=o.  Ces  valeurs  n'annulcnl  pas  P.  el  A  sera 
[>osilirpour  les  petites  valeurs  de  p.  Si  loti  [ncnd  au  cnnlraire  des 
valeurs  de  a,  p,  y  vérifiant  les  relations  P  ^  o,  P^^ro,  A  ser 
négatif  pour  les  petites  valeurs  de  p. 
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La  mélhode  est  la  même,  cuiel  tnie  soil  le  nombre  des  variables 
indépendantes;  c'esl  toujours  la  discussioD  d'une  forme  quadra- 
lique  qui  joue  uu  rôle  prépondérant.  Dans  le  cas  d'une  fonction 
de  trois  variables  seulement  u  ^^/(x,  y,  z),  on  petit  remarquer 
que  la  question  revient  à  étudier  la  nature  d'une  surface  dans  le 
voisinage  d'un  point  singulier.  Considérons  eu  efi'el  la  surface  S 
qui  a  pour  équation 


« 


F('i7.  -)  — /(•'■'JK,  -  I— /(J"i),  Ju,  ■:«,>  =  o; 


le  surface  passe  évidemment  par  le  point  Mo  de  coordonnées 
(X»,  ^o>  -I»)  P'j  *'  '3  fonction  /(.r,  >',  3)  est  maximum  ou  mini- 
inam,  ce  point  Mg  est  un  point  sinjL,'ulier  de  S.  Cela  posé,  si  le 
cône  des  tangentes  en  M„  est  imaginaire,  011  a  vu  que  F  {.r,y,  z) 
conservait  un  signe  conslanl  à  rintéiieur  d'une  sphère  de  centre  M„ 
et  de  rayon  assez  petit;  il  y  a  eirecliveaienl  maximum  ou  ininirauni 
pour  /{x,  y^  5).  Mais  si  le  cône  des  tangentes  est  réel,  ou  se 
décompose  en  deux  plans  réels  et  distincts,  il  y  a  plusieurs  nappes 
<le  surface  passant  au  jjoint  .\I„,  et  F(jî,  >',  j)  chanjje  de  signe 
lorsque  le  point  (x,  ^,  v)  traverse  une  de  ces  nappes. 

60.  Distance  d'un  point  à  une  surface.  —  Soit  à  trouver  les  valeurs 
DU]iiiua  et  iiiiniiiia  île  la  distance  il'iin  |ioint  fixe  (a,  b,  c)  à  une  surface  S 
représeoCce  par  l'équalion  F{  j,  y,  s  )  —  o.  Le  carré  île  U  distance 

u  =  rf»=  (X  — a)»-»-(Jr_6)»^.^s  _c>» 

est  une  fonction  de  deux  variables  indcpendantcs  sculenitvni,  j-  et  y  par 
txrniplc,  »i  Ton  considère  -  eonime  une  fonction  de  ./■  et  de  y  dclinie  par 
r^({u«tioQ  F  =  o.  Si  ((  esl  ma\iiiiuni  ou  miniiuuni  pour  un  |joini  {■r,y,  -s) 
de  b  surface,  on  doit  avoir,  pour  les  coordonnées  de  ce  point 

I  du  Oz 

-  -~  =  (x  —  u)-^  (z  —  c)  -—  =  o, 

\  du  ,  àz 

d'autre  part,  de  l'équation  F  =  o,  ou  lire 

iiV       dV  ôs  _  dV       f/F  dz  _ 

<Ub        àz  àx         '         dy        as  ày 
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<-t  les  relations  précédentes  deviennent 

X — a       y  —  h       z  —  c 


. —  y 


OV  dF^  àF 

dx  ày  àz 

ce  qui  montre  que  la  normale  à  la  surface  S  au  point  (x,  y,  z)  passe  par 
le  point  (a,  b,  c).  Les  points  cherches  sont  donc,  en  laissant  de  côté  les 
points  singuliers  de  la  surface  S,  les  pieds  des  normales  abaissées  du 
point  (a,  b,  c)  sur  la  surface  S.  Pour  examiner  si  un  de  ces  points  répond 
effectivement  à  un  maximum  ou  à  un  minimum,  nous  prendrons  ce  point 
pour  origine  et  le  plan  tangent  pour  plan  des  xy,  de  façon  que  le  point 
donné  soit  sur  l'axe  Oz.  La  fonction  à  étudier  est  alors 

Z  étant  une  fonction  /{x,  y),  qui  est  nulle  ainsi  que  ses  dérivées  du  pre- 
mier ordre  pour  x  =y  =  o.  En  désignant  par  r,  *,  t  les  dérivées  partielles 
du  second  ordre  de  z,  on  a,  pour  l'origine, 

0*11  ,  ,  rf'w  d*M. 

—-7=2(1  Cr), ——  ICS,  -7— -    :-:  2(l  — Cf), 

àr-  dxdy  dy*  ' 

et  tout  revient  à  étudier  le  signe  du  polynôme 

A(r)  =  c*«' — (1  —  cr){\  —  ct)  =  c*(s*—  rt)  -r-(r  -i-  t)c  —  i  ; 

les  racines  de  l'équation  A(c)  =  osont  toujours  réelles,  en  vertu  de  l'iden- 
tité (/•-*-<)*-!- 4(s'— r<)  =  4*'-+- ('■— 0'-  Gela  posé,  plusieurs  cas  sont 
à  distinguer,  suivant  le  signe  de  «' —  ri. 

Premier  cas.  —  Soit  s^ — /7  <  o.  L'équation  A(c)  =  o  a  deux  racines 
de  même  signe  Cj  et  c,,  et  l'on  peut  écrire  A  (c)  =  {f« — rt)(c  —  C|)(c  —  Cj). 
Marquons  les  points  A|  et  A]  de  l'axe  des  z  de  coordonnées  Ci  et  Ct;  ces 
deux  points  sont  du  même  côté  de  l'origine  et,  en  supposant  /•  et  t  posi- 
tifs, ce  qu'on  peut  toujours  faire,  ils  sont  tous  les  deux  sur  la  partie  posi- 
tive de  Os.  Si  le  point  donné  A(o,  o,  c)  est  en  dehors  du  segment  At  Aj, 
A(c)  est  négatif  et  la  distance  OA  est  maximum  ou  minimum.  Pour 
savoir  lequel  des  deux  cas  se  présente,  il  faut  consulter  le  signe  de  i  —  cr; 

ce  coefficient  ne  s'annule  que   pour  la  valeur  c  =  ->  qui  est  comprise 

entre  C|  cl  Cj,  car  on  a  Af  -;  J  =  --•  Or,  pour  c  —  o,  i  —  cr  est  positif;  il 

est  donc  positif  si  le  point  A  est  du  même  côté  que  l'origine  par  rapport 
au  segment  AiAj,  et  la  distance  OA  est  minimum.  Elle  est  au  contraire 
maximum  si  le  point  A  est  situé  de  l'autre  côté  que  l'origine  par  rapport 
au  segment  AjA^.  Si  le  point  A  est  entre  les  points  Ai  et  Aj,  la  distance 
n'est  ni  maximum  ni  minimum.  II  y  a  doute  pour  les  points  A|  et  Aj  eux- 
mêmes. 
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Deuxième  cas.  —  Soit  «' —  rt  >  o.  Les  racines  C|  et  Cj  de  \{c}  -  o  sont 
Tune  positive,  l'autre  négative,  et  les  points  Âi  et  Aj  sont  de  part  et 
«l'autre  de  l'origine.  Si  le  point  A  n'est  pas  compris  entre  A|  et  Aj,  A(c) 
est  positif,  et  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum.  Si  le  point  A  est  compris 
entre  Ai  et  .\i.  A(c)  est  négatif,  i  —  cr  est  positif  et,  par  suite,  la  dis- 
tance OA  est  minimum. 

Troisième  cas.  —  Soit  s*—  rt -- o.  On  a  l(c)  =  (r-t- f  )(c  —  c,).  On 
Toit  comme  tout  à  l'heure  que  la  distance  AO  est  minimum  si  le  point  A 
est  du  même  côté  que  l'origine  par  rapport  au  point  At  de  coordon- 
nées (o,  o,  C|),  et  qu'il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum  si  le  point  Ai  est 
entre  le  point  A  et  l'origine. 

Les  points  Al  et  A]  jouent  un  râle  fondamental  dans  l'étude  de  la  cour- 
bure: ce  sont  les  centres  de  courbure  principaux  de  la  surface  S  au 
point  O. 

61.  Mazima  et  minima  des  fonctions  implicites.  —  Il  arrive 
souvent  que  l'on  a  à  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  d'une 
(onction  de  plusieurs  variables,  ces  variables  élanl  liées  par  une 
ou  plusieurs  relations.  Soit,  par  exemple,  to=/(x,  y,  z,  u)  une 
fonction  des  quatre  variables  x,  y,  3,  u,  assujetties  à  vérifier  les 
deux  relations 

/t(x,y,z.u)^o,       /t(x,y,  z,  u)  =  o. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  x  el  y  comme  deux  variables 
indépendantes,  3  et  m  comme  des  fonctions  de  ar  et  de  j"  définies 
par  les  relations  précédentes.  Les  conditions  pour  que  u  soit 
maximum  ou  minimum  sont  les  suivantes  : 

^_^àfdz       à£du_  àj_       df  dz^      àfdjt._ 

ox       dz  dx       du  dx  ~    '         dy       dz  dy       du  dy  ~    ' 

d'ailleurs  les  dérivées  partielles  -j-t  -,— »  t->  -^  sont  données  par 
•  dx    dx    dy    dy  * 

les  relations 

OT        dz   dx   '    du  dx        ' 


dfx        dfx   dz        dfx  du 
dx        dz   dx    '    du  dx 

-o, 

àf^^^àfxàz^dfxdji.^ 
dy         dz  dy       du  dy  ~ 

=  o. 

df        tÙ.  El  ^^1^  =o 
Oy         dz  dy        du  dy         ' 

et  rélimination  de  -7-'  -r-t  t->  t-  conduit  aux  deux  relations 
dx    dx    dy    dy 

,  ^.  ^if,ft,A)  _  ^  D[ffufx)  _  ^ 

D(,x,  z,  u).         '         D(j,  5,  U) 
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qui,  jointes  aux  relations /"i  ^=  o,  yj--o,  Jùlermlnenl  les  valeurs 
(le  X,  V,  z,  u  correspondant  à  (tn  maxiinum  ou  à  un  mininuini. 
Or  les  deux  équations  (^^7)  expriment  que  l'on  pojit  trouver  pour 
"/.  el  [A  des  valeurs  telles  que  Ton  ait 


(uH) 


On  peut  datic  n'iopiacer  les  deux  conditions  (27)  pur  les  qualrr- 
équatiuns  (aH),  en  considérant  \  v\.  u.  comme  dpux  inconnues 
auxiliaires. 

La  démonstration  est  évidemment  générale,  et  l'on  peut  énoocei 
la  règle  pratique  suivante  :  Etant  donnée  une  fonction 

/(•Pi,  ^1,  . ..,  x„) 

fie  n  variables  liées  par  h  relations  distinctes 


dx           àx       '^  àx 

ày          djr       ^  ày 

dz            dx        '^  d3 

du           du        '^  du 

»i=  o. 


?J 


0/1  —  o, 


pour  trouver  les  valeurs  de  x^,  .rj,  . .  . ,  x„  fjui  rendent  cetlt 
/onction  maximum  ou  minimum,  il  faut  égaler  à  zéro  tes  dé4 
rivées  partielles  de  la /onction  auxiliaire 


/-+->i?i 


X^Oft, 


en 


regardant  X,,  X^,  .  .  .,  >.a  comme  des  constantes. 


62.  Autre  exemple.  —  Voici  uu  autre  cxciuple  où  le  ininimuiu  ne  s'ob; 
lient  pa«  toujours  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  paritelles.  Étant  donni 
un  triangle  ABC,  soit  à  trouver  le  point  P  du  plan  de  ce  triangle  poui 
lequel  la  somme  des  di<^tance«  PA  -j-  l'U  -r  l'C  est  la  plu»*  petite  possible. 
Soient  («I,  fit),  («1)  àth  (rtj,  l'i)  les  coordonnéesi  des  soainicls  A,  B,  C, 
(liiiis  un  syslcme  d'axes  recLanguJaires;  nous  avons  àclicrclicr  le  miniaiuiii. 
de  la  fonction 


(a'J) 


■s  =  /(a?  - 

-H  \fi  X 


«I  )*-^{y  —  t>x  )«-v-  /(a?  — a,)»-t-  (y  -  A,)« 


«a)'-^-(.r  — *j;*. 


les  trois  radicaux  étant  pris  avec  leur  déterminalion  positive.  Cette  équa- 
tion (29)  représente  une  surface  S  qui  est  évidemment  tout  entière  au- 
dessus  du  plan  des  xy,  et  ta  question  revient  à  trou>er  le  point  de  cett 
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surface  le  plus  rapproché  du  plan  des  xy.  On  tire  de  la  relation  (29) 
dz  X  —  fli  T  —  a« 

x  —  aj 

v/(  37  -  a,  )*-»-(:>'- A,  )«' 

^  ^ .r  —  6, ^ r  — &> 

«*^        /(ar-a,)î-.-(j-é,)«        /(x  -  a,)«+ (j  -  &,)« 

^         _      r-^ . 

/^ar  — a,)«+(7  — 6j)« 

nous  voyons  que  ces  dérivées  sont  continues,  sauf  dans  le  voisinage  des 

points  A,  B,  G,  où  elles  deviennent  indéterminées.  La  surface  S  a  donc 

trois  points  singuliers,  qui  se  projettent  aux  trois  sommets  du  triangle 

donné.  Le  minimum  de  z  est  donné  par  un  point  de  la  surface  S  où  le 

plan  tangent  est  parallèle  au  plan  des  xy,  ou  par  un  de  ces  points  singuliers. 

n  •        %      i      •         •        àz  dz  ,    .  , 

Pour  résoudre  les  équations  -—=0,-^=0,  ecrivons-les 
^  àx  ày 

X — <T|  X — aj  X  —  <7j 


)/[i  —  at)*-i-(y—bi)*       /(ar  — «,)*-«- (^-    6,)«  v/{x  — a,)i-Hij  —  6,^» 

_    y  —  i>t I .r  —  bt y  —  bj 

}/{x  -ai)^-i-(y  —  bi)*       \/(x  —  ai)*-^(y  —  bt)*  ^{x  —  a^)* -h  (y  —  O3)* 

si  on  les  ajoute,  après  les  avoir  élevées  au  carré,  il  vient 

.  ,       (x  —  a,)(x  —  at)-^(r  —  bi)(y  —  ht) 

I  -+-  a    ■  .  =  o. 

Vix  —  ai)*-+-{y  —  bi)W(^  —  <ii)*-^-  (y  —  f>t)* 

L'iaierprétation  géométrique  de  cette  condition  est  bien  facile  :  si  nous 
appelons  a,  [i  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  direction  PA  avec  Ox 
ctO/,  et  de  même  a'  et  ^'  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  direction  l*H 
avec  les  a\es,  on  peut  l'écrire 

i-T-2(aa'-H  ?3')  =0 

OU)  CD  appelant  (i>  l'angle  APB, 

a  cosu>  -i- 1  =  o. 

L'équation  précédente  exprime  donc  que  du  point  Pon  voit  le  segment  X\i 
fwi  un  angle  de  lao".  Pour  la  même  raison,  chacun  des  angles  BPC  et  CPA 
doit  être  de  120°.  Il  est  clair  que  le  point  P  (')  doit  être  à  l'intérieur  du 
triangle  ABC,  et  qu'il  ne  peut  exister  un  point  jouissant  de  cette  propriété 
que  si  aucun  des  angles  du  triangle  ABC  n'est  égal  ou  supérieur  à  130°. 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 

G.  10 
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Lorsqu'il  en  eft  ainsi,  fe  fuiini  P  tsl  unique  et  s'obtient  |iar  l'iniersection 
de  deux  arrs  de  cercle  faciles  à  iiaccr.  I>i»ns  ce  ra-',  le  niitiiinuiii  est  roiirni 
|>ar  le  point  P  ou  {>ar  l'un  des  soininet»  du  triangle;  mais  il  est  fucile  de 
vériller  que  la  somme  PA  ■+■  PB  +  PC  esl  plus  pelîle  que  la  somme  de 
deu-»  des  côlé*  du  triangle.  Le.*  angles  APB  et  APC  étant  de  tao",  les  deux 
triangles  PAC,  PBA  nous  donnent  en  effet 


AB  =  /a*+  fr'-)-  ab,         AC  =  /a'-t-  c*-t-  ac, 
en  posant  PA  =  a,  PB  =  6,  PC  —  c;  or  on  a 

v/«'  -H  é»  -H  a6  >  6  H )         /a' -H  e'-+-  ac  >  c  h « 


C  Onimc  on  le  virllle  imuit^diatemcnt  en  élevnnt  du  carré,  et  [  ar  suite 
AB-h  A(:>rt-H6H-f. 

C'est  donc  le  point  P  qui  donne  le  niinimuin. 

Lfirsquc  le  triangle  AB<^  a  uit  angle  supérieur  ou  égal  à  I70*,  il  n'existe 
pas  de  [lùint  P  d'uù  l'on  voie  les  trois  colés  du  tjiangle  .\BC  sous  un  angle 
de  130°,  ei  la  siirrace  ïi  n'admet  pas  de  plan  lanj^ent  parallèle  au  plan 
des  jry-.  Le  minimum  est  alors  fourni  par  l'un  des  sommets  du  triangle,  et 
il  est  évident  qne  c'est  par  le  sommet  rie  l'angle  obtus.  C'est  ce  qu'il  esl 
aisé  de  M'iifîer  giiomélriqucmenl. 

6IL  Théorème  de  d'Alembert.  —  Soit  ¥(x,jr)  un  pr)Iynont>c  à  deui 
variables  x,  j-,  oitlunné  par  groupes  homogènes  de  degré  croissant, 

H    étant   constant.   Si  l'équalion  ts^Jx,  ^)  —o,   considérée   comme   unaJ 
équation  en  —  i  admet  rinc  racine  sim|)le,  il  est   Impossible  que  la  fonc- 
tion   F(x,  j' )  soit  niaxiinuni   ou   luiinuiiiii    [lour  x  ^=  y  ^  ù.  Il   résulte  C 
cITcl  de  la  discussion  qui  a  été  faite  plus  haut  que  l'on  pourra  trouver  su 
la  surface  5  +  H  =  F(x,y)  des  sections  planes  situées  dans  des  plan» 
passant   par   l'a^ce   Osy  dont  les  unes  seront  situées  au-dessus  du  plan 
des  Ty,  les  autres  au-dessous  de  ce  plan,  dans  le  voisinage  de  l'origine. 
On  peut  déduire  de  cette  remarque  une  démousiralion  du   tliéorénte  de 
d'AI'-inbei  t.  Soit  /( .:)  un  polynôme  entier,  de  degré  m  à  coefficients  quel 

cun(]ues, 

/(  t)  =  Ao  -f-  A,  c  -^  A,  3»  H- . . .  -i-\„,  ;"', 


ou,  en   mettant  en  évidence  les  parties  réelles  cl  les  parties  imaginaires, 

/(  j  H-  ij)  —  «»-+-  /6g  -+-  (a,  -4-  i6i)(x-^  iy)  -+-.  . .-+-  (n,„-i-  ifc^)(  j  -^  ij}"" 
Oq,  6o,  Qi,  b\ a„„  b,„  étant  réels.  On  peut  encore  l'écrire 


1 

1 


/{s)=P^iQ, 
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en  posant 


et  l'on  a 


Q  =  60  -H  et  X  -h  aty  -+  . 
1/(5)1  =  v/PÏTQ^. 


Nous  allons  d'abord  montrer  que  |/(a)|  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
P«-i- Q*  ne  peut  être  minimum  pour  x=y  =  o,  à  moins  que  l'on  n'ait 
ao=6o  =  o.  On  peut  écrire  en  effet,  en  employant  les  coordonnées  po- 
laires p  et  9,  et  en  supposant,  pour  plus  de  généralité,  que  le  premier 
coefficient  qui  n'est  pas  nul  à  partir  de  Aq  est  le  coefficient  A^,, 

P  =  aoH-(apCOS/><p  —  bpSinpo)pi'-i-. . ., 
Q  =  60 -H  (ftp  cos/>«p -i- «p  sin/>(p)'p/'-+-. . . , 
P*+Q*  =  al-hbl-+-ipP[(atap-hl>obp)cosp<s-^(boap  —  atbp)»inp^\-h..., 

les  termes  non    écrits  étant  de  degré  supérieur  à  p  par  rapport  à  p.  Or 
l'équation 

(aoa/,-4-  b(,bp)cosp^  ■+■  (6o«/> —  aoftp)sin/><p  =0 

donne  lang/>o  —  K,    ce  qui  détermine  p  droites  distinctes,  faisant  entre 

elles  des  angles  égaux  à  — •  Il  est  donc  impossible,  d'après  la  remarque 

faite  plus  haut,  que  P»-i-  Q*  soit  minimum  pour  x  =y  =0,  à  moins  que 
l'on  n'ait  à  la  fois 

(loOp-h  b^bp=^  o,         boftp  —  Éto^/j^o, 

et,  comme  af,-+-  b^  n'est  pas  nul,  il  faudra  que  l'on  ait  a»—  b^=o,  c'est - 
à-<lire  que  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  àc  f{z)  soient  nulles 
séparément. 

Si  \f(z)\  est  mini  mum  pour  ar  =  a,  ^  =  p,  on  ramène  ce  cas  au  précé- 
dent en  posante  =  a  -H  t ^  -i-.:',  et  l'on  en  conclut  que  |/(3  )|  ne  peut  être 
minimum  sans  que  P  et  Q  soient  nuls  séparément  pour  x  =  a,  y  =  ^. 

Le  module  de  f{s)  doit  passer  par  un  minimum  pour  une  valeur  au 
moins  de  s,  car  ce  module  augmente  indéfiniment  lorsque  le  module  de  z 
'ogmente  indéfiniment.  On  a,  en  effet,  en    posant  x  =.  ^  costs,  y  =  p  sino, 

P«-t-Q»=(aî,+  6;„)p*"'  +  ..., 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  .inférieur  à  am  en  p,  ce  i|u'on  peut 
écrire 

/PÎ^TQ»  =  p'«(/«,î.-i-6?„-H  e), 

Mendant  vers  zéro  lorsque  p  croit  indéfiniment.  On  peut  donc  décrire  un 
cercle  de  rayon  R  assez  grand  pour  que  la  valeur  de  ^V* -i-  <J«  soit  supé- 
rieure en  tous  les  points  de  ce  cercle  à  la  valeur  de  cette  même  fonction 
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piuif  l'origine,  par  exemple;   il  s'ensuit  qu'il  y  aura  au  moins  un  poiat 

a?  =  «,       r  =  P. 

à  l'intérieur  de  ce  cercle,  pour  lequel  v'P'-h  Q«  sera  minimum.  D'aprêi 
ce  que  nous  venon»  de   tléinortlrerj  Je   poinl  x  =  a,  j' =  ]3  est  un  point" 
d'inlerscclion   des   deux   courbeg    P=o,    Q=o;   ce  qui   revient  à   dire 
que  -  =  a  -r-  ^t  est  racine  de  l'équation  _/(  3)  =  o.  ■ 

Dans  cet  c\em])lc,  comme  dan^  le  précédenl,  nous  admettons  qu'un^V 
fonction  de  deux  «ariables  (or,  j-),  continue  à  rifitêrîeur  d'une  aire 
fcrmcc,  atteint  ejrectiveniciit  une  valeur  minimum  à  l'inlérieur  ou  sur  le 
contour  de  celle  aire.  C'est  une  propriéié  que  l'on  admet  sans  peine, 
mais  que  l'on  démontre  d'ailleurs  en  toute  rigueur  (voir  plus  loin,  Cha- 
pitre \'l  ). 

V  EXERCICES. 

1.  Le  nombre  0  qui  fifjiMv,  dans  la  furme  du  reste  de  Lagrangc  a  pour] 
limite lorsque  A  icnd  vers  ïéro,  pourvu  que,/^''-^"(rt  )  ne  soil  pas  nul, 

2.  Soit  F(x)  un  déterminant  tronJrtï  /i  dont  tous  les  éldmenis  sont  de» 
fonctions  de  x;  lu  dérivée  F'(x)  est  la  somme  de  n  déterminants  qui 
s'obiicnnent  en  remplaçant  successivcnienL  tous  les  élémenls  d'une  ligne 
par  leurs  dérivées. 

Que  devient  cet  énoncé  pour  les  dérivées  d'ordre  supérieur? 

3.  Trouver  les  valeurs  maxtma  et  minimu  de  la  distance  il'un  point  à 
une  courbe  [daue  ou  gauclie,  de  deux  puînts  de  deux  couibcs,  de  deux 
puinis  de  deux  surfaces. 

i.  Les  points  d'une  surface  S,  pour  lesquels  la  somme  des  carrés  des 
distances  «  n  points  lixcs  est  niaxiniiini  ou  niitiinsuin,  sont  les  pieds  des  nor- 
m;des  abaissées  sur  cette  surface  du  cciiirc  des  moyennes  distances  des 
n  points  fixes  donnés, 

5.  De  tous  les  quadrilatères  que  l'on  peut  former  avec  quatre  côtés 
donnés,  celui  qui  a  la  plus  grande  surface  csl  inscriptible  dans  une  cir- 
conférence. 

Extension  aux  polygones  de  n  côtes. 

6.  Maximum  du  volume  d'un  parallélépipède  rectangle  inscrit  dans  un 
ellipsoïde. 

7.  Trouver  les  axes  d'une  quadriquc  à  centre  en  considérant  les  sommets 
comme  les  points  dont  la  distance  au  centre  est  maximum  ou  minimum. 

8.  Même  problème  pour  les  axes  de  la  section  centrale  d'un  ellipsoïde. 
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9.  Trouver  l'ellipse  d'aire  minimum  passant  par  les  trois  sommets  d'un 
triangle,  et  l'ellipsoïde  de  volume  minimum  passant  par  les  quatre  som- 
mets d'un  tétraèdre. 

10.  Trouver  le  point  dont  la  somme  des  distances  à  deux  droites  données 
et  à  un  point  donné  est  minimum. 

[Joseph  Bertrand.] 
il.  Démontrer  les  formules  suivantes  : 

log(a"-i-  a)  =  a  log(a:-(-i)  —  2log(a: —  i)  ■+■  \og{x  —  2) 

'^'^lx*~Zx'*'  ï\x*-ix)  '^  5\x*-3x)  -^•••\ 

[  Série  de  Borda  ]  ; 

log(ar-»-  5)=  log(ar+  4)  -<- log(a?-(-3)  — alogar 

■+■  log(a:  —  3)-*-  log(ar  — 4^  —  log(ar  — 5) 

-a 71 ^1/ 71 y^.i 

\  x^ — a53:*-(-72        3  \ar* — 25x*-+-72/  J 

[Série  de  Haro]. 


CHAPITRE  IV. 

INTÉGRALES  DÉFINIES 


I.  —  MÉTHODES  DIVERSE*  DE  QUADRATURE. 

6i.  Quadrature  de  la  parabole.  —  La  détermination  de  l'aire 
d'une  courbe  plane  est  un  des  problèmes  qui  ont  le  plus  exercé 
la  sagacité  des  géomètres.  Parmi  les  exemples  que  nous  ont  laissés 
les  anciens,  un  des  plus  célèbres  est  la  quadrature  de  la  parabole 
par  Archimède;  nous  allons  indiquer  la  méthode  qu'il  a  suivie. 

Soii  à  déterminer  l'aire  comprise  entre  l'arc  de  pai-abole  ACB 


Fig.  8. 


et  la  corde  AB.  Menons  le  diamètre  CD  joignant  le  milieu  D  de 
AB  au  point  C  où  la  tangente  est  parallèle  à  AB,  les  cordes  AC 
cl  BC,  et  prenons  les  points  E  et  E'  où  la  tangente  est  paral- 
lèle respectivement  aux  deux  cordes  BC  et  AC.  Nous  allons 
d'abord  comparer  l'aire  du  triangle  BEC,  par  exemple,  à  celle 
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triangle  7\BC.  Menons  la  langenle  ET  qui  coupe  CD  au 
uoiot  T,  le  diamètre  EF  qui  cou|ie  CB  en  F,  cl  enfin  les  paral- 
lèles EK,  FH  à  la  corde  AB.  D'après  une  propriété  élémentaire 
de   la    parabole,  on  a  TC  =  CK  ;  d'ailleurs  CT  =  EF  =  KH   el, 

par  suite,  EF  =  —  =  -j-*   Les  aires  des  deux   triangles  BCE, 

BDC,  avant  la  base  commune  BC,  sont  enlri':  elles  comme  les 
hauteurs,  ou  comuie  les  droiles  EF*,  (jD.  L'aire  du  lrian;,'le  BCE 
est  donc  égale  au  quart  do  l'aiie  du  triangle  BGD,  ou  au  htii- 
lièmc  de  l'aire  S  du  liiaugle  ABC;  l'aire  du  triangle  ACE'  a 
évidemment  la  roéme  valeur/ En  opéianl  de  la  méruc  façon  sur 
chacune  des  cordes  liE,  CE,  CE',  E'A,  on  obtient  quatre  nou- 
veaux triangles  donl  l'aire  est  égale  à  —  >  el  ainsi  de  suite.  La 
^icmt  opération  conduira  à  2"  triangles,  l'aire  de  chacun  d'eux 
étant  égale  à  ^«  L'aire  du  segment  de  parabole  est  évidemment 

égale  à  la  limite  vers  laquelle  tcud  la  somme  des  aires  de  tous  ces 
triangles,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  c'est-à-dire  à  la 
somme  de  la  progression  géométrique  décroissante 


-       S        S 
4  S 


4" 


qai  a  pour  valeur  -^-  On  voit  donc  que  faire  cherchée  est  égale 
aux  r  de  l'aire  du  parallélogramme  conslruit  sur  AB  el  CD. 

Tout  en  admirant  l'ingéniosité  de  celte  méthode,  on  ne  peut 
s'cmpécbcr  de  remarquer  que  le  succès  tient  uniquement  aux 
propriété*  particulières  de  la  parabole,  cl  que  le  procédé  n'a 
rien  de  général.  Les  autres  exemples  de  quadrature  dus  aux 
anciens,  que  nous  pourrions  ciler,  ne  feraient  que  confirmer 
celte  remarque;  chaque  courbe  nouvelle  exigeait  un  nouvel  arti- 
fice Mais,  quel  que  fût  l'arlincc  employé,  on  décomposait 
toujours  l'aire  à  évaluer  en  éléments  dont  le  nombre  aui;rju;nLaJl 
iodéfiniment,  et  il  fallait  chcrclit-r  la  II  mile  de  la  somme  de  ces 
partielles.    Laissant  de  côté  les  procédés  parliculiers  ('), 


(M  Oa  IrouTcra,  dans  le  Traité  ite  Duliamcl,  un  grand  nombre  d'cxoonplei  de 
détenuinatioas  d'aires,  d'arcs  el  de  vulumcs,  par  les  procédés  des  anciens. 
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nous  allons  iiulii[iioi'  loiil  tlo  siilLe  la  nivlliude  g;éiiéra!e  dv  iJéconi- 
|)uslliijii  i|ni  nous  citndiilra  LonL  iiaUitclIcnicnl  au  calcul  iiilégral. 

65.  Méthode  générale.  —  Soll,  pour  fi\er  les  idées,  à  évaluer 
l'aire  S  curuiiriie  eulic  un  arc  de  crnirhe  AMB^  un  axe  jcx'  nui  ne 
renconlie  pas  col  arc,  cl  les  deux  per|)eiidiculaires  AA»  el  BH^ 
abaissées  des  poinls  A  el   15  suc  xjc' ;  nous  supposerons  de  plus 


p,   f 


Fig.  g. 


«< 


T'- 


p\ 


qu'une  parallèle  à  ces  droites  AA„,  DB^,  ne  pcul  renconlrer 
l'arc  AMB  en  plus  d'un  point,  couime  l'indique  la  ftg.  i). 

Décomposons  le  segment  Ap  Bo  en  un  certain  nombre  de  par- 
ties, égales  ou  inégailes,  par  des  points  de  division  l'i,  P*,  ..., 
!'«_(,  et  par  ces  points  de  division  menons  des  parallèles  P)Qi, 
PjQa,  ...,  Ph_iQh^i  à  la  droite  AA^,  qui  reucontrenl  l'arc  AB' 
aux  points  Q,,  Q^,  •  .  .,  Qh_i  respeelivftnent. 

Puis  par  A  menons  une  parallèle  à  xx'  ([ui  uiuipe  P|Qi  au 
point  (y,,  par  Q,  une  parallèle  à  xx'  qui  coupe  P^Q,  au  point  ^j, 
el  ainsi  de  ^uile.  \ou.s  oblenons  ainsi  une  suite  de  rcclarigles  K,, 
Ra,  .  .  .,  lî(,  .  •  -,  R»;  cliacun  d  eux  peiil  être  louL  entier  à  rinté- 
rieur  du  conlour  AU  Bu  A„,  nnais  il  peut  aussi,  comme  rindiqtie  la 
figure,  avoir  une  partie  à  l'extérieur  de  ce  contour. 

Nous  désij;ncruus  par  a,  Taire  du  reclan{;le  K„  et  par  ^j  l'aîrej 
limitée    par  le   cniiiour   Pi_i  P/Q/Q/.».  Observons   d'abord   que 

cbacun  des  rapports  — »^i  •■•.  —,  •••i  Icod  vers  liinité  lorsque' 

lo  nombre  des  poinls  de  division  augmente  iiulérmiment,  de  façon 
que  toutes  les  dislances  A^P, ,  P|  P^,   ••-,  iVi  P|,   ...,  tendent 

vers  zéro.  En  eGTcl,  le  rapport      j  par  exemple,  est  évidemment 
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compris   enirc  tj — J-r —  el  jr — ^ — »   /,  et   L,  clanl  les  distances 

maxinium  et  inininuim  d'un  point  de  l'arc  Qi_iQiâ  Vaxexx';  il 
e»l  clair  que  ces  deux  ra[>|iorls  tendent  vers  l'unité  lorsque  la 
distance  P/_|l*/  devient  itijlniinent  petite.  Cela  posé,  le  rapport 


Pi-t-pi 


T- 


qui  est  compris  entre  le  plus  grand  el  le  plus  petit  des  rapports 

r»  ô^>  •••>  r.- >  aura  aussi  pour  limite  luniti'  lursinie  le  nombre 
Pi     h 


•  }  _    )  aura  aussi 


des  reclangies  angnienlc  iiulétinimenl.  Or  le  dénominateur  de  ce 
rapport  est  constaiil  et  é{j;al  à  l'aire  clierclu'e  S;  par  suite,  celle 
aire  est  aussi  é;^ale  à  la  limite  de  la  somme  a, -«- aj-|- .  .  .  +  a^, 
lorsque  le  nombre  n  des  rectangles  augmente  indénnimenl,  de 
^façon  à  satisfaire  à  la  condition  indiquée  plus  haut. 

Pour  déduire  de  )à  une  expression  aualjliquc  de  Taire,  suppo- 
sons que  l'on  ait  rapporté  la  courbe  AB  à  un  système  d'axes  rec- 
tangulaires, l'axe  Ox  coïncidant  avec  xx' .  Soit  r^=f{x)  l'équa- 
tion de  la  courbe  \h;f{x)  est  par  hypothèse  une  l'onction  conlinue 
de  J  lorsque  x  varie  entre  les  limites  a  el  ii,  abscisses  des  points  A 
el  B.  Si  Ton  désigne  par  .r, ,  jj,  .  .  ,  .r„_i  les  abscisses  des  points 
Je  division  P|,  l'a,  .  •  .,  !'„_  «,  les  bases  des  rectangles  précédents 
sont  j,  —  a,  x^  —  x, ,  . . .,  j",- —  a"(_,,  .  .  .,  b  —  x„_i,  et  les  hau- 
teurs sonl  de  même  /"(fl),  /(a-i),  .  . .  ,  /{xi_t),  ■  •  .,  /(j^«-i)- 
L'aire  S  esl  donc  égale  à  la  limite  de  la  somme 

/"l  — a  )/(«;-!- kJï—J"i)/(Ji  )—-..-+- (6  — -r«-l)/(j«-l), 

lorsque  le  nombre  /(  augmente  indéfiniment,  de  façon  que  toutes 


les  différences  Xt  —  «,  .r^  —  x, 


, ,  tendent  vers  Kéro. 


66.  Exemples.  —  Si  on  divise  la  base  A„Bo  en  n  parties  égales, 
de  longueur  h,(l'  —  «  =  n/j),  tous  les  reclangies  ont  la  même 
base  /<,  ri  les  hauteurs  sonl  respectivement 

/(a),    /{a -h  h).    /(rt-aA),     ...,    J[a -h  (n —i)h]; 

oo  a  donc  à  chercher  la  limite  de  la  sonirne 


i54 
où 
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h  = 


h  ^  a 


lorsque  le  nombre  enlîer  n  augmente  indérintmenl.  Le  calcul  est 
facile  lorsqu'on  sait  trouver  lu  somme  des  valeurs  de /(x)  pour 
de*  valeurs  de  .r  formant  une  progression  arithmétique.  C'est  ce 
qui  a  lieu  siy(x)  se  réduit  ù  une  puissance  entière  de  jr,  on  encore 

si  Pou  a  y(j:)  ^  sin  nijr  ou  _/"(  j:)  =  cos/nr Reprenons,  par 

exemple,  la  parabole  x-=y.py  et  proposons-nous  d'avoir  l'aire 
comprise  entre  un  arc  OA  de  cette  parabole,  l'axe  des  x  el  la 
droite  .t  =  o,  passant  par  l'exlrémité  A.  La  base  étant  divisée 
en  II  parties  égales,  de  langueur  h  (nh  =a),  nous  avons,  d'après 
ce  qui  précède,  à  chercher  la  limite  de  la  somme 


a/? 


[/<«-^  4  A«-4-. . . -(- (  n  —  i)' /t«  ] 


A  3 

1/1 


[1  +  4 


■(n  -  I)»]; 


on  a  entre  parenthèses  la  somme  des  carrés  des  («  —  i)  premiers 
nombres,  c  esl-a-dire —         ,  ei  la  somme  précédente  csl 

égale  à 

n(rt  — i)(a«— i) 

a». 

la/in* 

Lorsque  n  augmeulc   indéllnimcnt,  cette  somme  a  évidemment 

pour  limite  ^^  =  =  a  — ,  ou  le  tiers  du  rectangle  conslruil  sur  les 
'  fa/;        3      -ip  ° 

deux  coordonnées  du  poiul  A,  ce  qui  est  bieix  d'accord  avec  le 
résultat  obtenu  plus  liant. 

Dans  d'autres  cas,  comme  dans  t'exeniplo  suivant  dû  à  Fermât, 
il  vaut  mieiix  prendre  pour  abscisses  des  points  de  division  des 
nombres  en  progression  géométrique. 

Soit  à  trouver  l'aire  comprise  entre  la  courbe  ^'  =  Axi*,  l'axe 
des  X  et  les  deux  droites  j-  =  o,  x  =  6,  (o  ■<  a  <  6),  l'exposant  jx 
élyiit  quelconque.  Pour  cela,  nou?  insérerons,  entre  a  el  b,  n  —  i 
moyens  géométriques,  de  façon  à  avoir  la  suite 


rt(n-a),    a(n-oi)«, 


a(i  ■+-  a)" 


b. 


le  nombre  a  satisfaisant  à  la  condition  a(i -+-«)"=  6;  les  nombres 
précédents  étant  pris  pour  abscisses  des  points  de  division,  les 
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ordonnées  correspondantes  ont  pour  valeurs 

AttI*,    AaV-{i-i-a)V;    Aal*(i -H  «)»l»,     ... 

et  l'aire  du />"■"•  rectangle  a  pour  expression 

[a(i  -h  a)P— a(i  -h  5t)/»-«]Aa|i(i  -+-  a)'/'-«>r^  Aa;*+-«a(i  h-  a)(p-»'iit+i). 

La  somme  des  aires  de  tous  ces  rectangles  est  donc  égale  à 

Aal**->«[i  -4-  (i  -I-  at)V-*->  -f-  (i  -t-  a)»4lt+«'  -+- ...  -h  (i  -4-  a)!"-»"!*-»-»']  ; 

si    JA  + 1    n'est  pas  nul,  ce  que  nous  supposerons   d'abord,   la 
somme  entre  parenthèses  est  égale  à  —. \.^.  ~'  et,  en  rem- 

'  °  (l -t- «)!*+•  — I  ' 

plaçant  a(i  +  a)"  par  b,  on  peut  écrire  la  somma  précédente 
A(6i*+i  — o(^+»)  * 


(i-H  a)li+'  — I 


Quand  a  tend  vers  zéro,  le  quotient  ^-^ — ^^  a  pour  limite 

la  dérivée  de  (i  +  a)l*+'   par  rapport    à  a,   pour  a  =  o,   c'est- 
à-dire  (A  -f-  I  ;  l'aire  cherchée  est  donc  égale  à  — ^^ ^• 

Lorsque  pi  =  —  i,  le  calcul  ne  s'applique  plus.  La  somme  des 
aires  des  rectangles  inscrits  est  égale  à  nAa,  et  il  faut  chercher 
la  limite  du  produit  nx,  n  et  a  étant  liés  par  la  relation 

a(i  -H  a)'»=  b. 
On  tire  de  là 

,6a  b  I 

n»  =  log-  , — -, =  log -, 

"a  log(n-a)  "a  1 

Iog(i-f-a)« 

log  désignant  le  logarithme  népérien;  lorsque  a  tend  vers  zéro, 

i 
(i  H- a)'  a  pour  limite  le  nombre  e,  et  le  produit  na  a  pour 

limite  log--  L'aire  cherchée  est  donc  égale  à  A  log-  • 

67.  Fonctions  primitives.  —  L'invention  du  Calcul  intégral  a 
ramené  le  calcul  d'une  aire  plane  à  la  recherche  d'une  fonction 
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ajanl  pour  dérivée  tirie  fonclion  connue.  Soit  y  =y'(j;')  l'équalion 
d'une  coiirlje  rapporlce  à  deux  axes  reclangulaires,  la  fonclit>ny'(x) 
éLanl  coiilinuc.   Considérons   l'aire  comprise  cnLrc  cette  courbe, 
l'axe  des  .r,  une  ordannée  fixe  M„Po  el  une  ordonnée  varial>le  MP 
comme  fonclion  de  l'abscisse  x  de  l'urdonnée  variable.  Celle  aire  A  . 
est  évidemmeni    une  fonclion  continue  de  jt,   tant  que  la  fonc-i 
tion  y"(x)  reste  elle-même  continue.   Afin  d'embrasser  tous  les, 
cas  possibles,  nons  conviendrons  de  désigner  par  A  la  somme 
algébrique  des  aires  limilécs  pai'  la  courbe  donnée,  l'axe  de^  .r  et 
les  droites  MuPo,  Ml*,  cbacune  des  portions  dont  peut  se  com- 
poser celle  aire  étant  afTectée  d'un  signe,  le  signe  +  pour  les  aires 
à  droite  de  M^Pa  et  au-dessus  de  Ox,  le  signe  —  pour  les  aires  k. 


l'iU.    10. 


droite  de  IM,, Pu  et  an-dessons  de  O./*,  el  la  cotnentton  contraire 
élant  faite  pour  les  aires  à  gauclie  de  MoP,,,  Ainsi,  lorsque  MP 
viciil  en  M'P',  on  prendra  A  égal  à  la  ditTérence  des  deux  aires 

MuP.C-M'F'C; 

de  même,  si  i«P  est  en  M'P',  un  aiua  A  =M"P''D  —  M,^P,D. 

Ces  conventions  élant  faites,  nous  allons  montrer  que  la  fonc- 
tion continue  A  ainsi  définie  a  poni'  dérivéey(.r).  Prentvns,  comme 
l'indique  la  ligure,  deux  ordonnées  voisines  MP,  NQ,  d'abscisse»  ^J 
el  .r -h  A.r.  L'accroissement  de  l'aire  A.V  est  évideinmeal  compris 
entre  les  deux  rectanj^b'S   ipii   auraient  pour  base  commune  la] 
dislance  PQ  el  pour  hauteurs  respectives  la  plus  grande  et  la  plusl 
petite   des    ordonnées   de   Parc    M\  ;    désignons   ces    ordonnées 
niaxima  el  mininia  par  W  el  A,  notir^  [louvons  écrire 

^  Ax  <  AA  <  H  Ax, 
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ou,  en  divisant  par  Ix,  /i  <  -^  <  IL  Lorsque  Ax  lend  vers  zéro, 

la  fonclion  y"(  j*)  élanl  coiUintKVj  H  cl  h  oui  pour  limile  com- 
mune Mf*  ou  /(j");  la  fonclion  A  a  donc  poui-  dérivée  /(jr).  Le 
Ifcleur  vérifiera  sans  peine  que  la  conclusion  esL  la  même,  qnelte 
que  soit  la  position  du  point  IVL 

Si  l'on  connaît  déjà  une  fonction  primitive  do  /"(j),  c'esl-à-dire 
UDC  fonction  F(j-)  avant  pour  dérivée /(^),  la  différence  A  —  F(j*) 
-îr^nl  sa  dérivée  ég^ale  à  zéro  se  réduit  à  une  constante  G  (n°  8). 
Pour  déterminer  lu  constante  C,  il  suffit  de  remarquer  que  Paire  A 
est  nulle  pour  l'abscisse  x  =  a  de  la  droite  Mo  l'o-  On  a  donc 

A  ^F(ar)  — F(a). 

Le  raisonnement  qui  précède  prouve  ;  d'une  part,  que  la  déter- 
tnination  d'une  aire  plane  se  ramène  k  la  recherche  d'une  fonction 
primitive;  d'autre  part  (et  celle  conséquence  est  beaucoup  plus' 
importante  pour  nous),  que  toute  fonclion  coiiliitue  f{x)  est  la 
dérivée  d'une  autre  fonclion.  Ce  théorème  fondamental  est  ainsi 
établi  à  l'aide  d'une  mtlion  géométrique  un  peu  vague,  celle  de 
Taire  d'une  courbe  plane.  On  s'est  coutenlé  pendant  lon-^lemps  de 
celle  démonstration,  mais  elle  ne  saurait  suffire  aujourd'hui.  Pour 
fournir  une  base  solide. au  (Calcul  intégral,  il  est  indispensable  de 
donner  de  ce  théori^nie  une  déinunstration  purement  analytique, 
ne  faisant  aucun  a|)pel  à  l'iiiluition  géométrique.  Si  j'ai  ra[q)elé  la 
démonstration  précédente,  c'est  uon  seulement  à  cause  de  son 
intérêt  historique,  mais  aussi  parce  ([u'cllc  nous  fournit  l'élément 
anaUtique  essentiel  de  la  nouvelle  démonstration.  C'est  en  elTcl 
l'élude  des  sommes  telles  que  (i),  et  de  sommes  d'une  forme  un 
peu  plus  générale,  qui  va  jouer  un  rcMe  prépondérant.  Avant 
d'aborder  celle  élude,  il  nous  faut  d'abord  [iréscnler  quelques 
considérations  sur  les  propriétés  générales  des  fonctions  et  en  par- 
ticulier des  fondions  continues  (  '  }. 


(')  Parmi  les  traraux  les  plus  imporlanis  sur  la  nntion  générale  d'intégrale 
ilèfioi«,  je  doii  citer  ici  le  Méiiitiîrc  tie  Hiemaiin  Sur  la  possibilité  de  repré- 
teaUr  une  /onction  par  une  série  Irigonométriffue  {Œuvres  de  liiemann,  tra- 
dvilc»  par  L.dUgcl,  p.  2ï5),  cl  le  Mtiiiioire  déjà  cité  «le  M.  Uarl>oux  Sur  les  fonc- 
tioiu  diteoniinuet  {Annales  de  l'École  Anormale  supérieure,  i*  série,  t.  IV). 
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II.  -  INTÉGRALES  I>I^KIMES.  -  NOTIONS  GÉOMÉTRIQUES 

QUI   S'\    RATTACHENT. 


68.   Liiinites  supérieure  et  inférieure.  —  On  dit  qu'un  pnsombTç 
de  nombres  esl  limité  supèricmemcnl  s'il  esl  possililo  de  trouver 
un  nombre  fixe  N  tel  qu'il  n'existe  aucun  nombre  faisant  parlie  de 
l'ensemble  et  supérieur  à  N.  On  dit  de  même  qu'un  ensemble  esl] 
/irnifé  in/r/ieurement  s'il  est  possible  de  trouver  un  nombre  N'I 
tel  qu'il   n'existe  aucun   nombre  de  cet  ensemble  inférieur  à  N'. 
Ainsi  l'ensemble  des  nombres  entiers  pnsilifs  esl  limite  inférieu-j 
remenl,    mais    n'est  pas   litiiilé   sii|)crieurcment ;    l'onsHinble  des 
nombres  entiers,  [lositilsoti  négalils,  n'est  limité  ilans  aucitn  sens,i 
tandis  que   rcnsemble  des   nombres  rationnels,  compris  entre 
et  I,  esl  limité  des  deux  ct'ilés. 

Soit  (E)  un  ensemble  limité  supérieurement.  On  peut,  relati- 
vement à  cet  ensemble,   décoinposer  tous  les  nombres  en  deux 
classes.   Nous  dirons   qu'im    noudtre  a  appartient  à   la   première] 
classe,  s'il  existe  des  nonjbros  de  l'ensemble  (E)  supt'rieurs  à  a,  elj 
qu'il  appartient  à  la  seconde  classe  si  aucun  des  nninbres  de  {E)j 
n'est  supérieur  à  a;  l'ensemble  considéré  étant  limité  supèricui 
nieul,  il  est  clair  qu'il  exisle  des  noiidjres.des  deux  classes.  Soit  A 
un  nombre  de  la  première  classe  et  \i  un  nombre  de  la  deuxième 
classe;  on  a  évidemment  A<^B,  et  il  existe  des  nombres  de  l'en- 
senible  (E)  compris  entre  A  et  B,   tandis  qu'il  n'en  existe  aucai 


(lui  soit  supérieur  à  B.  Le  nombre  C  ^^ 


A  -  H 


peut  appartenir  à  le] 


première  ou  à  la  deuxième  classe;  dans  le  premier  cas,  nous  rem— j 
placerons  l'intcrvalte  (A,  B)  par  l'intervalle  (C,  B)  cl,  dans  lel 
second  cas,  par  l'intervalle  (A,  C).  Le  nouvel  intervalle  (A,,  BiH 
est  la  moitié  de  (A,  B)  et  possède  la  même  propriété  que  le  pr 
niier;  il  existe  au  moins  un  nombre  de  rensemble  (E)  siipérieuri 
à  A|,  el  il  n'en  existe  aucun  de  sujiérieur  à  [î,.  En  opérant  suri 
(Ai,  b,)  comme  on  a  opéré  sur  (A,  B)  et  ainsi  de  suite  indénni-j 
nient,  on  forme  une  suite  illimilée  d'inter\al]es  (A,  B),  (A,,  B|),j 
(Aj,  Bï),  . .  .  dont  cliacun  esl  la  moilié  du  précédent  et  qui  possc-J 
dent  la  même  propriété  que  le  premier  intervalle  (A,  B),  relalîvc-| 
ment  à  l'ensemble  (E).  Les  nombres  A,  A|,  Aj,  . . .,  A„  ne  von| 
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jamais  en  décroissant  el  sont  Ions  infc'^rienrs  n  H;  Jonc  ils  tendent 
vers  «me  limite  ).  (ii°  1).  De  même,  les  nombres  B,  B,,  Ho,  ...  ne 
vont  jamais  en  croissant  el  sont  tous  supérieurs  à  .\;  iU  tendent 

donc  vers  une  limite  V.  D'ailleurs  la  difiercnce  B„  —  A«  =  — — — 

2" 

tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  l'on  a  ).'=/,.  Soil  L  celle  limite  commune;  ce 
nombre  L  est  appelé  la  limite  supérieure  de  l'enseinLIe  (E). 
U'aprés  la  façon  même  dont  on  l'a  obtenu,  il  jouit  des  deux  pro- 
priétés suivantes  : 

1°  Aucun  nombre  de  l'ensemble  i\\)  n'est  supérieur  à  L; 

a'  Quelque  petit  que  soit  un  nombre  positi/ 1,  il  existe  tou- 
jours un  nombre  de  l'ensemble  (E)  supérieur  à  L  —  e. 

Supposons  en  elTet  qu'il  existe  un  nombre  de  l'ensemble  supé- 
rieur à  L,  soit  L  -i-  /i  (/i  >■  o).  Comme  B„  tend  vers  L  lorsque  n 
augmente  indéfiniment,  à  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande, 
Bn  serait  inférieur  à  L  -f-  A,  ce  qui  est  impossible,  puisque  B„  est 
de  la  seconde  classe.  Soil  d'autre  part  e  ud  nombre  positif  quel- 
conque. A  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande,  .\„  est  supéiieiir 
à  L  —  £  el,  comme  il  j  a  des  nombres  de  (E)  supérieurs  à  A„,  ils 
sont  aussi  supérieurs  à  L  —  e.  il  est  clair  que  Us  deu\  propriétés 
précédentes  ne  peuvent  appartenir  à  auctm  nulic  nombre  que  L.' 

La  limite  supérieure  L  peut  iqvpartenir  ou  non  à  l'ensemble  (E). 
Par  exemple,  si  l'on  prend  les  nombres  rationnels  qui  ne  dépassent 
pas  ^,  ce  nombre  a  est  précisémcnl  la  limite  su[>érieure  el  ap[Kir- 
lieot  à  l'ensemble;  au  contraire,  les  nombres  irrationnels  qui  ne 
dépassent  pas  a  ont  encore  i  pour  limite  supérieure,  mais  cette 
limite  ne  fait  pas  partie  de  l'ensemble.  Observons  encore  cpie, 
lorsque  la  limite  supérieure  E  n'appartient  pas  à  l'ensemble  (E), 
il  T  a  toujours  une  infinité  de  nombres  de  (E)  supérieurs  à  L  —  e, 
•assi  petit  que  soit  e.  Car,  s'il  n'y  en  avait  qu'un  nombre  fini, 
e'eil  le  plus  prand  de  ces  nombres  qui  serait  lu  limite  supérieure, 
el  non  pas  L.  Eorsque  l'ensemble  se  réduit  à  un  sysltinc  de  n 
nombres  diOérenls,  la  limite  supérieure  est  égale  an  plus  grand  de 
ces  n  nombres. 

On  démontre  de  la  mémo  façon  que,  si  un  ensemble  est  limité 
inférieurentenl,  il  admet  une  limite  inférieure  L',  possédant  les 
deux  propriétés  suivantes  : 
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I"  Aucun  nombre  de  l'e/isenthfe  n'est  inférieur  à  L'; 
2°  e  étant  un  nombre  positif  arbitraire,  il  existe  un  nonibn 
de  l'ensemble  inférieur  à  L'  +  £  (  '  ). 

69.  Oscillation.  —  Soil  /(j-)  une  fonction  bien  dcdiiie  dans  un 
ÎQtcrVfille  {h,  b),  c'est-à-dire  U:llc  (ju'à  loule  valeur  de  x  coiii|)risfi 
enlrc  a  et  h,  cl  aux  liinile.s  a  ei  b  elles-nititnes,  corresponde  une 
valeur  utiique  de  y(j:'\  Celte  fonction  est  dite  /7«/V?  d:ins  cet 
intervalle  si  loiiles  les  valeurs  ijn'clle  prend  sont  comprises  entre 
deux  nond)res  fixes  S.  et  B.  L'cnsenddc  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion f{jf)  est  alors  limité  siipérieurcmenl  et  inférienrement. 
Soient  M  et  m  les  limites  supéricnreet  inférieure  de  cet  ensemble; 
la  différence  A  =:  M  —  m  s'appelle  Voscillalio/i  de  la  roiicliony(xj 
dans  rinlervallc  {a,  b).  fl 

Lesdéfînitions  qui  précèdenl  donnent  lieu  à  quelques  remarque*. 
Pour  qu'une  fonction  soit  Unie  diins   uu  intervalle  (r/,   //),  il  ne 
suflil  pas  qu'elle  ail  une  valeur  finie  pour  uliaque  valeur  de 
Ainsi  la  ("onction  /"(x)  définie  de  la  manière  suivante  entre  o  et  i. 


/(o)  =  o.       f(x)  = 


pour  X  >  o, 


possède  une  valeur  finie  pour  chaque  Videur  de  X,  et  cependan 
elle  n'est  pas  Unie  au  sens  que  nous  alLacltons  à  ce  mot,  car  on 

ay(x)  >•  A,  pourvu  que  l'on  jirenne  x  <:Z  -r'  De  même  une  fonc- 
tion finie  dans   l'intervalle   (a,  b)   peut  prendre  des  valeurs  nu 
dilltrenL  d'aussi  peu  qu'on  voudra  de  la  limite  supérieure  M  ou  d 
la  limite  inférieure  m,  mais  elle  n'atteint  })as  nécessairement  cei 
valeurs  elles-mêmes.  Par  csemplc  la  fonction' /(j:)  définie  dan 


(')  Lorsque  tous  les  nombres  pcuvenl  ùlrc,  d'après  une  prnpriéli^  particulière, 
partagé»  en  deux  classes,  A  et  1),  du  telle  fai;c)n  qu'un  tioinbrc  qiielcunquc  de  lu 
classe  A  soit  inféiicur  à  un  nnnihrc  quelconque  de  la  classe  II,  \i»  liniUe  supé- 
rieure L  des  nomhres  de  U  iil.-vs*c  \  est  en  méinc  leinps  la  limite  inférieure  «Ici 
nunibres  de  Ja  classe  U.  H  est  ilair  d'abord  que  toiU  nombre  supérieur  à  L  e»l 
de  la  classe  H;  s'il  existad  (in  nonnbre  L'  <  L,  faisant  partie  de  la  classe  B 
eo  serait  de  même  de  luut  numbre  !>upcricur  it  L'.  On  voit  donc  que  tout  oonibri 
inférieur  à  L  en  de  la  classe  A,  tout  nombre  supi^rieur  à  I.  est  de  la  classe  B;  li 
nombre  L  lui-même  peut  appartenir  à  l'une  ou  l'autre  des  deux  classes. 


i 
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Tntervalle  (o,  i)  par  les  condiLtons 

/(o)  =  o,        f{x)=\—T,         |)nuro<xli, 

admet  pour  limile  supérieure  M=  i,  el  n'altcinl  jamais  celle 
limilc. 


70.  Propriétés  des  fonctions  continues,  —  Nous  allons  inainte- 
□anl  nous  octupor  en  |iailu  iilier  dc^î  foiiclioiis  continues. 

TnÉonÈME  A.  —  Soît/{j-)  une  fonction  continue  dam  l'in- 
tervalle («,  b),  et  z  un  no/nbn;  positif  arbitraire.  On  peut 
toujours  di'composcr  l' intervalle  (a,  6)  en  an  certain  nombre 
d'intervalles  partiels  tels  que,  pour  deux  valeurs  quelconques 
de  la  variable,  x!  el  x",  appartenant  à  un  même  intervalle 
partiel,  on  ait  toujours  \f{x')  ^/(■r")!<  £• 

Supposons  en  cflTel  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi,  el  soit  c  =  — ; — ; 

l'un  au  n»oins  des  inlervalles  (*/,  c),  (c,  b)  jouira  de  la  même 
propriclc  que  («,  b),  cesl-à-dire  qu'il  sera  impossible  de  le 
décomposer  en  intervalles  partiels  satisfaisant  à  rénoQcé  du  ihéu- 
rèmc  En  It*  siilisliltinnl  à  (</,  b),  et  en  raisonnant  comme  plus 
haut  (n"68),  nc>u>  ("niinerons  nnc  suite  indélinie  d'iiilcrvallcs  (*/,  /y), 
(a<t6i),  («î,  tj),  •■•,  diinl  chacun  est  la  nioilié  du  précédent, 
el  qui  possèdent  la  même  [iropriélé  que  l'inlcrvalle  primiti['(o,  b). 
Quelque  grand  que  suit  //,  on  [leul  toujours  Uouverdaiis  l'inler- 
>alle  {a„,  b„)  deux  nombres  x'  et  af'  lels  que  \f{x')  — f(^'")\  soil 
supérieur  à  e.  Cela  élanl,  désignons  par  A  la  limile  commune  des 
deux  suites  de  nondjres  a,  «,,  a^,  ...  cl  6,  i,,  b,.^  ....  La  fout- 
lion  y  (j)  élanl  conlinue  pour  .r  =  A,  on  peut  trouver  un  noniLre  Tj 

tel  que  Ton  ail  \f{x) — /()•)!  <C  "'  Pourvu  »jiie  |.r  —  /.|  soil  infé- 
rieur à  Tf^.  Choisissons  ensuite  n  assez  g^rand  pour  que  a„  el  b„ 
diffèrent  de  )v  de  moins  de  r,,  de  façon  que  rintervalle  («„,  b„) 
soit  compris  dons  l'intervalle  Çj.  —  r^,  )>  +  t,  J  ;  x'  el  x"  étant  deux 
valeurs  quelconques  de  l'intervalle  ((/„,  6„),  on  aura  donc 


\f(x')-f(ï,\<l,     |/(^')--/(>)l 


ri    par    suite    \f{x') — /(•^")|<î-     ï-a    supposition    dont    nous 
G.  Il 


ifis 
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.sommes  parti?  nous  conduil  ù  une  contiacJiclion.  Le  lliéorème  eslj 

donc  c\;icl. 

Corollaire  I.  —  Soil  rf,  j?,,  x-^.  .  ..,  r^,,  b  un  mode  de  sub-J 
division  de  riiitervalle  (a,  b)  en  p  inlfi-valles  [tarliels,  salisfaisani 
aux  conditions  de  Tënonc^,  Dans  linLervalle  (o,  jr,  )  on  aut 
j/(u-V<i/(rt)|  +  i,  cl  en  parliculicr  |/{^,  )l  <!/(«)!  4- e  ;  de! 
même,  dans  rinlcrvalle  (x,,  JC^),  on  anra  |/(x)|  <;  ]/(.r,)|  -f-  e  et] 
a  fortiori  |/(ir)j  ><  |/{a)| -H  2t.  En  particulier,  pour  x  =  Xg^* 
|/(Xï)!  <  |/(«)| -f- ï!îi  cl  ainsi  de  suite.  Pour  le  tfernicr  intçr- 
valle,  on  obtiendra  l'inégabtë 

|/(*)|<|/(Xp_,,[^-£<|/(«)|+/,5, 

Oo  voit  (jiie  la  vaictir  absolue  de  /{-x)  dans  l'intervalle  (a,  6)j 
reste  toujours  inférieure  à  \/{a  i'  -+-  pz.  Toute  fonction  continue^ 
fions  an  inlcri-a/le  (a,  b)  est  donc  finie  dans  cet  intervalle. 

Corollaire  11.   —   Imaginons  que  l'on  ait  décomposé  l'inler-j 
valie   (f/,    b)    en   p  inlerviilles   paiLiels   (a,  .r,'),    (,r,,  :rj)»    . 

{Xp^i,   bi,    tels   que    l'«;ii    itil    toujours  !/(-r') — y(j:')|  ■<  -  pour^ 

dcuwiiteurs  quelconques  do  x  apparlenanl  à  un  même  Inlervalle. 
Soit  r,  un  nombre  positif  plus  pelil  que  toutes  les  dilTérences 
Xi  —  «,  ^j  —  X(.  ...,  b  —  Xp_i.  Prenons  ifeiix  nombres  quel- 
conques compris  entre  a  et  b,  tels  que  l'on  ail  \x'  —  .r"|<  r^^  et 
cherchons  une  limite  supérieure  de  \f{x') — f[x")\.  Si  les  deux 
nombres  x\  x"  tombeul   dans   un  m^me  inlervalle  partiel,  on  a 

\/{x') — /(^)i-<r'  Dans  le  cas  contraire,  j::*  et  x"  appartien- 
nent ù  deux  inlervallcs  consécutifs,  et  il  esl  clair  que  Ton  a 
\f{x') — /(j")]  <  2  -  =  E.  Donc,  à  tout  nombre  positif  t  on 

peut  frire  correspondre  un  autre  nombre  positif  r^  tel  que,  jr* 
et  x"  désignant  deux  nombres  de  l'intervalle  (a,  b),  on  ait 

|.Ay)-/(x')|<c, 

toutes  les  fois  que  l'on  a  |.r'  —  x''\<,r\.  On  exprime  aussi  cellej 

propriété  en  dis;inl  que  la  faneliou/'(.r)  esl  uniformément  con- 
tinue dans  l'intervalle  (n,  b). 


Théorème  B.  —   Une  fonction  f{x)  continue  dans  l'înter- 
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valle    a,   b)  prend  au  moins  une  fois  toute  valeur  comprise 
entre /{a)  et  f{b),  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  h. 

Prenons  daLord  un  cas  particulier.  Supposons  que  f{(i)  et 
y*(^)suienl  de  signes  conliaires,  par  exemple  t|iic  l'on  aiLy(rt)  <;  o, 
/(b)>o.  Nous  aUons  montrer  qu'il  existe  au  moins  une  valeur 
de  X  comprise  entre  a  vl  b  pour  laquelle  f(.r)  =  o.  En  cfFet, 
/(jt)  est  négatif  aux  environs  de  a  et  positif  aux.  environs  de  b; 
considérons  l'ensemble  des  valeurs  de  x  comprises  entre  a  el  6 
qai  rendent  la  fonction  ^"(jc)  positive  et  soit  ).  la  lintite  inférieure 
de  cet  ensemble  («<l)><Ci)-  D'après  la  définition  niènic  de  la 
limite  inférieure, /"()>  —  A)esl  négatif  ou  nul,  pour  toute  valeur 
positive  de  /*;  /{h)  qui  est  la  limite  dc/(A  —  h]  esl  donc  aussi 
négatif  ou  nul.  D'un  autre  côté,  on  ne  jieul  avoir  y(l)  ■<  o.  Sup- 
posons en  elFel  J'Ç/.)^=  — m,  m  étant  un  nombre  positif.  La  fonc- 
lion/(x)  étant  continue  pour  x  =  A,  on  peut  trouver  un  nombre  ti 
tel  que  Ton  ait  \/{x}  —  /(Â)|<ni,  lorsque  l'on  a  \x  —  )k[<7i; 
la  fonction y(j)  sérail  donc  négative  pour  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  ).  et  )>-|-Tj,  el  ).  ne  serait  pas  la  liuiile  inférieure  des 
valeurs  de  x  rendant  la  fonction  po.sitivc.  On  a  donc_/"(X):=o. 

Soit  maintenant  N  un  nombre  compris  entre  y((/)  ai  f(^b),  La 
lofictiou  continue  '^(.r)  = /*(.r)  —  N  prend  dos  valeurs  de  signes 
contraires  pour  x  =  a  et  pour  x  =  b.  Donc,  d'après  le  cas  parli- 
itilier  qui  vient  d'être  traité,  elle  s'annule  au  moins  une  fois  dans 
l'intervalle  (rt,  b). 

Théorème  C.  —  Toute  fonction  continue  dans  un  inter- 
mlle  (^a,  6)  atteint  au  moins  une  fous  sa  limite  supérieure  et 
Kl  limite  inférieure. 

D'aliord  toute  fonction  continue  restant  finie,  comme  on  l'a 
déjà  démontré,  admet  une  limite  supérieure  M  el  une  limile  infé- 
rieure m.  Démontrons,  par  exeni[)le,  que  l'on  ay'(.i-):=M  pour 
UDc  valeur  de  x  au  moins  dans  l'intervalle  (a,  b). 

Soit  c= j  la  limite  supérieure  def{x)  est  égale  à  M  pour 

l'ioau  moins  des  intervalles  (a,  c),  (c,  b).  Remplaçons  (a,  b) 
parce  nouvel  intervalle,  sur  lequel  nous  recommencerons  l'opéra- 
tion, et  ainsi  de  suite.  En  raisonnanl  comme  on  l'a  déjà  fait  plu- 


f{x)  reste  compris  enlre/(),)  +  "  el/(>.)  —  f  et  soil,  par  consé 
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sieurs  fois,  nous  formerons  une  suilc  indiTuiie  triiitcrvalle*  (a,  b), 
(rti,  ^i),  (<'j,  ia)i  •  •  •  dont  cliacuu  est  (a  moitié  tin  piccédent,  la 
limite  supérieure  âiS  f[x)  duns  cliacuu  de  ces  intervalles  étant 
toujours  égale  à  M.  Soil  /.  la  limite  commune  des  deux  suites  a, 
a, ,  ...,«;,,  ...  et  b,  b,,  .  .  .,  b„,  ...  ; /(X)  est  é^'al  à  M.  Sup- 
posons, en  eD'el,  y().)  =  M  —  h,  h  étant  positif;  on  peut  déter- 
miner UD  nombre  positif  ti  lel  cpie,  x  variiinl  de  A  —  7,  à).  4-7,, 

quent,  inférieur  à  M —  f  ■  Prenons  ensuite/?  assez  grand  pour  que 

a„  clb„  difTèrciit  de  leur  limite  A  de  moins  de  t,  ;  l'intervalle  {a„,  b„) 
sera  compris  dans  l'intervalle  {X  —  r^,  ).  +  7,).  La  limite  supérieure 
de  /(x)  dans  l'intervalle  («„,  6„)  ne  pourrait  donc  être  égale  à  M. 
En  rapprochant  ce  théorème  du  [irécédent,  on  en  conclut 
c\a^ ii/te  /onction  conlinite  dans  un  inter^'alle  (</,  b)  fmsse,  uti 
moins  une  fois,  par  toute  valeur  comprise  entre  sa  limite  supé- 
rieure et  sa  limite  inférieure.  Le  théorème  A  peut  de  même 
s'énoncer  ainsi  :  h'tant  donnée  une  fonction  continue  dans 
i'intervailc  («,  b),  on  peut  le  décomposer  en  inler%  ailes  par- 
tiels assez  petits  pour  que  l' oscilla f ion  de  la  fonction  dans 
chacun  d'eux  soit  moindre  que  tout  nombre  positif  choisi 
arbitrairement.  L'oscillation  d'une  fonction  coiilinue  est,  en 
effet,  éf^ale  à  la  dilléreucu  des  valeur»  di:f{x)  pour  deux  valeurs 
particulières  de  la  variable. 

71.  Les  sommes  S  et  s.  —  Soil/(.r)  une  (onction  lime,  eon- 
linue  ou  non,  duns  l'intervalle  (rt,  6),  où  a  •<  6.  Imaginons  l'in- 
tervalle (a,  b)  décomposé  en  un  certain  nombre  d'intervalles  par- 
tiels plus  petits  (rt,  J|),  (j-,,  Xi),  .  .  . ,  {xp_,,  b),  les  nombres  x,, 
Ts,  ..  .,  Xp_i  allant  en  croissant;  désignons  par  M  et  ni  les  limites 
de  /(x)  dans  l'intervalle  total  et  par  M,  et  /«,  les  lituius  dans 
fialervalle  {j"j_»,  Xi)  et  posons 


1 


S  =  Mi(xj—  a  )  ■+■  Mi(2-] —  X,)- 


Mp(6  — j-,_,  ), 
mp{b  —x^^). 


A  tout  mode  de  subdivision  de  {a,  b)  en  intervalles  plus  petits 
correspond  une  somme  S  et  une  somme  j  <;  S.  Toutes  les 
sommes  S  sont  évideramcnl  supérieures  à  m{b  —  a),  car  tous  les 
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nombres  M,  sont  pins  graiuls  que  ni  ;  ces  sommes  S  onl  donc  une 
limite  inférieure  I.  De  tnémc,  les  sommes  s,  qui  sont  loulcs  plus 
petites  f|iic  \l(b  —  a),  onl  une  limite  supérieure  F.  Nous  allons 
monlicr  r|iie  I'  est  au  plus  égal  à  \.  Il  suffit  évidcniiiienl  pour 
cela  Hr>  tiionlrer  qu'étant  donnés  iienx  modes  Je  siilidivision  quel- 
conques de  l'inlervallp  (a,  i),  auxquels  corres]>ondenl  respective- 
menl  les  sommes  S  et  *.  S'  et  5',  on  a  .ç  <  S',  y<^S. 

Supposons  d'idiorJ  fpi'on  subdivise  chacun  des  intervalles  (a,  j:,), 
(j",,  x-i).  ...  en  in Lerv ailes  plus  [>ctils  par  de  nouveaux  points  de 
division  et  soit 


fli   .Vi.    ;i't, 


yk~\'     a-i,    j»**i, 


y,-^,    Xj,    yt^u 


la  nouvelle  suite  obtenue;  le  nouveau  mode  de  subdivision  est 
dil  consécutif  ;%»  |nririier.  Désignons  par  2  et  t  les  sommes  ana- 
logues à  S  et  à  A  relatives  à  relie  nouvelle  division  de  (o,  b)  et 
comparons  S  et  1,  «  et  a.  Comparnns,  par  exemple,  les  portions 
des  deux  sommes  S  et  S  qui  [irovienncnt  de  Tintervalle  (a,  Xi). 
Soient  y\\  et  m\  les  limites  dey"(T)dans  rinlcrvalle  (o,^-,),  M!, 
el  m',  les  limites  dans  l'inlervalle  (j'i,,rï),  .  .  . ,  M]^  et  m\  les  limites 
dans  l'inlervalle  (j'*-t,  ^'i)-  I-a  portion  deï  qui  provient  de(rt,  x,) 


est  donc  égale  à 


WÎ(.>'i-«)-^"iO't— j'i) 


M*(t,— j*_i), 


et,  comme  les  nombres  M',,  Mj,  .  . . ,  M^  ne  peuvent  dépasser  M,, 
il  est  clair  que  la  somme  précédente  est  au  plus  égale  à  M|  (.ri  — a); 
denu^me,  la  portion  de  S  qui  provient  de  l'intervalle  (jti,  x^)  est 
ïu  plus  égale  à  M;,(.rî  —  J"i)>  ol  ainsi  de  suite.  \\n  ajoutant  toutes 
CCS  int'galjlés,  ou  trouve  ï^S,   et  l'on  verrait  de  même  que  l'on 

Considérons  mainlenaiil  ûcu\  modes  de  sutjdivision  tout  à  fait 
quelconques,  auxquels  correspondent  les  sommes  S  el  s,  S' el  s'. 
I'.n  superposant  les  points  de  division  des  deux  subdivisions  pré- 
c^lenles,  on  obtient  un  troisième  mode  de  subdivision  qui  peut 
'lie  considéré  couimc  consécutif  à  cbacun  des  premiers.  Soient  S 
*l»les  sommes  relatives  à  cette  division  auxiliaire.  D'après  ce  que 
nous  venons  de  voir,  nw  a  les  inégalités 


s;  S. 


5     .      •'! 


2<S', 
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comme  S  esl  supérieur  à  o-,  on  en  conclul  que  l'on  a  /<  S,  J  <;  S'. 
Toutes  les  sommes  S  étant  supd-riciircs  aux  sommes^,  la  limite  I 
ne  peut  être  inférieure  à  la  limite  1';  donc  on  a  I?  I'. 

7i.  Fonctions  intégrables.  —  Une  fonction  finie  dans  un  inler- 
valle  (/7,  /;)  esl  dite  inft'grahie  dans  cel  intervalle,  si  les  deux 
sommes  S  et  5  tendent  vers  une  limite  commune  lorsque  le  nombre 
des  inlervalles  partiels  augmente  indélinimcnl,  de  façon  que  i  liaciin 
de  CCS  intcrvaUes  partiels  tende  vers  zéro. 

Pour  qu'une  fonction  soit  intégrable  dans  un  inten-alle 
(a,  6),  it  faut  et  il  sujfil  qu'à  tout  nombre  positif  t  on  puisse 
faire  correspon<fre  un  autre  nombre  positif  r^  tet  que  S  —  s  soit 
inférieur  ù  £,  lorsque  tous  les  inlervalies partiels  sont  moindres 
que  i\. 

La  condition  est  nrtessaire.  Si  S  et  s  on l  une  limite  com- 
mune I,  on  peut  Ironver  un  nombre  r,  assez  petit  pour  qne  |S  —  Il 

et  I*  —  1|  soient  inférieurs  à  -  lorsque  tous  les  intervalles  partiels 

sont  moindres  que  r,.  On  aura  n  fortiori  S  —  s  <^t. 
La  condition  esl  suf/isante.  On  peut  écrire,  en  efiet, 

S  — î  =  S  — I-f-I  -  l'-T-  J'-*; 

aucun  des  nombres  S  —  1,  I  —  F,  I'—  j  ne  peut  (Hrc  négalif;  pour 
que  leur  somme  soit  inférieure  à  e,  il  faut  que  ehacim  d'eux  soil 
moindre  que  e.  Or  I  —  l'  est  un  nombre  (ixc,  positif  ou  nul.  e  un 
nombre  positif  arbitraire;  fl  faut  donc  que  l'on  ait  1'=  I.  Il  fatit 
de  [►lits  que  l'on  ait  S  —  1  <  e,  I — J<;  £,  lorsque  tous  les  inter- 
valles partiels  sont  moindres  que  r,,  ce  qui  revient  à  dire  que  les 
sommes  S  et  s  ont  une  limite  commune  I. 

La  fonction  f{x)  esl  dite  alors  intégrable  dans  Tintervalle 
(a,  b)'f  la  limite  I  s'appelle  une  intégrale  définie  et  se  représente 
par  le  symbole 

1=    f'f(jr)djc, 

qui  rappelle  son  origine,  et  qui  se  lit  somme  de  a  à  // dey(j:)rf.r. 
D'aprt^s  sa  définition  même,  I  est  toujours  comprise  entre  les  deux 
sommes  S  et  s,  correspondant  à  un  mode  quelconque  de  subdivi- 


1 
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^on  ;  en  prenanl  pour  valeur  approcfiëe  de  I  un  nombre  quel- 
conque compris  entre  S  eL  .t,  l'eiœur  commise  csl  plus  pelilc 
que  S  —  5. 

Toute  fonction  continue  csf  intègiable.  —  La  diiléreuce  S  —  s 
csl,  en  effet,  plus  pclile  ou  a«i  plus  égale  à  [b  —  «)w,  en  désignant 
par  w  une  limite  supérieure  de  i'oscillalion  de  /'(r)  dans  chaque 
intervalle  [lartiel.  Or  on  peut  clioisir  un  nombre  y,  tel  <]ue  l'os- 
cillation soit  moindre  qu'un  nombre  positif  donné  tlitns  tout 
intervalle  inférieur  à  t,  (n"  70).  Si  l'on  choisit  t,  de  façon  que  l'os- 
cillation soil  plus  petite  que  ^-— — •  la  différence  S  — 5  sera  infé- 
rieure à  E. 

Une  fonction' qui  n'est  Jamais  décroissante,  ou  jamais  crois- 
sante dans  un  intervalle,  est  intègiable  dans  cet  inti'rial/e. 

On  dit  qu'une  fonction  n'csl  jamais  décroissante  dans  tin  inter- 
valle {a,  b)  si  l'on  a  pour  deux  valeurs  quelconques  .r',  ,r"  de  cet 
intervalle /(y) ^/(ar*)  lorsque  x'>x".  La  fonciion  (.ctil  con- 
server une  valeur  constante  dans  cei-laines  [torlions  de  riutervalle, 
mais,  si  elle  ne  reste  pas  conslanLe,  elle  va  en  croissant.  Parta- 
geons l'intervalle  («,  bj  en  n  intervalles  partiels  inférieurs  à  r,  ;  on 
peut  écrire 


S=f(x,)(T,-a)-^f(Tt)(x,-x,) 
'  =/(«)  (a^i— a)-«-/(a:i)(ar,— X,)- 


■  -hf(,b){b-x„.,  ), 


En  effet,  la  limite  supérieure  dans  l'inlervalle  (a,  .r,),  par 
eicniple,  est  égale  à  /(j:,),  et  la  limite  inférieure  égale  à  /  a),  et 
tic  même  pour  les  autres.  On  tire  de  là 

S-,=  (x,-a)[/tr,)-/(rt)| 

'ouïes  les  différences  qui   figurent  au  second  membre  sont  des 
nombres  positifs,  et  toutes  les  différences  x, 
'ont  inférieures  à  tj.  On  a  donc 

S- J  <  Tif/( rO  -/(a)  -(-/(J-,)  -/(x,)  -f-. .. 

c'e$l-à-dire 

S-*<T,I/(ft)-/(a)l. 


a,  X-, 


X, 


•/f6) -/(-<■„_,)]; 
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sullira 


irenure 


/(  (>  )  — /i  "  ; 


V 


<î.  Oi 


inc 


fonc- 


nonr  niic  I  On  ail  5>  —  S  <it.  Un  raisonne  de  même  pour  ui 
tion  qui  n'csl  jamais  croissanle. 

Revenons  an  cas  général.  On  peiil  rpmplaecr,  dans  la  définilion 
d»î  l'intégrale,  les  sommes  S  el  s  par  une  expression  plus  générale. 
Élanl  donnée  une  subdivision  de  l'intervalle  (rt,  b) 


<f. 


J-/-1. 


-T/, 


a?„_|,     o, 


soient  ^, ,  Çj,  .  .  . ,  ç,-,  ....  des  valeurs  apparlenanl  respcclivenienl 
à  ces  intervalles.  La  somme 


(a) 


//(Çi)(.r,-a)+/(î,)(x,-x,) 


-/u»  )(*-'«-•) 


est  évidemment  comprise  entre  les  sommes  S  et  .9,  car  on  a  loujoural 
OT,^y(5,)  ^  M,  ;  si  la  fonction  est  intégralile,  celte  somme  a  aussi] 
pour  limite  1.  En  particulier,  si  l'on  sujipose  que  ^ij  sa.  •••,  î»' 
coïncident  rcspeclivemenl  avec  a^  .r,,  ...,  x„_i,  on  retrouve  ta 
somme  (i)}  considérée  plus  haut  (n°  Od).  fl 

De  la  délitiition  de  rinlégratc  résullenl  immédialcnienl  qiichpics^ 
conséquences.  On  a  supfiosé  dans  le  raisonnement  a -<  ù;  si  l'on 
échange  les  deux  limites  et  el  h,  tous  les  facteurs  .r,  —  jr/_,  sonl 
rliiuigés  de  signe,  et  la  limite  clle-inénie  esl  changée  de  signe;  ot 
a  donc 

f  /(T)dx^~    f   /(x)dT. 

Il  résulte  aussi  de  la  dérinilion  que  l'on  a 

f  f{x)dj:  =  f  /(x)cir  -  f  /{T)dr: 

SIC  est  compris  entre  f/ et  //,  c'est  évident.  Si  icsl  compris  entre  i 
el  C,  par  exemple,  la  formule  subsiste  encore  pourvu  que  la  fonci 
lion  /(jt)  soil  inlégrable  entre  a  el  c,  car  od  peut  l'écrire 

f  f{x)dx=  f  f{x)djr-  f  /{T)dx=  f  /(x)dx-^-  f  f(x)dx. 
^a  ^,1  --'c  ''rt  «^ft 
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Si  l'on  d/(j")  —  A'^(j"^  -f-  B'S(x),  A  el  B  t'ianl  dcHxeonstanles 
quelconques,  on  a  ati^si 

f  f{T)dx  -  K  f  o(T)dr +  n  f  '!f{T)dr, 

et  il  en  serait  de  même  pour  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
de  fonctions. 

73.  Théorème  de  M.  Darboux.  —  Èianl  donnée  une  fonction  _/î/ite 
quelconque  /{r)  dans  l'iniervallc  {«,  b),  les  sommes  S  el  s  leiidenl  res- 
pectivemcnl  vers  I  el  f,  lorsque  itius  les  tiiier>alles  ()iir[icl<i  tendent 
vers  icro,  leur  nombre  rrnissioil  jiid<-l)nijnenl.  Dr-nuvnlrons-le  pour  les 
sommes  S,  par  exein|)lc.  \oiis  sup[»o*cTons  que  l'on  a  a  <  h,  el  que  la 
fonction  y(j"  )  est  positive  dans  l' intervalle  {a,  i);  on  peut  toujours  n-aliser 
celte  condition  en  ajoulani  une  cou^lautc  convenable  à  la  fonction  /(a:), 

ce  qui  revient  à  augmenter  loiites  les  sommes  S  d'une  quantité  constante. 

Cela  posé,  le  nonihi'c  I  t'iani  hi   limite  inférieure  des  siuumes  S,  on  peut 

trouver  un  mu<lc  particulier  de  di^ision,  suit 


«, 


r,.^i, 


pour  lequel  la  simiimic  S  e>t  inrérieui'c  ;i  I 


iHuni  un  nombre  positif 


lionne  à  l'avance.  Considérons  mainlennnt  une  division  de(a,  i)en  inler- 
Vïlle?  moindres  que  t;,ci  i  lierrlmns  une  limite  supérieure  de  la  summe  S' 
correspondante,  l'rennns  d'une  part  le;*  iiitcividles  ne  renfermant  aucun 
il's  points  X|,  jTj,  . . . ,  3-j,-,;  en  se  re|iijriatil  au  liiisonnemeut  dti  n"  71.  on 
voit  qu'ils  fournissenl  dans  la  somme  S'  une  puiiinn  iiiféiieurc  à  la  domine  S 

primitive,  c'est-à-dire  à  I -i D'autre   paii,  le  nunilire  des  iuieri ailes 

qui  renferment  quelqu'un  des  points  .Tj,  x.,  ...,  J'p-i,  ne  peul  dépasser 
p  -1,  et,  en  désigJiaul  par  M  la  limite  supérieure  de/(j-),  ils  fuiii  iiissent 
liiiiii  la  somme  S'  une  part  qui    ne  ]»eut  dépasser  (p  —  i)Mr,.  On  a  donc 


S'<I 


(p  —  \)Mr„ 


•' il  »«ffira  de  choisir  t,  inférieur  à 


pour  que  la  somme  S'  soit 


%ynp-i) 

Kltrieurc  a  I  -t-  t. 

Oq  démontre  de  méuie  que  les  sommes  s  i>ui  pHnir  liuiiie  I',  .Si  la  fonc- 
''i»n/(r)  est  quelconque,  ces  deux  limites  I  et  1'  suul  dilTcrcnles.  Pour 
'['"'la  fnnciion  soil  inlégralile,  il  faut  el  il  sufru  ipie  l'on  ait  1'=  I. 

Ti.  Formule  de  la  moyenne.  —  Nous  supposerons  désormais,  à 
moins  de  nienlion  expresse,  que  les  fonctions  sous  le  signe  d'inté- 
^•ilion  sont  continues. 
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SoîcnL  f{a')  el  'i(.î')  deux  fondions  continues  dans  Finter- 
vallc{o,  b),  dont  l'une  '^(j:)  conserve  le  même  signe  entre  a  el  b; 
nous  sup|)Oserons,  pour  fixer  les  idées,  n  <  6  cl  ^{x)  >  o. 

Itnaf;înons  une  division  de  [a,  b)  en  intervalles  plus  pelîls,  el 
soient  ç,,  Çj,  .  .  . ,  Ç„  .  . . ,  des  valeurs  ap|)ai  tenant  à  chacun  de  ces 
itilcrv.illcs  respectivement.  Tous  Us  nombres /"(ç,)  sonl  compris 
entre  lis  limites  M  el  m  Ac  f{x)  dans  l'inlervalle  (<7,  b) 

Multiplions  toules  ces  doubles  inégalités  par  les  facteurs 

qui,  ]iar  livpollirse,  sont  lous  positifs  cl  ajoutons;  on  voit 
la  somme   i;/(Ç,)  o{Xi){xi~  Xi_i)  est  comprise  entie  les  deux 
sommes  i}iï.-^[\i){xt  —  x,_i)  el  Mil^f  (Ç,)(j?( — Xi_n).  Le  nombre 
des  intervalles  partiels  augmcnlanl  indëliuimenl,  a\\  a  donc  à 
limite 

ce  qui  peul  s'écrire 

[1  étant  compris  entre  »?  et  M.  La  fonelion  f{x)  élaol  continue 
prend  la  valeur  \x  pour  une  valeur  ç  comprise  entre  a  el  6,  cl  l'oa. 
a  encore 


<3) 


r  /(j-)o(j-)rfj-=/(î)  r  cp(j)rfa?, 

\  <îtanl  compris  entre  a  et  h.  Si  en  particulier  on  suppose  o(;r)^=  i, 
Tintégrale  /     dx  C3l,d'aprts  la  définition  même,  égale  à  (&  —  a\ 
el  il  resle 

(4) 


75.  Seconde  formule  de  la  moyenne.  —  On  doit  à  M.  Bonaet  ui 
autre  formule  qu'il  a  déduite  d'un  lemme  important  dû  à  Abcl. 

Lemhk.  —  Soient  tp,  e,,    ...,  ip  un  nombre  quelconque  de  quantité 
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positives  décroissantes,  et  u^,  Uf,  . ..,  Up  un  même  nombre  de  quantités 
positives  ou  négatives  quelconques.  Si  toutes  les  sommes  Sa=  u„, 
X,  =  u, +  u,,  ...,  Sp— Ua-^-u^-\-.. .+ Up  sont  comprises  entre  deux 
nombres  A  et  B,  la  somme 

S  =  Eo  Wo  +  «1  Ui  -+- . . .  -H  e,,  Up 

sera  comprise  entre  Aeo  et  Beo- 
On  peut  écrire,  en  efTel, 

'*»=*oi        "1=^*1 — *o>         •••!        Up  =  Sp — Sp—i] 
la  somme  S  est  donc  égaie  à 

*o(to—  £1)  -r-  5,(ei  —  £,)  -t-  •  •  •  +  tp-X  (  ip-t  —  S/i)  -I-  SpSp. 

Toutes  les  différences  Eo — Ej,  Ei  —  Ej,  ...,  Ep_,— e^  étant  positives,  on 
aura  deux  limites  pour  S  en  remplaçant  5o,  Si,  .  ..,j|,  par  leur  limite  supé- 
rieure A,  puis  par  leur  limite  inférieure  B.  On  trouve  ainsi 

S  <  A(e,—  E,  -(-£)— E,-H..  .+  Ep_, E/,-H  Ep)  =  A  Ej. 

et  Ton  voit  de  même  que  l'on  a  S  >  Beo- 

Cela  posé,  soient  /{x)  et  f(x)  deux  fonctions  continues,  la  fonc- 
tion o(x)  étant  positive  et  décroissante  lorsque  x  croît  de  a  jusqu'à  b. 

L'intégrale    /     y( or)  f(x)ete  est  la  limite  de  la  somme 

"a 

/(a)  ç (a)(a-,  —  a) +/( a?,)  ç  (a",)(a:,— a-,) -H . . . ; 

les  nombres  <f(a),  ç(a?i),  ...,  étant  positifs  et  décroissants,  cette  somme 
est,  d'après  le  lemme  précédent,  comprise  entre  \f(a)  et  Bç(a),  A  et  B 
étant  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  sommes 

/(a)(jr,-a), 

/(a)(  jr,  —  a)  -i-/{xt){xt  —  xi), 


/{a){x,  —  a)-i-/{xi){xi  —  Xi)-h...-^-/(x„-,)(b  —  x„-i). 

En  passant  à  la  limite,  on  voit  que  l'intégrale  considérée  est  comprise 
entre  Aicp(a)  et  B|<p(a),  Ai  et  B|  désignant  le  maximum  et  le  minimum 
de  l'intégrale 


f{x)dx, 


lorsque  e  varie  de  a  à  6.  Comme  cette  intégrale  est  évidemment  une  fonc- 
tion continue  de  sa  limite  supérieure  c,  on  peut  écrire 

<5)  f  /(x)<f(x)dx=if(a)  f  /(x)dx        (or  <$<&). 
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F-orsquc  la  fonriton  -jfx)  csl  dccrnipsante,  «ans  rester  positive,  entre  a 
cl  ù,  on  [leiit  a|>}iliqu«T  une  fonnule  [il us  générale  due  à  Weierstrass. 
Posons  eu  efTt'l  '^(j-)  =  oiù)  -i-'l(x);  lu  fonction  4'(-ï"}  est  positive  et  dé- 
croissante, et  l'on  peut  lui  a|)[)liquei-  lu  formule  (  >) 


r  /(x)-l(jr)(lj-  =  ['s(a)~f(ù)]  f  f(x)dT. 


On  en  tire 


A 


ou 

f  /{^)o(^J-)d.v  =  <f{a)  f  /(x)d3!+^{b)   f  f{T)djr. 

-  On  a  des  formulr*  nnalogiics  lorsque  la  fimction  !p(  j)  est  croissante. 

76-  Retour  sur  les  fonctions  primitives.  —  Nous  pouvons  maÎB 
lenatU  donner  une  tlrinon^lralion  piiiemcnt  analytique  (lu  ihéo- 
rùiiu"  fanLlitmenlal.  Soit  ^"(5")  niie  (onrlinu  conliniie;  l'inl^^alc 
définie 

'  Il 
oîi  IVin  regiirclc  la  liinilr  ti  comme   fix<',   est  une  fonclioD  de 
limite  sii|KMieure  x.  Nous  allons  démonlrer  qu'e//e  admet  poi 
dérivée  f{x).  Nous  avons  en  eflTet 

F(x+ A  (— F(a-1 --    /         /(t)dt. 

on,  en  appliquant  la  Inrinnli'  de  la  moyenne  (4), 

\  élanl  compris  entre  x  et  x  +  h.  Lorsque  h  tond  vers  zéro,  /(( 
a  pour  iiintle/(.F);  la  fonction  F(.r)  a  dune  pour  dérivée /(i'J 

Tonte  autre  fonction  admettant  la  uKÎme  dérivée  s'obiienl 
ajoiilant  à  F(j:)  une  constante  arbitraire  C.  Il  existe  une  de  c^ 
fonctions,  et  une  seule,  prenant  une  valeur  donnée  ik  l'avance _ 
pour  j;  =  o  j  c'est  la  loncLion 


ru- 


f'/ii) 


dt. 


Plfin 
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Lorsquil  ny  a  pas  d'amltif^uïté  à   craindre,  on  inel  la  même 
lellre  jc  pour  designer  la  liiniU'  siipérietire  el  la  variable  d'inlé- 

gralîon,  el  l'on  écrit    /    f{x)dx  au   lieu  de    /    /{t)cll,   mais  il 

est  Lien  évideiil  f|u'unc  ink'grale  définie  ne  dépend  que  des  limites 
et  de  la  fonction  sons  le  sij^iie  d'inli'-gration  ;  la  lettre  qui  désigne 
la  variable  d'intégration  est  absolument  indilTérente. 
[  Toute  fonction  ayant  poui'  dérivée  ./(-ï)  est  une  irilrgrale  indé- 
îe  de /{x)  el  se  représente  par  te  symbole 


OÙ  l'on  n'indique  pas  les  limiles.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 
on  a 

fj{x)dx=  f  /{jr)dx-^C. 

Inversement,  si  l'on  a  obtenu  par  un  moyen  quelconque  une 
fonclioD  F(x)  admettant  pour  dérivéey  (j),  on  peut  écrire 

f  /(x)dT  =  F{T)-+-C; 

pour  déterminer  la  constante  C,  il  suffit  d'observer  que  le  premier 
membre  est  nul  ponr  .r  =  a.  On  doit  donc  prendre  C  ^^  ^  F[n), 
et  l'itii  a  la  formule  fondamculule 

■•n  f  f(x)dr=F{j-)-V(a). 

"a 

Remplaçons  dans  celle  formule /(x)  par  F'(.r):  il  vient 
V\x)-\'{n)=    f    F\x)tLr, 

OU,  en  appliquant  le  lliéorèmo  de  la  moyenne, 

F(x)-F(a)=(.r-«)f"(5\ 

î  élint  compris  entre  a  el  x.  Nous  retrouvons  le  tlicorème  des 
accroissements  finis,  mais  la  démonstration  est  moins  générale 
ine  la  première  (n"  8),  car  elle  suppose  la  coiuiuuilé  de  la  dé- 
rivée F'(x). 
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Nous  passerons  en  revue,  dans  le  Chapitre  suivant,  les  caté- 
gories les  plus  simples  de  fonctions  dont  on  sait  trouver  une  fonc- 
tion primitive;  nous  indiquerons  ici  seulement  quelques-unes  de 
celles  qui  s'offrent  immédiatement  : 


/ 


A{x  —  a)^dx  =  x''— — ^ hG        («-+-1^0), 


f^^ 


=  Alog(a;  —  a)  -i-C, 


G, 


/  cosarrfar  =  sina-H- G,         jsinxdx= — cosar -t- G, 

/gmx 
e'"'dx= H  G        (m^o), 

/dx  _  r     dx 
=  arc  langer  -t-  G,                          /     _  =  arc  sin 

La  formule  fondamentale  (6)  a  été  établie  en  supposant  la  fonc- 
tion y  (a;)  continue  entre  a  et  b.  Si  l'on  n'a  pas  égard  à  cette 
condition,  on  peut  être  conduit  à  des  conclusions  paradoxales. 

Ainsi,  en  prenant /(x)  =:  -j»  la  formule  (6)  donne 

'  dx       i        1 


r"dx  ^i_ 


b' 


le  premier  membre  n'a  de  sens  jusqu'ici  que  si  a  et  6  sont  de 
même  signe,  tandis  que  le  second  membre  a  une  valeur  déter- 
minée, alors  même  que  a  et  6  sont  de  signes  diflerents.  Nous 
verrons  plus  tard  l'explication  de  ce  paradoxe,  en  étudiant  les 
intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires. 
La  formule  (6)  donne  de  même 

r'n^jd^^^   \Aby\. 
Ja   /(^)       H/(«)J' 

si /(a)  el /(b)  sont  de  signes  contraires, /(jc)  s'annule  entre  a 
et  b,  et  les  deux  membres  de  l'égalité  précédente  n'ont  jusqu'ici 
aucun  sens  pour  nous.  On  verra  de  même  plus  tard  la  signiOca- 
tion  qu'il  convient  de  lui  attribuer. 
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La  formule  (6)  peut  aussi  présenter  quelque  ambiguïté  :  ainsi,  ' 
on  prenant/(x)= ji  elle  donne 

dx 


f 


—  =  arc  tangb  —  arc  tanga. 


Le  premier  membre  a  un  sens  bien  déterminé,  tandis  que  le 
second  membre  présente  une  infinité  de  déterminations.  Pour 
lever  l'ambiguïté,  posons 


cette  fonction  F(;r)  est  continue  dans  tout  intervalle  et  s'annule 
avec  jr.  Désignons,  d'autre   part,   par  arc  tango;  l'arc   compris 

entre et  -h  -•  Ces  deux  fonctions  ont  même  dérivée  et  s'an- 

2  2 

nulent  pour  x  =  o;  elles  sont  donc  égales,  et  l'on  peut  écrire 
r*  dx        r*   dx        r"  dx 

I     r:  =   I    : —  I     -=  arc  tango  —  arc  langa, 

en  prenant  toujours  pour  arc  lang  la  valeur  comprise  entre 

el-^^. 

On  établit  de  même  la  formule 
dx 


£ 


n    ^1—X* 


=  arc  sine  —  arc  sina, 


où  le  radical  est  pris  en  valeur  absolue,  où  a  et  6  sont  compris 
entre  —  i  et  +i,  et  où  l'on  désigne  par  arcsino:  l'arc  compris 

entre et  H — • 

a  '1 

77.  Indices.  —  D'une  manière  générale,  lorsque  la  fonction  primi- 
tive F{x)  admet  plusieurs  déterminations,  on  choisira  une  des  valeurs 
initiales  F( a)  et  l'on  suivra  la  variation  continue  de  cette  détermination 
lorsque  x  varie  dans  le  même  sens  de  a  à  6.  Prenons,  par  exemple,  l'inté- 
grale 

r^P'Q-PQ'  r"    /'(x) 

oA 
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P  Cl  Q  ctanl  Jeux  fondions  coniiiiiic*!  dans  l'itilcrvalti;  (a,  L),  ne  s'a( 
lanl  |>as  cii  iiK-tiic  lciii|i5.  Une  fuiirtinn  |)rir)iitive  eslnrc  lan(»/(j').  Si  Q  ne 
s'annule   i-ias  entre  a  el  b,f(x)  ne  duvleiii,   jias  înlini,  et  arc  iangy"{ar) 

reste  coiu|>ri$  entre cl  -:  tnais  il  n'en  est  plus  de  ttKÏiiie,  en  g<^aéral, 

si  l'êqualion  Q  =0  a  des  racines  dans  cet  intervalle.  Pour  voir  comment 
un  diiit  niodider  Va   formiili!,   rêscryoïis  Imijoiirs   la    iintatioti    arol;ing  à 

l'arc  ci>in|)ris  entre  —  -  el  -t-  -»  et  supposons  d'ahord   cpic  <J  s'annule 

une  seule  fuis  eiilre  n  rt  b,  |n.iui-  iitic  valeur  x  —  c,  Nous  t)Ouvon*  écrire 
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Lorsque  y(ar)  se  réduit  à  une  fonciion  raiionnelle  -^ ,  on  peut  calculer 

Tindice  par  des  opéiniinns  c)i'-incninires,  ^ans  cfinnaître  les  racines  de  V. 
I{  est  clair  qu'on  |»eul  supjioser  V|  jircmior  avec  V  cl  de  defjré  inférieur 
à  V,  car  on  ne  change  pas  l'indice  en  rerranchant  un  [tolynotne.  Gela 
posé,  i.'naginon<'  la  suite  des  divisions  ù  (.'iTet'luer  pcmr  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  V  el  \',,  en  cliaD^enni  chaque  fois  le  signe 
du  reste.  On  divise  d'abord  V  par  Vi.  ce  qui  donne  un  quotient  Q|  el  un 
reMC  — V.;  on  <livise  ensuite  V|  par  V,,  ee  qui  donne  un  quotient  Qi  et 
MM  rc*te  — Vj,  et  ainsi  de  suite;  on  finira  par  arriver  à  un  reste  con- 
fiant —  V„^|.  Les  opérations  tlimcienl  la  *uitc  d'égalités 


^Tt  la  su 


V  =  \\  Q,  -  V„ 
V.  =V,Q,-V„ 
•  ■••"•■•■'• j 


la  suite  de  polynômes 

C)        V,     V,,     V,.     ...,     \r-i,     V^.     V,.,,     ....     V„.     V,^,, 

jouit  des  propriétés  esseniiellea .d'une  suite  de  Sturm  :  i'  deux  polvnomcs 
consécutifs  ne  peuvent  s'annuler  en  mt'rae  temps,  enr  un  en  déduirait  de 
proche  en  proche  que  celte  valeur  de  x  doit  annider  lous  les  autres 
polynômes,  el  en  particulier  \n>-i'-  a"  lorsqu'un  des  pulynnuies  intermé- 

diaiics  V|.  Vj, ,  Va  s'annule,  le  nombre  des  variations  présenté  par 

l»  «uitc  (7)  ne  change  pas,  car,  si  VV  s'annule  jjour  j-  =  r,  VV_i  et  V^+i 
sont  de  signes  contraires  pour  x  =^  c.  U  s'ensuit  que  le  (loinlire  des  varia- 

li<in>  présentées  par  la  suite  (7)  ne  peut  cli.itiger  que  lorsque  x  passe  i)ar 

Y 
«ne  racine  de  V^o.  Si    .y  passe  île  -+- »  ù  — x,  ce  nombre  augmente 

d  oiio unité:  il  diminue  au  contraire  d'une  unité,  si  -^  pusse  de  —  ■»  à  -i-  «. 

L'imlice  est  donc  égal  à  la  ddféreaec  enir«  le  nombre  des  variations  de  la 
Mile  17)  pour  r  =  b  el  x  =  a. 

"8.  Aire  d'une  cotirbe.  —  Nous  pouvons  inainlcnanL  dunner 
one  dêfiailion  purement  anuU  liqiie  de  l'airo  limitée  par  une  courbe 
plane  conlinue,  l'aire  du  reclangio  étant  seule  considi-rée  comme 
inniiue.  Nous  n'avons  [)oiir  cela  qu^H  traduire  cti  langage  i^éonié- 
lrii|ue  les  résultats  du  n"7:2.  Soit  /(.r)  une  l'oiiclioni  continue  dans 
Imlervalje  (a,  b);  nous  supjjoscfons,  pour  ii\er  les  idt-es,  a  <;  li, 
'1/|t')>o  dans  ecl  intervalle,  (jonsidéroiis  eotnnie  plus  li.iul 
ifig.  tj)  la  portion  du  plnn  limitée  par  le  contour  A.V[Bli„\„, 
compose  du  segment  A«lio  de  l'axe  des  x,  des  droites  AAj,  et  lilîo 
G.  M 


I 
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parallèles  à  Oy,  d'abscisses  a  el  6,  cl  de  l'arc  de  courbe  AMB 
qui   n   pour  équation  y  ^/(.r).   Marquons  sur  AoB^  un  ccrtaio 
nombre  <Ie  points  de  division  P,,  P^,    ...,  P,_t,  P,,   ...   d'abs- 
cisses j;,,  .r.j,  ...,  J'i..  I,  .r,,    .  .  •  cL  par  ces  points  menons  des 
parallèles  à  l'axe  desj',  qui  renconlrent  l'arc  AMB  aux  points  Q,, 
Qa,  ....  Q/_),  Q(-,  -  .  •  respectivement.  Cela  fail,  prenons  en  par- 
ticulier la  portion  du  plan  limilée  par  lecoDtoHrQ,_|Q,P,P,_)Q,_),. 
el  sur  l'arc  Qi_iQi  marquons  le  poinL  le  plus  haiil  el  le  poinl  le' 
plus  bas,  c'esl-à-dire  les   points  qui  correspondent   à   la   valeur 
maximum  M/  cl  à  la  valeur  minimum  /vt,  de  /('*)  dans  Tinler- 
vîdlc  (.r/_,,  Xi)  (dans  le  cas  de  la  figure,  le  poinl  le  plus  bas  coïn-fl 
cide  avecQ,_)).  Suit  R,  l'aire  <lu  roclanf^'le  P,_,  P,.ç/5,_,  cnnslniil 
sur  la  base  P,_(P|  avec  la  liaulcur  iM,  ;  soit  de  même  /•,  l'aire  du 
rectangle  Pi_|Pi9/Qi_i  conslruil  sur  la  base  P,_i  P,' avec  la  hau- 
teur in,.  On  a 

Ri  =  Mf{T/  —  Xi-i  ),         ri  =  mi(Ti  —  a-/_,  ), 

et  les  résultats  démontrés  plus  haut   (n"  72)  peuvent  s'énonccpj 
ainsi  :  ([uels  rpic  soient  les  points  de  diusion  du  segment  AoB»,  il 
existe  un  nombre  driorminé  I  qui  est  inférieur  à  SK,-  cl  supérieur 
à  ^n,  el  les  deux  sommes  2R,-,  S/",  ont  pour  limite  1  quand  lotiS: 
les  intervalles   partiels   tels    que   P,_,P,   tendeii!    vers  zéro,   leur 
nombre  croissant  indéfininienl.  Nous  dirons  que  celle  limite  com- 
mune I  des  deux  sommes  de  rectangles  ÏR,-,  Sr/  est  l'aire  de  lai 
porlion  du  (dan  limilée  par  le  contour  AMBlî^Au^.  Celle  airej 

,    .      r'' 

est  donc  égale  à  l'intégrale  définie  /    /[x)dx. 

>-  « 

Celle  définition  est  bien  d'accord  avec  l'idée  vulgaire  de  l'aire 
d'une  courbe  plane.  En  effet,  ce  (jui  n'-sullc  de  plus  clair  de  celle* 
noliou,  iiralj^ré  son  peu  de  précision,  c'est  que  Taire  limilée  parle! 
contour  P/_i  PiQtrtiQi^)  P<_(  est  cauqirJsc  cotre  les  aires  R,  el  rA 
des  deux  rectangles   P/_  i  P/«,s,_i   el  Pi-i  Pj'/iQf^i  ;    l'aire    totale 
limitée  par  le  contour  A1MBR„A(,A  doit  donc  être  une  quantité 
comprise  entre  les  deux  sonuncs  ï  II,  et  S/','-  Or  l'inlégrale  définie  I 
est  la  seule  quantité  /txe  qui  soii  conslannneni  comprise  entre  ces! 
deux   sommes,  quel  que  soit   le  mode  de   subdivision   de  AoBorj 
jiuisque  c'est  la  tiuiitc  c(jnHiimie  de  IH,  el  de  -/•,. 

L'aire  considérée   peut  encore  être  définie,  d'une   infinité   dej 
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manières,  comnu-  liiniie  d'une  somme  de  rectanjjles.  On  a  vu,  on 
efiel,  que  rinlëgralc  di'-linic  I  est  aussi  la  iitnile  de  Ibi  «tomme 

Il  élanl  une  valeur  quelconque  de  l'inLervalle  (j',_i,  Xi).  Or 

représente  Taire  d'un  rectangle  333111  pour  base  P,_,  P,  el  pour 
Uauleur  l'ordonnée  d'un  jiuint  quelconque  de  l'arc  Q,.,  n,Qi.  On 
peut  rcmarqurr  aussi  que  l'inli-grale  définie  l  ropr.'senle  encore 
l'aire,  quelL-  que  soil  la  po-^ilion  de  l'arc  AMB  pai'  rapport  à  Ojc, 
pourvu  que  l'on  adopLe  ta  convention  faite  plus  haut  (n"  67). 
Toute  intégrale  définie  représentant  une  aire,  le  calcul  d'une  inté- 
grale s'appelle  une  qtiadialure. 

La  notion  d'airfi  une  fois  acquise  d'une  f.i.on  hien  précise,  rien 
o'empéclie  de  s'en  servir  dans  certains  raisonnements,  qu'elle  rend 
presque  inluilifs.  Pur  exemple,  il  csl  évident  <juc  l'aire  précédente 
est  comprise  entre  les  deux  reclaugics  qui  auraient  pour  base 
commune  la  base  AoBo  el  pour  hauteurs  respectives  la  plus  grande 
la  plus  petite  des  ordonnées  de  l'arc  A\1B.  Klle  est  donc  égale 
\  l'aire  d'un  rectangle  ayant  pour  base  \„K,i  cl  pour  hauteur 
l'ordonnée  d'un  point  coiivouableinenl  choisi  sur  l'arc  AMB;  c'est 
le  lliéorèine  de  la  moyenne. 

79.  Voici  une  antre  rerniripic  importante.  Soiiy(j")  une  fcjnc- 
lioD  fiaic  dans  Pinlervalle  (o,  ^),  qui  est  discontinue  de  la  façon 
suivanle  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  cuire  o  ei  b: 


Supposons  que /(a-)  soit  continue  entre  c  et  c4-/'(^'>o),  el 
quc/(c-)-E)  tende  vers  une  liuiile  lorsque  £  tend  vers  zéro  en 
wsianl  positif;  nous  désigneroas  celte  limite  |)ary(c-ho);  de 


iflo 
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même,  supposons  f{x)  coiUiime  entre  c  —  A'  et  c(A">o),  et 
soil/(c  —  o)  la  limite  vers  laquelle  \.enà  J{c  —  s)  lorsque  £  tend 
vers  zéro  par  valeurs  positives.  Lorsque  les  deux  limites  /"(c  -h  o) 
et  /{c  —  o)  sont  ilin'érenles,  la  ronclion  /(x)  est  disconlinue 
pour  a' =:  c.  On  couvienl  en  gt-riénil  de  [ireiidre  poury(r)  la 
valeur  5  [/(c  4- o)  4- /(c — o")].  Si  la  fonction  /(j;)  présente  un 
cerlain  nombre  de  points  de  discontinnilé  de  celle  nature  entre  a 
cl  ù,  elle  esl  représentée  grapliiqueiueiit  par  plusieurs  arcs  de 
courbe  distincts  A(\,  CD,  D'H.  Soieiil,  par  exemple,  c  et  t/ les  M 
abscisses  des  points  de  discontinuité.  Nons  poserons  ■ 

f  nr)dj-  =  f  f^j-)dx+  j    /{x)dj--^  C  f{x)dx,  ■ 

définilioM  (|ni  pourrait  se  juslilier  en  se  reportant  au  n"  72;  géo- 
métriquement, celte  iulégralc  définie  représente  l'aire  limitée  par 
le  contour  ACC'DD'BH»  A,, A. 

Si  l'ou    remplace   maintenant  la  limite  supérieure  b    par  une 
variable  j",  l'intégrale  définie 


F(Jf)=  f  f(,x)dx 


J 


esl  encore  une  fonction  continue  de  x.  En  un  point  x,  où  f{x) 
est  continue,  on  a  encore  F'(.r)  =y(jr).  l'our  un  point  de  discon- 
linuité,  X  ^  c  par  exemple,  on  a 

p  r+li 

F(c-t- /i)— F(c)=  /        /{x)dx  =  /i/{c-t-^h),         «<  6  <  i  ; 

le  rapport  . a  pour  limite  /{c  -|-  o)  ou  /{c  —  o ), 

suivant  que  /*  esl  positif  ou  né<;nlif.  Nous  avons  là  un  exemple  de 
fonction  continue  F(.t)  dont  la  dérivée  présente  deux  valeurs 
distiiicles  pour  certaines  \aleiirs  de  la  variable. 

80.  Longueur  d'un  arc  de  courbe.  —  Étant  donné  un  arc  de 
courbe  AH,  [iienous  sur  cet  arc  un  certain  nond»re  de  points 
intermédiaires//!,,  m^,  .  •  .,  m„-\i  et  construisons  la  ligne  pol_)'go- 
oale  \ni1m2  ■  •  •  '»H_|B,  ayant  pour  sommets  les  difTérenls  poinls 
dans  Tordre  où  ils  se  succèdent  quand  on  va  de  A  en  li. 

Si  le  périmètre  de  celle  ligne  polygonale  tend  vers  une  limite 
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lorsque  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfiniment,  la  longueur 
de  chacun  des  côtés  tendant  vers  zéro,  celle  limite  esl  par  défîni- 
lion  la  longueur  de  l'arc  AB. 
Soient 

les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  l'arc  AB,  exprimées 
au  roojen  d'un  paramètre  variable  ^;  nous  supposerons  que,  t  va- 
riant de  a  à  6  (a  •<  6),  les  fonctions/",  o,  >^  sont  continues  et 
admettent  des  dérivées  du  premier  ordre  continues,  et  que  le 
point  {x,  y,  s)  décrit  l'arc  AB  en  marchant  constamment  dans 
le  même  sens.  Désignons  par 

les  valeurs  de  t  qui  correspondent  aux  sommets  de  cette  ligne 
polygonale  ;  le  côté  C/  a  pour  expression 

ou,  en  appliquant  la  formule  des  accroissements  finis  à^:,-  —  x/_, , . . ., 

a  ={ti-  ti.,)  /[/"(T;!' +T?  (•'■,/  )J'  -^  [  f  (  0)]', 

Çii  "^h  Ç<  étant  compris  entre  //_,  et  </.  Lorsque  l'intervalle 
(<i_i,  II)  est  très  petit,  le  radical  dillùrc  très  peu  de 

'        /[/'(  f,-,)]«"^fY(:7;_T)|M^[f(^^  ; 

pour  trouver  une  limite  de  la  dinTéiencc,  nous  pouvons  l'écrire 

//"»($/)  +  i'^i^ii)  ■+■  ^'HKO  -t-  //'»(  ^-0  +  t''('--i)  +  f'(^-i) 
Or  on  a 

l/'(ï/)l  +  l/'('/-t)i  <  v'/'H ?/;  +  •••+  Z/'H"^) +~ 
et,  par  suite. 


/'(^)+./"(^-i) 


<i. 


Si  donc  on  a  choisi  tous  les  intervalles  assez  petits  pour  que, 
dans  chacun  d'eux,  l'oscillation  des  fonctions  /'{l),  ?'(0»  '!''(') 
soit  moindre  que  x»  on  pourra  écrire 


où 
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h 


Le  périmètre  de  la  ligue  polygonale  est  donc  e^gal  à 


Le  terme  complémentaire  Sï,(^/ —  //_(  )  est  inférieur  en  valenr 
absolue  à  eS(^ —  //_(  ),  c'esl-à-dire  à  t(b  —  a);  puisque  e  peul  4^tre 
rendu  aussi  petit  qu'on  le  vent,  [)ourvu  qnc  1rs  intervalles  soient 
assez  pelils,  on  en  conclut  que  ce  Icrine  tend  vers  zéro,  et  la  lon- 
gueur S  de  Tare  AB  est  égale  à  l'intégrale  déHnie 


(8) 


=   /"   /P 


o'*-t-^*dt. 


La  (lélinilfon  firécédente  s'étrnd  aussi  au  cas  où  les  dr-rivécsy, 
m',  'V  .-ieraicnl  discontinues  eu  un  nomt>ro  tini  de  points  de  l'arc  AB; 
ce  f|ui  anivcruil  si  la  coiirhe  présentait  des  pioiiits  anguleux.  II 
suflirait  de  partager  l'arc  AB  en  plusieurs  autres,  pour  chacun 
d«'s([nel.s/',  -f',  ■}'  seraient  coulinues. 

De  la  forninle  (8)  on  dédnÎL  que  l'arc  compris  entre  iTn  point 
fixe  A  et  un  [joint  variable  M,  correspondant  à  la  valenr  /  du  para- 
mrlre,  est  une  fùnution  de  i  ayant  [jour  déri\ée 


tU 


=  sfj' 


ip'*H-f' ; 


en  élevant  au  carré  les  deux  membres  et  iiinlli[illant  par  dt-,  il 
vient 

formule  qui  a  lien,  quelle  que  soit  la  variable  indépendante.  On 
peut  la  retenir  aisément,  il'aprés  sa  signilicalion  ^é(jinélii(jne;  elle 
exprime  que  </S  est  la  diaf^onalc  d'un  parallélépipède  rcctang 
dont  dx^  dy,  dz  sont  les  Iruis  arêtes. 


fiemartjiie.  —  En  appliquant  la  formule  de  la  moyenne  à  l'in-j 
tégrale  définie  qui  représente  l'arc  MjM,,  dont  les  extrémités  cor-J 
respondeut  aux  valeurs  /„,  /,  du  paramétre  [t,  >■  f^),  on  a 


s  =  arc  >l„  .M ,  r=  (  f ,  —  f„  )  v'V'tO)  -h  o'^O)  h-4/'»((J), 
9  étant  compris  dans  lintervalle  (/oi  '))•  ^"  ^  ^^  même,  en  dési-l 


II.  —  intéchales  définies.  —  notions  géométriques.  i83 

gnant  par  c  la  corde  MoM|, 

c*=[At^)-/(fo)?-^-[o{IO-fito)]*-^-[^(t^)-'!^ito)]'; 

eo  appliquant  la  formule  des  accroissements  finis  à  chacune  des 
différences/(f|)  — /(<o)j  '  •  •>  nous  pouvons  écrire 

les  trois  nombres  $,t,,  Ç  appartenant  à  l'intervalle  (t^,  tf).  D'après 
le  calcul  fait  plus  haut,  la  différence  des  deux  radicaux  est  infé- 
rieure à  £,  pourvu  que  l'oscillation  des  fonctions /'(<),  'f'(f),  •}'(') 

soit  inférieure  à  -r  dans  l'intervalle  (to,  <i).  On. a  donc 

*  — C<ê(f,—  t«), 

et  par  suite 


*     /7'*T8j-+-?''{0)+f»(0") 

Si  l'arc  MoM|  devient  infiniment  petit,  /,  —  t^  tend  vers  zéro; 

il  en  est  de  même  de  e  et,  par  suite,  de  i •  Donc  le  rapport  d'un 

arc  injinimenl  petit  à  sa  corde  a  pour  limite  l'unité. 

Exemple.  —  Soit  à  trouver  l'arc  d'une  courbe  plane  donnée 
par  son  équation  en  coordonnées  polaires  p  =f(^(>i).  En  prenant  (o 
pour  variable  indépendante,  la  courbe  est  représentée  parles  trois 
équations  x  =  pcosto,^  =  p  sinw,  3  =  0,  d'où  l'on  tire 

</*'=  dx*-^  dj'*  =  (cosi>>dp  —  p  sin<Drfw)*-f-  (sincoe^p  -t-  pcosiot/to)*, 

ou,  en  réduisant. 

Prenons,  par  exemple,  la  cardioïde  représentée  par  l'équation 
p  =  R  -h  R  co?ii>. 
La  formule  précédente  donne 

rf5»=  R*rfi«)*[sin'(i)-(-(i  +  cosu))*]  =  4R*cos'-  t/io*; 
si  nous  faisons  varier  (o  de  o  à  1:  seulement,  on  en  déduit 

rfs  =  aR  cos—  dw. 
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el  la  longueur  d'un  arc  a  pour  expression 

/      ^      .      to\<*" 
\  '^  /  a»» 

La  longueur  ln(;ile  est  donc  égale  à  8R. 

81.   Cosinus  directeurs.   —    IViiir  l'iinlirT  hs  propriétés  d'une 
courbe,  on  est  souvent  condiiil  à  prendre  l'arc  pour  vnriabhi  indé-] 


pcndanlc.  Un  adople  idors  sur  la  courbe  considérée  un  sens  de 
parcours  positif,  el  l'on  désigne  par  s  la  lonj^ueur  de  l'arc  AM 
compris  entre  un  point  (îxc  A  el.  un  point  qm-lcnnque  M,  afreclée 
du  signe  +  ou  du  signe  — ,  suivant  que  la  direction  de  A  en  M  esta 
la  direction  positive  ou  la  direction  ojiposce.  Ln  un  |)oint 
quelcompie  M  de  cette  courbe  menons  la  direction  do  la  tangente 
qui  coïncide  avec  la  direclion  des  arcs  croissants,  cl  soient  a, 
^,  Y  les  angles  que  fuit  celle  dircctinn  avec  les  directions  positives 
de  trois  axes  rectangulaires  Ou-,  0)-,  O;.  On  a 

cosa       cos^       rnsY 


pour  savoir  le  signe  qui  convienl,  supposons  que  la  dircctionl 
positive  de  la  tangente  fass«  un  angle  aigu  avec  0.r;  x  et  *j 
croissent  en  même  temps,  on  doit  donc  prendre  le  signe  -|-.  Sîl 
l'angle  a  est  oblus,  cosa  esl  négatif,  x  diminue  quand  s  augmente,' 

-T-  est  négatif,  il  faul  encore  prendre  le  signe 

lous  les  cas, 

dz 

COSY   =    -r- 

'       as 


On  a  donc,  dans 


I  lO) 


dT  dy 

cosa  =  -~r  >         cosa  =  -^j 
di  ^       di 


t/x,   dy ,  ilzy   (Is  l'tanl   les  difFéronllclIcs   prises  par  r.ipporl  à  lai 
variable  indépendante,  qui  peui  t^tre  quelconque. 

82.  Variatioii  d'un  segment  de  droite.  —  Soit  MM|  un  segmenl 
de  droite  dont  les  extrémités  décrivent  deux  courbes  C,  C|.  Si 
chacune  des  deux  courbes  adoptons  un  point  pour  origine  el  ui 
sens  positif  de  parcours. 

Soient  :  s  l'arc  AM,  s^  l'arc  A|  iM|,  ces  deux  arcs  étant  pris  avec 
un  signe,  /  la  longueur  MM^,  h  l'angle  de  MM,  avec  la  direclion 
positive  de  la  tangente  MT^  Q,  l'angle  de  M|  M  avec  la  direclioD 
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positive  de  la  tangcnlc  M|T,.  Nous  allons  chercher  une  relation 
entre  9,  8|  et  les  diflerentielles  ds,  ds,^  dl. 

Appelons  X,  y,  s,  X|,^i,  5,  leS  coordonnées  des  points  M,  M, 


respectivement,  a,  p,  y  les  angles  de  MT  avec  les  axes,  a,,  ^i,  v, 
les  angles  de  M|  T,  avec  les  axes.  On  a 

/»=  (a? -x,)*-i- O' -rO'-H  (=  - -i)' ; 
on  en  déduit 

ldl  =  {x  —  ari){dx  —  dxi)  -^  (^y  —  y^){dy  —  dyi)  -^{z  —  z^\{dz  —  dzi), 

ce  qui  peut  s'écrire  en  tenant  compte  des  formules  (lo)  el  des  for- 
mules analogues  pour  C|, 

/X  —  Xt                  y  —  vi         a       -  —  -=1  \, 

al  =  l  — -. —  cosa  ■+■  - — -p —  ces p  -i j —  cos y  1  ds 

(x\  —  x  Kl — y        -        z\— z  \, 

-\-\  -. COS!JC|-+-  - — j-^  COSpiH -. COSYt  )"«i- 

Mais  — .—  y  ^—i—'  "      "*  sont  les  cosinus  directeurs  de  M,  M,  eJ 

le  coefficient  de  ds  est  — cos8.  De  même,  le  coefficient  de  ds, 
est  — cosB,  el  l'on  obtient  la  relation  cherchée 

(10)'  dl  =  — dscos^  —  </s|CosO|, 

dont  nous  ferons  souvent  des  applications.  Nous  allons  en  indi- 
quer une. 

83.  ThéorèmeB  de  Graves  et  de  Chasles.  —  Soient  E,  E'  deux  ellipses 
liomofocales  ;  d'un  point  M  de  l'ellipse  extérieure  E',  on  mène  les  deux 
Uogentes  MA,  MB  à  l'ellipse  E;  la  différence  MA  +  MB  —  arc  ANB  reste 
constante  lorsque  le  point  M  parcourt  l'ellipse  E'. 
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Soient  s  cl  s'  les  arcs  OA  cl  OB,  o  l'aie  O'M,  /  et  /'  les  longueurs  .KMO 
et  BM,  0  l'angle  de  MB  avec  la  direclion  positive  de  la  tangente  MT; 
d'aiircp  les  j)ro|iriét«''s  focales,  Tangle  de  MA  avec  MT  f«l  égal  à  -  —  G. 
Kii  oli5eiV(inL  que  AM  coïncide  a%ec  la  direclion  positive  de  la  tangente 
en  A  et  que  BM  e^l  opiuisée  :i  la  direction  positive  de  la  tangente  en  B, 
la  formule  (lo)'  donne  «ucces&ivcmenl 

dl  =  —  ds  -+-  (I7  cosf), 

tf/'=  ils' f/7COsO, 

et,  en  ajoutant,  il  vient 

>/{  i^l')=  rf(j'— j)  =  rfarcANB, 

ce  c|ui  démontre  la  |irQpo$ilion  énoncée. 

Ce  (hcorème  e«t  dû  à  un  géomètre  anglais,  Graves.  On  dcnionlre  de  la 

Kig.  i3. 


inûme  façon  le  ihêorriiie  siiivanl,  cltTouverl  par  Cliaslcs  :  Étant  donne 
une  ellipse   et   une    hypeiljotc   lioninforale   se  rcncontranl   en   \,  si   d'uO^ 
point   M,  pri^  sur  la  branche  d'iiy  pcrbole  ([iii  pajse   au  point  N,  on  m^oC 
les  deux  tangentes  MA,  MB  à  l'ellipse,  la  différence  des  arcs  NA  —  NB  est, 
égale  à  la  dlirérencc  des  tangentes  MA  —  MB, 


III. 


CHANGEMENT  DE  WUIABLKS. 


I.NTEGRATION  PAR  PARTIES. 


Un  graïul  iioinltrc  d'iiitcfifrales  iléfinies,  que  l'on  nt-  peiilobtenirl 
ininiédiaLenK'Dt,  se  calculent  au  nio}en  de  deux  proccdt's  générain 
que  nous  allons  Atire  connailrp. 

8-t.   Changement  de  variables.   —  Si,  dans    nue  inlégrale  dé- 

(inic    I    f{x)dj-,  on  remplace  la  variable  x  par  une  nouvelle  va- 

riablc  indépendante  /  au  moyen  de  la  subslilulion  2'  =  ^(/),  01 
obtient  une  nouvelle  inlégrale  délinie.  Nous  supposerons  que  la 
fonction  ç(/)  est  continue  cl  admet  une  dérivée  conlinue  entre  a 
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et  ^.  el  que   ç(0  varie  loiijoiiis  dans  le  même  sens  depuis  a 
jusqu'à  h  lofSf|ue  /  varie  de  a  à  jj. 

L^iotervalle  (a,  P)  étant  partagé  en  intervalles  plus  [>etils  par 
lies  valeurs  intermédiîiires  at,  t,,  /j,  ...,  t„_i,  p,  soient  a,  Xi, 
Xj,  ....jt,,^,,  b  les  valeurs  correspondantes  de  jr  =  œ(i[).  On  a, 
d'après  le  ihéorème  des  accroissements  finis, 


m^ 


{tf-élaDl  compris  entre  /,_i  et  f,;  soil  Ç/=(y(Q/)  la  valeur  corrcs- 
danle  de  x,  qui  est  comprise  entre  Xi_,  et  Xi.  La  somme 


fiîl)(^i—»)-^/iUK^t-^l)^.---^/{ln){à-X„-i) 


a  pour  limite  l'inlr^ralc  délinie  considérée.  Mais  cette  somme  peut 
aussi  s'écrire 

/f9<6,)la'(«,)(/,-a)-f-...4-/[o(0,)]o'(^)(/',-/,_,)^.... 

el,  SOUS  celle  forme,  on  reconnaît  qu'elle  a  pour  limite  l;i  nouvelle 

intégrale  définie   /    /[':^{t)]z'(t)  dt.  On  a  donc  l'égalité 


III) 


(jiii  coDililuc  la  formule  du  changement  de  variable.  Ou  voit 
({u'oa  ublienl  la  nouvelle  din'érenlielle  sous  le  signe  d'intégralion 
en  rrmplaçiint,  dansy(x)rfj:,  x  et  dx  par  leurs  valeurs  's[t)  el 
•s'[t)dt,  tandis  que  les  nouvelles  limites  sonl  les  valeurs  de  t  cor- 
re»|)undanl  nux  ancieun<'s  liniiles.  En  rliuisissaiil  convenable- 
menl  la  fonction  »(/),  il  peut  se  fitirc  ipie  lii  tiouvcllc  iiitéf;rah' 
son  plus  facile  à  t';ili;iili'r  ejtK"  la  iiri'niirr»',  ni:tis  «m  ne  iùurail 
ilonner  à  ccl  égard  de  n'-gles  bien  |>i<'-cises. 
Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'intégrale  définie 


./" 


dx 


en  posant  j:  =  a  -j-  p/,  il  vient 

-pi  =  p  j    .T^r^  =  p(^arclang/  +  arclaM8;pj, 


r'        dx 
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OU,  en  revenant  à  la  variable  x^ 


I  /                T  —  a  a\ 

ô  (arc  tang— ô h  arc  tangx  1- 


Toutes  les  hypothèses  qui  ont  été  faites  pour  établir  la  for- 
mule (i  i)  ne  sont  pas  indispensables.  Ainsi  il  n'est  pas  nécessaire 
que  la  fonction  (f(t)  varie  toujours  dans  le  même  sens  lorsque  / 
varie  de  a  à  ^.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  t  croissant  de  a 
à  y(y  <  P)>  'f  (')  aille  en  croissant  de  a  à  c(c  >■  6),  puis,  que  t 
croissant  de  y  à  p,  <f(t)  décroisse  de  c  à  6.  Si  la  fonction  f{x)  est 
continue  dans  l'intervalle  (a,  c),  on  peut  appliquer  la  formule  à 
chacun  des  intervalles  (a,  c),  (c,  b),  ce  qui  donne 


f  /(x)dx=  f  /[o{l)]^'{t)dt, 

J,l  Jix 

Je  Jf 

en  ajoutant  ces  deux  égalités,  il  vient 

f   /{T)dT=    f    f[0{t)]'i'(t)dt. 

Par  contre,  il  est  nécessaire  que  la  fonction  y(/)  soit  une  fonc- 
tion bien  déterminée  de  t.  Si  l'on  ne  tient  pas  compte  de  celte 
condition,  on   peut  être   conduit  à  des  résultats  absurdes.  Par 

exemple,  si  à  l'intégrale    /       dx  on  applique  telle  quelle  la  for- 

3. 

mule  (i  i)  en  posant  x  :=  /*,  on  est  conduit  à  écrire 

/       dx=  \        s/idt, 
J- 1  Jx      '^ 

résultat  qui  est  absurde,  puisque  la  seconde  intégrale  est  nulle. 
Pour  appliquer  correctement  la  formule,  il  faut  partager  l'inter- 
valle ( — I,  -H  I  )  en  deux  intervalles  ( — i,  o),  (o,  i).  Dans  le 
premier  intervalle,  on  posera  x  =■  —  \/t^^  et  l'on  fera  varier  / 
de  i  à  o;  dans  le  second  intervalle,  on  posera  x  =  y/f',  et  l'on  fera 
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varier  /  de  o  à  t.  On  trouve  ainsi  un  résultat  exact 


Remarque.  —  Si  l'on  remplace,  dans  la  formule  (i  i),  les  limites 
supérieures  6  et  ^  par  des  limites  variables  x  et  t,  il  vient 


r  f{x)dx=  f  /[o{t)]o'it)dt; 


ce  qui  montre  qu'une  fonction  F(a;)  dont  la  dérivée  esl/(x)  se 
change,  quand  on  pose  .r  =  <p(/),  en  une  fonction  ^(^)  dont  la 
dérivée  est/[(p(<)]^'(/).  C'est  aussi  ce  qui  résulte  immédiatement 
de  la  formule  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction. 
Nous  pouvons  donc  écrire,  d'une  manière  générale, 


Jf{x)dx=Jf[<i(,t)]<^\t)dt; 


c'est  la  formule  du  changement  de  variable  dans  les  intégrales 
indéfinies. 

85.  Intégration  par  parties.  —  Soient  u  et  i'  deux  fonctions  con- 
tinues, ainsi  que  leurs  dérivées  «'  et  v',  entre  a  et  b.  On  a 

d(uv)  dv  du 

dx  dx  dx 

et,  en  intégrant  les  deux  membres  de  cette  égalité, 


f  ±^,^^Jdx=fu^;;dx^f 

J„       dx  J^        dx  J^ 


V  -,—  dx, 
dx 


ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

'121  1     udi>  =  [uv]^—    I     vdu, 

'■Il  '■a 

en  désignant  d'une  façon  générale  par  [F (a;)]*  la  différence 

F(6)-F(«). 

Si  Ton  remplace  la  limite  h  par  une  limite  variable  x,  a  restant 
û\e,  ce  qui  revient  à  considérer  les  intégrales  indcOuies  au  lieu 
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des  inlcgrales  dcfînies,  on  a  de  même 

(i3)  /  udi  =  uv  —  I  V  du. 

Le  calcul  de  l'intégrale  l  udv  est  ainsi  ramené  au  calcul  de 
l'intégrale  f  vdu,  qui  peut  ôtre  plus  facile.  Soit,  par  exemple, 
à  calculer  l'intégrale  définie  /  x'"\o^xdx,  (m  +  i^o);  en 
posant  II  =  logx,  <•  = »  la  formule  (12)  donne 

/    \oax.x'>'dx=\ ï^— /    x'i'dje 

[.r"'+'lofî.r  a?'"*-!     ■]* 

OT-+-1  (»t-t-l)*Ja 

La  formule  ne  s'applique  plus  si  m +  1  =  0;  on  a,  dans  ce  cas 
particulier, 

^log.f  =  [i(iog.)«]';. 

La  formule  (la)  peut  être  généralisée.  Désignons  par  «', 
m",  ...,  «'"■•■",  v\  r",  ...,  cfn+'J  les  dérivées  successives  des 
deux  fonctions  u  et  v.  L'application  de  la  formule  (12)  aux  inté- 
grales  I  u  di'^^\  I  u'di'^"~*\  ...,  conduit  aux  égalités  suivantes 

I     m>^'>+*^dx=   I     urffi"' =  [«(•<"  ],'J—  1     M'f'«-rfx, 
'     M'f'»'rfj-=    /     i/'</vi''-«'=fH'r"-"]^—   /     M'r"   î'</x, 

,1  --'n  *^« 


En  multipliant  ces  égalités  par  +1  et  —  i  alternativement  et 
ajoutant,  il  vient 

I     /    «ç'''»+->'</a;  =  [Ht'"'  — m' »>>'-"-(-  M't--'"-"— ...-!-(— I  )"«■"'»']* 
04)      -"  .* 

I  «-« 
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formule  qui  ramène  le  calcul  de  l'inlégrale   /  ui>'"+*^  dx  au  calcul 
de  l'intégrale   /  Hf"+"r  dx. 

Celle  formule  s'applique  en  parliculier  quand  on  a  sons  le  signe 
d'intégralion  le  produit  d'un  polynôme  u  de  degré  n  au  plus  par 
la  dérivée  d'ordre  (n  +  i)  d'une  fonction  connue  v;  on  a,  en 
ell'et,  «'"'•■''=  o,  et  le  second  membre  ne  renferme  plus  aucun 
signe  d'intégration.  Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'intégrale  déOnic 


dr. 


où /(j)  est  un   polynôme  de   degré    »;    on   posera   u=:/{x), 


^blX 


f= ;,  et  la  formule  (\/i)  donne,  en  mettant  e"'  en  facteur, 

La  même  métliode,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  une  suite  d'inté- 
grations par  parties  permet  de  calculer  les  intégrales  définies 

/     cos  m  x/(T)dr,       j     i'in  m  r/(.r)(tj-, 

où/(x)  est  un  polynôme. 

86.  Formule  de  Taylor.  —  Dans  la  formule  (i4)î  remplaçons  « 
par  une  fonction  F(j:),  continue  ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à 
l'ordre  «  4-  i ,  entre  a  et  b,  et  posons  v  =  (h  —  x)".  On  a 

f'=  — /i(6— a-)'»-'.        v'=  n(/i -i)(6  —  J-)"-»,         ..., 

»;'•"=  (—1)"  I.2.../1,  J.  «4-1)=  o, 

cl  la  formule  devient,  en  remarquant  que  r,  »>',  i",  . . . ,  v<"~^  s'an- 
nulent pour  x  =  b, 

o  =  (— i)»    /i!F(6)  —  «!F(«)  —  /ilF'(rt)(6  — «) 

—  —  F'(«)(i  — a)»...— Fi''(a)(6  — rt)"! 
/•* 
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On  tire  de  là 

F(6)  =  F(a)-(-  ^-niÎF'(a)-f-... 
(b-a) 


— j^  F("'(a)-i- -'-f  f   F<"+"(a?)(6— ar)"rfj-; 


le  facteur  (b  —  x)"  conservant  un  signe  constant  lorsque  x  varie 
de  a  à  b,  on  peut  appliquer  la  formule  de  la  moyenne  à  rintégralc 
du  second  membre,  ce  qui  donne 

f  F(«+"(a:)(6  — a?)''rfj?=  F''+"(f)  f  {b  —  x)''dx 
-  _î_  (i_a)»H-iF(«+i'(t), 

rt  -H  I 

Ç  étant  compris  entre  a  et  b.  £n  substituant  cette  valeur  dans  Téga- 
lité  précédente,  nous  retrouvons  précisément  la  formule  de  Taylor, 
avec  la  forme  du  reste  de  Lagrange. 

87.  Transcendance  de  e.  —  La  formule  (i5)  permet  de  démontrer  un 
théorème  célèbre,  découvert  par  M.  Hermite  :  Le  nombre  e  n'est  racine 
d'aucune  équation  algébrique  à  coejfficienls  entiers  ('). 

Faisons,  dans  la  formule  (i5),  a  =  o,  u  —  —  i:  il  vient 

r'' 

/     e-'f{x)dx  =  -[e-'V{x)]'i, 
•'o 

F(x)  ^f(x)  -hf'{x)  -t-. .  .+/i«'(j:), 

ce  que  nous  pouvons  encore  écrire 

If 
{i6)  V{b)  —  e''V(o)  —  e'>  f  /{x)e-'dx. 

•  u 

Gela  posé,  admeltons  que  e  soit  racine  d'une  équation  algébrique  à  coef- 
ficicnls  cnliers 

Co  -t-  <-'l  f  +  C;  f'  -f- . . .  -4-  c„i  i:'"  —  o. 

Dans  l'égalité  précédente  (  i6),  faisons  succcssiveiiitînl  6  =  o,  i,-;; m, 

et  ajoutons  les  formules  obtenues,  après  les  avoir  multipliées  respeclive- 
menl  j>ar  c,,,  Cj.  . . .,  c,„,  il  vient 


I        irt 

\~)  Ct,F(o)  -i-  CiV{t)-.-..  .~c„,V{rn)-h\c,c'  j   y\j-)c-'£/-r  =  o, 


(')  Ctaie  dciuoii^ili'ulion  est  duc  à   .M.  David   llilbcrt,  qui  s'est  inspiré  de  la 
méthode  suivie  pur  M.  licrinilc. 
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l'indice  i  ne  prenant  que  les  valeur?  eiilicres  o,  1,7. m.  Nous  allons 

inonlrcr  qu'une  lellc  relation  est  iiii)>as?ible,  si  le  polyaouic  ^(ar),  qui  est 
r«lc  arhilniire  jusqu'ici,  est  convenablement  choisi. 
Prenons 


/i^) 


l/i  —  1): 


,  .r''-'(x  —  i)P{a-  —  ■x)f 


.{JT—  m)P, 


^  «Uni  un  nombre  premier  su|iérieur  à  m;  ce  poïjnome  est  de  degré 
mp-\-p  —  i,el,  si  l'on  calcule  ses  dérivées  successives,  à  partir  de  la />''"", 
tous  les  coefficients  sont  rie*  nombre*  entiers  divisililrs  par  p,  car  le  pro- 
iliiil  de  p  entiers  conséeulifs  c<.t  divisible  par  pi  D'nilleiirs  /(i)  s'unnitlc, 
ainsi  que  ses  (/>  —  1  )  premières  dérivées,  pour  j-  =  i,  a,  .  .  . ,  «1  ;  il  s'ensuit 

ejue  F(i),  F(a), ,  F(wi)  sont  des  nombres  entiers  divisibles  par/». 

Reste  à  calculer  F(o) 

F(o)=/(o)-^/'(o) -H.,. -^/'P-«'lo)-^/'/'»(o)-+-/'/'-H"(o  )-+-...; 

ôu  a  d'abord /(o)  = /'(o  )=...  =  /'/■-"  (o)  =  o.  ct/</"(o1,/i/'+"(o),  ... 
Sont  des  nombres  entiers  divisibles  par  p  pour  lu  même  ruison  que  tout  à 
l'heure.  Pour  avoir/'P-i'{o),  il  suffit  de  niiilliplier  par  [p  —  i)!  le  coeffi- 
ricnt  de  ,rf-'  dan5y(x^,  ce  qui  donne  ±(i.a...  m)i'.  La  somme 

c«F(o)-hC|F(i)-t-.  ..-^-c,„F^m) 

»t  duuc  cj;ale  à  un  nombre  entier  divisible  [tar  p,  augmcnlê  de 

±  c„(i  .a. . .  m)i'; 

»i  l'on  0  pris  pour/»  un  nombre  premier  supérieur  à  m  et  à  Co,  ce  dernier 
nombre  ne  pourra  èlre  divisible  ytST  p,  et  la  première  partie  de.  la 
soinine  (17)  sera  un  nombre  entier  tUJfi'rent  de  zéro. 

Nous  allun»    montrer   maintenant   qu'en    prenant   pour   p    un    nombre 
premier  assez  grand,  la  somme 


^C/W   f  f{x)e-'d,r 


IXiitfire  rendue  plus  petite  que  loult;  quantité  donnée.  Lorsque  jt  varie 
«•«îoi  (',  chaque  facteur  de/(j-)  est  plus  petit  que  ;?i;  on  a  donc 


l/{r),< 


I 


in>"P*p-i, 


fj(')'- 


'dx\< 


(/»-!;: 


(/'  —  •)! 
//i""P+/'-i    /    e-^dx<. ^- r 


»t'«P+/'-', 


ti  par  suite 


\Zc,t>'   I   /{r)f--'djc 


(i. 


i3 
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M    élanl    une    limite   supérieure    de    |col -i- |cj  | -+-•••-!- |cm|.    Lorsque"^»" 
augmente  indéfiniment,  la  fonction  ^(jD)tcnd  vers  zéro,  car  c'est  le  terme 
général  d'une  série  convergente,  où  le  rapport  d'un  terme  au   précédent 
tend  vers  7,éro.  On  peut  dune  trouver  un  nombre  premier  p  assez  grand 
pour  que  l'égalité  (17)  soit  impossible;  ce  qui  démontre  le  théorème  ciel 
M.  Hermiic. 


88.    Polynômes  de   Legendre.  —  Proposons-nous   de   détcrmiaer   un' 
polynôme  de  degré  n,  V^K^:),  tel  que  l'intcgraie 


/ 


QP«rfx, 


où  Q  est  un  polynôme  de  degré  ïnrérieur  à  n,  sou  nulle,  quel  que  soit  ce' 
jiol_vnome  Q.  On  peut  considérer  P„  comme  la  dérivée  n'""'  d'un  poly- 
nôme R  de  degré  an,  et  ce  poljaome  R  n'est  pas  complétcinciil  déterminé,  ^ 
car  on  peut  lui  ajouter  un  polynôme  arbitraire  de  degré  n — i,  sansfl 
changer  la  dérivie  n'™*-  Nous  pouvons  donc  toujours  supposer  que  l'on  a 

P„  =  -j— ;j  >   le  polynôme  R  s'annulanl   ainsi  que   ses   (n  —  i)  premières 

dérivées  pour  x=.a.  D'autre  part,  ia  formule  d'intégration  par  parties] 
nous  donne 

puisque  l'on  a,  par  hypothèse, 

R<a)=o,        R'(a)=o,         ....        Rt'-«'(a)  =  o, 

il  faudra  que  l'on  ail  aussi,  pour  que  rinlégrale  soit  nulle, 

Q(6)Ri''-"(fr)  -  Q'(fc)R"^"(^)  -+-•  •  ,±  Qi^-^'C^yRIi)  =  o. 

Le  polynôme  Q  de  degré  n — i  étant  arbitraire,  les  quantités  Q(A), 
Q'(f>) Q''"-''(6)  sont  elles-mêmes  arbitraires,  et  il  faudra  que  Ton 

ait  aussi 

R(fe)  =  o,         R'(6)  =  o Rt"-"(è^==o. 

Le  polynôme  R(af)  est  donc  égal,  à  un  facteur  constant  près,  au  pro- 
duit {x  —  a)'"(a:  — 6)",  et  le  polynôme  cherché  P^  est  complètement  dé- 
miné, à  un  facteur  conslanl  près, 

Lorsque  les  limites  a  et  6  sont  —i  cl  -H  1,  les  polynômes  P/,  sont  les  { 
^)ol¥nomes  de  Legendrc.  En  choisissant  la  constante  C  comme  Legendre, 
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nous  poserons 

(i8)  X»  = 


i[(^'- ')'']. 


Si  l'on  ron vient  en  outre  de  poser  Xo=  i,  on  a 


X,=  I,        Xj  =  a:,        X»: 


32-«-i 


X, 


5x>— 3a- 


XnCSl  un  polynôme  de  degré  /i,  où  lous  Tes  exposants  <1c  2  sont  de  mt^mc 
parité  que  n.  La  formule  de  Lcihniz,  qui  donne  la  dérivée  n'""'  d'un  pro- 
duit de  deu\  facteurs,  montre  immédiatement  que  l'on  a 


<I9) 


X,(i)  =  i,        X„(-i)  =  (-])". 


D'après  la  propriété  générale  que  nous  venons  d'établir,  on  a,  ^{x)  dé- 
tigoant  un  polynôme  quelconque  de  degré  inférieur  à  n, 

(-M)  I       X„ç(r)rfx  =  o; 

en  particulier,  si   m   et   n   sont  deux  nombres  entiers  dilTérenls,  on  a 
loajours 


Celle  formule  permet  d'établir  très  simplement  une  relation  de  récur- 
rence entre  trois  polynômes  X,  consécutifs.  Observons  d'abord  que  tout 
polynôme  de  dcyré  re  peut  s'c\primcr  comme  fonction  linéaire  à  coeffi- 
cienls  constants  au  moyen  de  Xo,  X|,  .,.,  \„.  Nous  pouvons  donc  écrire 

*X)»=  GoX/,^1  -+■  Cl  A/,-}-  CjX„_i-(-  CjXn-ï  -t-. . ., 

C«,  C|,  C} étant  des  coefficients  constants.  Four  déterminer  Cj,  par 

«*cni|)le,  multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  Xn_,  et  inté- 
jrotiî  entre  les  limites  — 1  cl  -t-i;  il  reste,  en  vertu  des  formules  (ao) 


C, 


£'■■ 


Xl^^dx 


*li  par   suite,   Cj  =  o.    On   détiionlrcrait    de    même   que    l'on    a    Cv=:o, 

•"1  =  0 Le  coefficient  C|   est   nul  aus«i,   puisque  le   produit  x\„  ne 

'ttttertue  pas  de  terme  en  a:".  Knfin,  pour  déterminer  C„  et  Cj,  nous  n'avons 
î<i'i  égaler  les  coefficients  de  .t"*",  et  à  égaler  les  deux  membres 
pour  X  =  I.  Mous  obtenons  ainsi  la  relation  de  récurrence 


M) 


(n  -¥■  l)X„^,  — (a/i.-i-i)a:X„H-  rtX„_,  =  0, 


foi  permet  de  calculer  très  simplement  les  polynômes  X„  de  proche  en 
proche. 
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La  relaltOR  (la)  montre  que  la  suite  (ie«  polynôme; 

(23)  Xo,     X,,     X.,     ...,     X„, 

jouil  de*  propriétés  d'une  suite  de  Sturm;  x  variant  d'une  manière  con- 
tinue de  —  I  â-t-i,  le  no«nlire  des  variation<:  pn'senlccs  par  celte  suite  ne 
piMil  changer  que  lorsque  .r  passe  par  une  racine  de  X,j  =  o.  Or,  les  for- 
mules (ic))  iiionireiii  que,  ]inur  a*  =  — i,  la  siiilc  (23)  présente  n  varia- 
tions, cl  n'en  présente  aucune  pour  x=i.  L'équalion  Xn  =  o  a  donc 
n  racines  réelles,  comprises  entre  — i  cl  -^i;  ce  qui  résulte  aussi  très 
facilement  du  tliéoréme  de  Rotle. 


IV.  —  EXTENSIONS  DIVERSES  DE  LA  NOTION  D'INTEGRALE. 
INTÉGRALES  CURVILIGNES  {'), 


89.  La  fonction  à  intégrer  devient  infinie.  —  Nous  avons  sup- 
posé jusqu'ici  que  lu  fonction  à  irilégrer  resLail  finie  entre  les 
limiles  de  rinlc'g^ralion.  On  [iput,  clans  certains  cas,  étendre  la 
di^fiiiilioti  à  des  ('onctions  devenant  iiifiiiios  cnlte  Jes  limites.  Con- 
sidi-runs  d'uburd  If  cas  particulier  suivant  x  f[x)  est  continue  pour 
loiue  A'aleiir  de  x  coiiipiise  entre  a  cl  l>^  et  [jonr  x  =  b,  mais  elle 
devient   infinie   pour  x  =  n.   Ni 


uns    siinnoscions,    pour   lixer   les 


idées,  a<ifj.   L'inldgrale  de/(.c),   prise   cuire  les  limites  a-f-ej 
et  ù  (î>o),  a  nne  valeur  finie,  aussi  petit  que  soit  î.  Si  celte' 
inlt'gralo  tend  vers  une  limite  lorsque  £  tend  vers  zéro,  on  convient, 
comme  il  est  naturel,  de  rcprésenler  celte  Eiraile  par 


/(x)dx. 


Lorsqu'on  fonnait  une  fonction  primitive  de/(x),  soilF(j:),  on  a] 


/"  /ix)dx  =  V(b)-P(i 


cl  il  suffit  d'examiner  si  ¥(a  -+■  i)  tend  vers  une  limite  lorsqu^^ 


tend 


vers  zéro. 


Or 


lar  exemple 


Mr/j 


a)l» 


[(ft_a)ti-«        «H^-iJ         ^^^ 


I). 


(I  )  Le  ivclcur  peut,  sans  inconv<^nicnt,  lire  le  Cliapilre  suivant  avant  les  dornirrfl 
paragrapLes  de  ce  Cliapilre. 
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Si  {1  >•  I ,  te  terme  -— j  augmente  indi'finimenl  lorsque  s  tend 
vers  zéro;  au  contraire,  si  \).  est  moindre  que  un,  oji  jioul  écrire 
— -r  =  e'~f"',  et  l'on  voit  que  ce  terme  tend  vers  zéro  avec  z.  L*in- 
icLTale  déGnie  tend  donc  vers  une  limite 


{X  —  a)V- 


M(6  — a)'-|A 


I 


SI  li  =1 1 ,  on  a 


r,^:-'"-(^) 


elle  second  membre  augmente  indéfinirneiit  lorsque  £  tend  vers 
zéro.  En  résumé,  pour  qiif  rintégrale  considérée  ail  une  limite,  il 
/<iut  et  il  sujjit  que  a  soîl  moindre  que  un. 
La  courbe  qui  a  pour  équation 

•M 


y  = 


{x~a)^ 


iidmcl  la  droites'  =  n  pour  asjmploLe,  si  a  est  positif.  Cependant 
luire  comprise  entre  Taxe  des  .r,  une  ordonnée  fixe  a; --=  ô,  la 
courbe  et  soa  asymptote  a  une  valeur  finie,  d'après  ce  qu'on  vient 
•le  voir,  pourvu  que  l'on  ait  jji  «<  i . 

Lorsqu'on  ne  connaîl  pas  de  fonction  primitive  de  /"{■£)-,  on 
ITocèJe  par  comparaison  avec  des  intégrales  connues.  On  prend 
le  plus  souvent  l'intégrale  précédente  comme  ternie  de  roin[ia- 
nuson,  ce  qui  conduit  à  (|uelqucs  règle»  pratiques,  suffisantes 
ittK  beaucoup  de  cas.  Observons  d'abord  que  la  limite  supé- 
ncuri:  b  n'iiilervicnl  pas  dans  les  raisonnements,  car  tout  dépend 
<«"'  la  façon  dont  /{-t:)  devient  infinie  pour  x  =  a.  On  pcul  rem- 
l'Iacer  b  par  un  nombre  quelconque  c  compris  entre  a  et  ù,  ce  qui 

•^"icnt  à  écrire    /     =:   /      +   /     ■  En  particulier,  si  /{x)  n'a  pas 

"ne  infinité  de  racines  dans  le  voisinage  de  x  =  a,  on  peut  siip- 
|>oicrquey(:c)  conserve  un  signe  constant  entre  a  et  c. 
■Nous  établirons  d'abord  le  lerame  suivant  ;  Soiù  'f{x)  une  fonc- 

l'on  positive  dans  l'inlerval/e  (t,  6),  telle  que    1     f{x)dx  ait 

une  limite.  Si  l'on  a  constamment  |/(a:)[  <;  cp(JJ     dans  cet 
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intervalle,  l'intégrale  définie   j    f{x)dxa  aussi  une  limite. 

Si /(;r)  est  positive,  ta  démonstration  est  immédiale.  On  a, 
effet,  puisc[uey(d;)  est  moindre  que  o(x), 

C  /{x)dx<  f    <f(x}dx; 

d'ailleurs    /    /(:r)  rfx  augmente  lorsque  s  diminue,  puisque  lous 

ses  éléments  sont  positifs.  L'inégalité  précédente  montre  qu'elle 
est  constamment  moindre  que  la  limite  de  la  seconde  intégrale; 
elle  a  donc  elle-même  une  limite.  Si/(.r)élail  négatif  entre  a  et  b, 
on  n'aurait  qu'à  changer  le  signe  de  tous  les  éléments.  Enfin,  si 
la  fonction /(jr)  a  une  infinité  de  racines  dans  le  voisinage  dex  =  a, 
nous  pouvons  écrire 

f    Ax)dx=    f'  [/iT)-V-\f(T)\]dT-   f      \f(.X)\dx.  1 

La  seconde  intégrale  du  second  membre  a  ximz  limite  puisque 
|/(x)[  •<  tp(x).  D'autre  part,  la  fonction /"( a:)  +  ]/(jr)|  est  posi- 
tive ou  nulle  entre  a  et  b,  et  sa  valeur  absolue  ne  peut  être  supé- 
rieure à  -ioi^x);  l'intégrale 


x)-^\f{x)\]dx 


Â 


a  donc  aussi  une  limite.  On  déduit  de  là  que,  si  une  fonction y(x) 
ne  tend  vers  aucune  limite  pour  x^=  a,  tout  en  restant  inférieure 
en  valeur  absolue  à  un  nombre  fixe,  l'intégrale  a  une  limite.  Par 

exemple,  l'intégrale    i    sin-  dx  s  une  valeur  délerminée. 


liègle  pratique.   —   Supposons  que  b  fonction /"(x)  puisse  seJ 
mettre  sous  la  forme 


/(a^)  = 


(j  — aj|A 


la  fonction  t{/( a:) restant  finie  lorsque ar  tend  versa.  Siona  |ji  <:^  i,' 
et  si  ta  fonction  ^{x)  reste  moindre  en  valeur  absolue  qu'un 
nombre  fixe  M,  l'intégrale  a  une  limite.  Si  l'on  a  [x^  i ,  et  si  ta 
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valeur  absolue  de  ^(x)  est  supérieure  à  un  nombre  positif  m, 
l'intégrale  n'a  pas  de  limite. 
La  première  partie  de  la  proposition  est  immédiate.  En  effet,  1» 

valeur  absolue  de  f(x)  sera  moindre  que  , ,  et  l'intégrale 

(le cette  dernière  fonclion  a  une  limite,  puisqu'on  suppose  [X'<  i. 
Pûjir  dt'monlrer  la  seconde  partie,  observons  d'abord  que'|'(;r), 
reslautsupérieirren  valeur  absolue  à  un  nombre  positif  m,  conserve 
un  signe  constant  dans  le  voisinage  de  a;  :=  a.  Supposons  '^{x)  >  o 
entre  a  et  6;  nous  pouvons  alors  écrire 


/y""">£(-^. 


et  la  seconde  intégrale  augmente  indéfiniment,  lorsque  £  diminue. 
Ces  règles  suflisent  toutes  les  fois  qu'on  peut  trouver  un  exposant  \j. 
laïque  le  produit  {^x  —  a)v-f(^x)  ait,  pour  x  =  a,  une  limite  K 
différente  de  zéro.  Si  [a  est  inférieur  à  un,  on  peut  prendre  la 
limite  i  assez  voisine  de  «  pour  que  l'on  ail  dans  t'inlervalle  (a,  6), 

l/(^)l< 


(x  —  a)V- 


L étant  un  nombre  positif,  supérieur  à  |K|.  L'intégrale  a  donc  une 
limite.  Au  contraire  si  |a^i,  on  peut  prendre  b  assez  voisin  de  a 
pour  que  l'on  ait,  dan.s  l'intervalle  (a,  6), 


(X—  a)V- 


étant   un  nombre    positif  inférieur  à  !K[.   D'ailleurs  la  fonc- 
liou/{x),  étant  continue,  conserve  un  signe  constant  cl,  par  suite, 

r" 
rîotégrale    /    /{x)dx  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue. 

p  .  . 

Exemples.  —  Soit/{j:)=:  —  une  fonction  rationnelle;  si  a  est 

une  racine  d'ordre  m  du  dénominateur,  le  produit  (x  —  a)"'/(x) 
tend  vers  une  limite  différente  de  zéro  pour  a:  =  a.  Comme  m  est 

au  moins  égal  à  un,  on  voit  que  l'intégrale    /     f{x)dx  croît  au 

delà  de  toute  limite  lorsque  e  tend  vers  zéro.  Supposons  au  con- 


3DO 

Lruire 
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/(^)- 


/R(x) 


Pel  R  étant  deux  polynômes  el  R(j^)  étant  premier  avec  sa  dérivée; 

1 
a  étant  une  racine  de  R(j;),  le  produit  (w  —  a)*/{x)  a  une  limite  . 

pour  x  =  a]  l'ialL'grale  ii  donc  elle-même  une  limite.  Ainsi 


X 


dT 


I-       •.      ^ 

a  pour  limite  -  pour  £  =  o. 

Prenons  encore  l'inLe^grale    /    \ogxc/x;  le   produit  j»log.r  a 

zéro  pour  limite;  ù  partir  d'une  valeur  de  x  assez  jjctîle  on  peul  i 

_  I 
donc  écrire  Ioga;<;Mar   ',  M  étant  un  nombre  positif  choisi  ài 
volonté.  L'intégrale  a  donc  une  liniile. 

Tout  ce  )jui  a  été  dit  de  la  limite  inférieure  a  peut  dire  répété 
Mans  modification  pour  lu  limite  .supérieure  b.  Si  ta  fonction  y(j;) 

est  iuGnie  pour  a"  =  6,  on  définira  !'inléf;ralc  /  f{^x)dx  comme 
ta  limite  de  I  intégrale  /  /(x)cix,  lorsijue  e'  tend  vers  zéro.  Si 
/{x)  est  infinie  aux  deux  limites,  on  définira    /    /{x)  dx  comme  la 

limite  de  l'intégrale   1        /{•"')  ''•*'>  lorsque  e  el  s' tendent  vers  zéro, 

indépendamment  l'un  de  l'antre.  Soit  c  un  nomljre  rjuelconque 
compris  entre  a  et  0;  nous  pouvons  écrire 

f        /(x)dx=  I     /(x)dx-h  f        /{x)di, 

et  chacune  des  intégrales  qui  sont  au  second  meinLre  doit  admettre  I 
une  limite.  Enfin,  f.\  f{x)  devient  infinie  pour  une  valeur  c  coni- 

prise  entre  a  et  6,  on  définit  l'inlograle  /  /(x)dx  comme  h 
somme  des  limites  des  deux  intégrales  /       /(^x)dx,  f    /(x)dXfi 
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et  l'on  procrde  de  la  même  façon  pour  un  nomhre  quelconque  de 
(lîscontiniiilës  comprises  entre  a  cL  b. 

11  eàl  â  remarquer  «jiie  l>i  furmiile  londamenlale  (6),  qui  a  élé 
élablic  en  supposai)iy(ar)  conlinue  entre  a  el  //,  s'ap[>lique  encore 
&î  y"(x)  devient  infinie  filtre  ces  limites,  pnurvu  que  la  fonction 
primitive  l*  (o")  reste  ronlinuc.  Pour  (i\er  les  idées,  supposons  que 
ta  fonction  f{x)  ne  devienne  infinie  que  pour  une  valeur  v  com- 
prise entre  a  et  b.  On  a 

/    f{^x)dx  —  \\m    i        /(r)  f/j? -4- lim  /     f{T)dx\ 

si  F(j:)  est  une  fonction  primitive  dey(.r),  nous  pouvons  écrire 
ceci  : 

/    f{x)dx=  limF(c  — e')  —  F(/i)  -t-  F(  i  )  —  lim  F(o  4- £). 

La  fonction  F(jr)  cUant  supposf'e  conlinue  pour  ^  =  r,  F(c  -t-  t) 
«;tF(c  —  e')  ont  la  même  limite  F(o),  et  par  suite  il  reste 


Par 


exemple 


Si  la  fonction  primitive  F{^)  devient  elle-même  infinie  entre  a 
vX  b,  la  formule  n'est  plus  applicable,  car  l'intéfjrale  qui  est  an 
premier  membre  n'a,  du  moins  jusqu'à  présent,  aucune  srgoifica- 
lion. 

Les  formules  du  changemenl  de  variable  et  de  i'intégralinn  par 
parties  s'étendent  de  h  même  (aron  aux  nouvelles  intégrales,  en 
les  considérant  comme  limites  ilinlt^grales  ordinaires. 

90.   L'une  des  limites  devient  in&nie.  —  Soil/(j?)  une  fonction 
continue  de  x  pour  toute  valeur  de  .r  supérieure  à  un  nondire  ti. 

L*int^grale    I  f{x)dx,  où  />■  ^t.  a  une  valeur  finie,  auf;si  grand 

que  soit  /;  si  celte  intégrale  tend  vers  une  limite  lorsque  ^augmente 

indt^finiment,  on  repriisenle  celte  limite  par    /       /(x)dx. 


aOl  CllAPITnF,   IV.    —  INTÉGnVLES   DKFIMES. 

Lorsqu'on  connaît  une  fonction  primitive  de /"(x),  il  est  faciU 
de  voir  si  l'inLégralc  a  une  limite.  Ainsi  l'on  a 


I     -=arclang/; 


lorsqtie   /  augmente    indéfiniment,   le   second    membre    a    pour 
limite  ->  et  nous  pouvons  écrire 


I 


On  a  de  même,  en  supposant  a  positif  et  ja  —  i  diflérent 
zéro, 

r'  Jkdx  _      f,-      / _i i_\    ^ . 

si  ^  est  plus  grand  que  un,  le  second  membre  tend  vers  une  limita 
lorsque  /croît  indéfini nieiil,  et  l'on  peut  écrire 


i 


'  kdx  _  k 


Au  contraire,  si  u  est  moindre  que  un,  l'intégrale  augmente  indé« 
(inimenl  avec  l.  Il  en  est  de  même  si  [a  =  i,  car  rinlëgralc 
s'exprime  jKir  un  Ingarilbme. 

Quand  on   ne   connaît  pas  de  fonction   primitive  de  /(jf),  oi 
procède  encore   par  com|)araison,  en  remarquant  d'abord  qu'oa^ 
pfiit   prendre   pour  limite  inférieure  a   un  nombre  aussi   grand 
qu'on  le  voudra.  On  s'appuiu  sur  lu  Icmme  suivant  : 

Soit  tp(iF)  une  fonction  positive  pour  ar  >  m,  telle  que  l'intiÀ 

grale   j    ^(x)dx  ait  une  limite;  si  l^on  a,  pour  toutes  tes  va\ 

leurs  de  X  supérieures  à  a, \/(a;)\S9{x),  l'intégrale  f  /(«)( 
a  aussi  une  limite, 

La  démonslralîoa  esl  la  même  ffue  celle  qui  a  été  donnée  plul 
haut,  fjorsquc  la  fonction /"(x)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


A^)  = 
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la  foDClion  <j»(x)  restant  finie  pour  x  infini,  on  a  les  lliéorèmes 
suivsols,  que  je  me  borne  à  énoncer  : 

Si^{x)  est  inférieur  en  valeur  absolue  à  un  nombre  JixeMy 
et  ^supérieur  à  un,  l'intégrale  a  une  limite. 

Si  ^{x)  est  plus  grand  en  valeur  absolue  qu\in  nombre 
poiilif  m,  et  u.  inférieur  ou  égal  à  un,  l'intégrale  n'a  pas  de 
limite. 

/t 
j  dx  a  une  limile,  car  on  pcul 

écrire 


cosaa?  _    I    /cosax\ 


etiafonclion  qui  multiplie  —  est  infurieiire  à  un  en  valeur  absolue. 

La  règle  précédente  suffit   lorsqu'on   peut  trouver  un  nombre 
positif  a  tel  que  le  produit  xV-f{x)  tende  vers  une  limite  diffé- 
rente  de  zéro  pour  .r  infini.  L'intégrale  a  une  limile  si  [i  est  plus 
grand  que  un,  cl  n'a  pas  de  limile  si  ji  est  inférieur  ou  éf;al  à  un. 
Par  exemple,  pour  que  l'intégrale  d'une  fraction  rationnelle  ail 
une  limite,  lorsque  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  augmente 
iadéfioimenl,  il  faut  et  il  suffit  que  le  dnfjré  du  dénominateur  sur- 
passe le  degré  du  numérateur  d'au  moins  deux  unités.  Prenons 
encore 


/(x)  = 


i/R{x} 


V  el  R  étant  deux  polynômes  de  degrés  p  et  r  respectivement;  le 

r 

produit  jr'     f{x)  a  une  limite  diftércnlc  de  zéro  pour  x  infini. 
Pour  que  l'intégrale  ait  une  limite,  il  faut  el  il  sufill  que  l'on 

■il  /?  <  ^  —  I . 

91.  Les   règles    précédentes    ne    suffisent    pas    toujours    pour 
ider  si  une  intégrale  a  une  limite  ou  non.  Prenons  par  exemple 

y(jF)^ ;  le  produit  x^f{x)  a  pour  limite  zéro  lorsque  ja  est 

moindre  que  ua,  el  peut  prendre  des  valeurs  supérieures  à  tout 
nombre  donné  si  jjl  est  [il us  grand  que  un.  Ce  produit  oscille 
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enlre  -|-  i  el  —  i,  si  jj«.  =  i.  Aucune  des  rrgics  énoncées  ne  s  ap- 
plique; cependanl  ririlégrale  a  une  limiie.  Considérons  i'inlégral< 
un  peu  plus  générale 

In  fonclion  sous  le  signe  d'intégration  cliango  de  signe  pour  j?=:^"i 
Nous  sommes  condiiils  à  éludicr  la  série  allernée 


{■'A) 

où  l'on  pose 


a„  —  11,  -^  a.-^  a. 


(-i)"ff«- 


r  sinj? 

f      c-«  - — -  dx, 

a  ^ 


-s: 


e-'^ dx. 


«•  BT 


sin«t    ,    I 
c-*' dx  ; 

X 


\v  lerme  général  a„  peut  encore  s'écrire,  en  changeante;  eny-\-n: 


siny       , 

g-ty-nt-K sl_  dv. 


Il  fsl  évident  que  la  fonclion  sous  le  signe  d'inlégralion  diminua 
quand  «  augmente,  el,   par  suite,  on  a  ««+!<"«;  d'arlleurs,  !< 

terme  général  a,i  est  moindre  que    /      • — ■»  c'est-à-dire  tpie  -•  Li 

série  précédciile  est  donc  convergente,  puisque  les  termes  voi 
en  décroissant  en  valeur  abscdue  et  que  le   Lerme  général  lcn« 
vers  zéro.    Si   la   limite    supérieure  /  est   comprise  enlre  n—  el 
(n  -f-  i)Tt,  nous  pouvons  écrire 

/    e-*'^^^rfa-  =  S«±Oa,.        o<0<i, 

S„  étant  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (24);  lorsqt 
/  augmente  indélînimenl,  il  en  est  de  miîme  du  nombre  entier 
On  tend  vers  réro,  et  liulégrale  a  pour  limite  la  somme  S  de  1^ 
série  (a4)- 

Oa  démontrera  de  la  même  façon  que  les  intégrales 


/         hinx^dx,       j        \:osx*dx, 
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qni  se  présenlent  dans  la  théorie  de  la  dinfraclioii,  ont  une  valeur 
finie.  La  courbe  _^' =  sinx*,  par  exemple,  a  la  forme  ondulée 
d'une  sinusoïde,  mais  les  ondulations  vont  on  se  resserrant  de 
plus  ea  plus,  car  la  différence  \/{n  -r  1)7:  —  ^m:  de  deux  racines 
consécutives  de  sîna;-'  tend  vers  zéro  quand  n  croît  indéfiniment. 

Remarque.  —  Ce  dernier  exemple  donne  lieu  à  une  remarque  intéres- 
sante. Lorsque  x  croît  indéfiniment,  sinr'  oscille  entre  —  i  et  -i-i;  l'inté- 
Jîrale  peut  donc  avoir  une  limilc  sans  que  la  fonction  sous  le  'ii;;nc  d'inlé- 
?ration  tende  vers  zéro,  autrement  dit,  sans  que  la  courbe  _;'  —  /(t)  soil 
â*ymptoic  à  l'axe  des  x.  Voici  encore  un  exemple  où  il  en  est  de  même 
•■'  où  la  fonction /(ar)  conserve  de  plus  un  signe  constant.  Soit 


I  -I-  ir«sin*j7' 


'■'^"e  fonction  est  constamment  positive  si  x  est  |)0sitif,  elle  ne  tend  pas 
^'*-'''*>  zéro,  car  on  a  /(Ait)  =  kn.  Pour  faire  voir  que  riutOgrale  a  une 
""^ilc,  considérons  comme  plus  haut  la  série 

«o-f-«i  +  -  ••-*-a/i-t--  •  •- 
où 

•"■-'"=        xdx 


r 

''nie 


I  H-  x^&xn^x' 


*■  x-ariant  de  /«::  à  (n  4-i)~,  a"*  est  supérieur  à  n'"'-'"',  et  l'on  a 
a„<{n~-x)T.l  ______ 

'-•  «ic  funclion  primitive  est 

— arc  tang(/i  -t-  n^iz'^  tanga?) 

v/i-f-ns-n» 

*"  Miriant  de  nr.  à  (n-M)n,  tanga?  devient  infinie  une  seule  fois  en  pas- 
J^aiil  de  -i- se  à  —  x;  donc  l'intégrale  est  égale  (n"  77;  à  —  ^^  =^  et  l'on  a 

_   (rtH-Dr'        (n-~\) 
««  <     ,- ^  <  — TT--  • 


(  A^)' 


La  série  Za„  étant  convergente,  l'intégrale    I    f{x)(ix  a  une  liiniic. 

«0 

Il  e>t  d'ailleurs  évident  que,  si /(a»)  a  une  limite  h  différente  de  zéro 
pour  .r  infini,  l'intégrale  ne  peut  avoir  de  limite,  car,  à  partir  d'une  valeur 


aofi 
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assez  gronde  de  x,f{x)  sera  supérieur  en  valeur  absolue  à 


et  gardera 


un  signe  con^lanl. 

Les  raisonnemenls  qui  prccéilcni  offrenl  une  grande  analogie  avec  ceu 
que  l'on  einjtioic  dans  l'étude  des  séries.  Le  lien  intime  qui  existe  ent 
les  deux  question!^  a  été  mis  en  évidence  par  un  théorème  de  Caucliv,  qui 
sera  exposé  plus  loin  (Chap.  VIII);  oa  verra  en  raéme  temps  de  nouveaux 
critères  permcilant  de  reconnaître  si  une  intégrale  a  une  limite  ou  non, 
dans  des  eus  plus  étendus  que  ceux  que  nous  avons  traités. 

92.  'Lz.  fonction  r(a).  —  L'intégrale  définie 

(a5)  r(a)=   f      x«-*e-'dx 

a  une  valeur  déterminée,  pourvu  que  a  soit  positif. 
Considérous  en  cfl'el  les  deux  intégrales 

-^dx,       I    x^~' e-^  dx, 


i 

iif  ^ 


r  a-o-'e-^ 


ob  t  est  un  nombre  positif  très  petit,  et  l  un  nombre  positif  très  grand. 
Lb  seconde  intégrale  a  toujours  une  limite,  car  ù  partir  d'une  valeur  de  x 

asseï  grande  on  a  x«-'e-'<  —  »  ce  qui  revient  à  écrire  ff*>  x"-^*.  Quan 

à  la  première  intégrale,  le  produilx'— "y(j:)  a  pour  limite  i  lorsque  arien 
vers  zéro;  pour  que  l'intégrale  ail  une  limite,  il  faut  cl  il  sufdl  que  i  —  a 
soit  inférieur  à  un,  ou  que  a  sait  positif.  Supposons  cette  condiiion  rem- 
plie; la  somme  des  deux  limites  est  la  fonction  r(a),  appelée  aussi  inté- 
grale  Eulérienne  de  seconde  espace.  Cette  fonction  Tia)  devient  infinie 
lorsque  a  tend  vers  zéro;  elle  a  une  valeur  positive  pour  toute  valeur 
positive  de(Z,et  augmente  îndélînimeni  avt^c  a.  Elle  présente  un  minimum 
pour  X  =  t  ,46i63-ji . . .,  et  la  valeur  correspondante  est  o,8S56o3a. . 

Intégrons  par  parties  la  formule   (i5)  et  supjiosons  a>i;  en  consi 
déranl  e--' dx  comme  la  diiïérentielle  de  — c^,  il  vient 


I 


T{a)^-[x-'- 


[n-x)  f 

''a 


X"-*  e-'  dx  : 


mais  le  produit  x"-*e~'  est  nul  aux  deu\  limites,  puisque  a>-i,  cl  il 

reste 


(a*ij 


r(a)  =  (a  — i)r(a  — I). 


L'application  répétée  de  celle  formule  permet  de  ramener  le  calcul 
de  r(a)  au  ras  où  l'arpumcfil  ti  est  compris  entre  o  el  i.  Il  est  facile  d'en 
déduire  la  valeur  de  r{a),  lorsque  a  est  un  nombre  entier.  Un  a  d'abord 


r(i 


>=.r 


-^dx=  -(c-'];-=r; 
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ao7 


Is  formule  précédente  donne  ensuite  succcssivpmcnl,  en    faisant   a  =  a, 
î, ...,  /i,  . .., 

r(a)=r(i)  =  i,      r(3)  =  ar(3)^i.2, 

cl,  d'une  manière  générale,  si  n  est  un  nomlire  entier  po^^ilif, 
(17)  r(/i)  =  i.2.3...(/t  — I). 

93.  Intégrales  curvilignes.  —  Soient  AB  un  arc  tic  courbe  plane 

coolinii,  cl  i*(x,j)  une  Tonclion  conlinue  de  deux  variables  .r,  y 

JeluDg  de  AB  (x,  y  désignanl  les  coordonnëes  d'un  point  de  AB 

par   rapport  à   deux   axes   situés   dans   son    plan).   Prenons   sur 

l'arc  .'\B  un  certain  nombre  de  points  de  division  /«,,  n/j,  .... 

mi,  ...,  de  coordonnées  (x4,y^,),  (xa,j'^  ),...,  (ar,-,^,-),  . . . ,  et 

snr  chacnndes  arcs  mi_xmi  prenons  encore  un  point  /i,à  volonté, 

de  coordonnées  (Ç,,  r,,).  Considérons  la  somme 


(a8) 


P(Si,r„)(:r,-a1- 


P(;..»U)(r»-*i)- 


étendue  à  tous  les  intervalles  partiels;  lorsque  le  nombre  des 
points  de  division  augmente  indéliniment,  de  façon  que  chacune 
des  diflerences  xi  —  J"|_|  tende  vers  zéro,  la  somme  précédente 
tend  vers  une  limite  que  Ton  appelle  Vintêgrale  curviligne  de 
P(jr,  ^)  étendue  à  l'arc  Ali,  cl  (]uc  l'on  repré.icnle  par  le  sjnibole 

f  ï\j:,y)dx. 

«- AB 

Pour  démontrer  l'exîslence  de  celle  limite,  supposons  d'abord 
qu'une  parallèle  à  Oy  ne  puisse  rencontrer  l'arc  AB  en  plus  d'un 
point.  Soient  a  clb  les  abscisses  des  points  A  et  B  et  y  =^  '-fi^) 
l'équation  de  l'arc  AB;  o(x)  esl  une  fonction  conlinue  de  x  dans 
l'intervalle  (rt,  6).  Si  l'on  remplace  jk  par  'f(-ï^)  ^'^stns  P{xyy)f  le 
révoltât  est  également  une  fonction  conlinue  ^(jt)  =  V[x,  çp(jr)], 
el  Ton  a 

P(^,  ^/)  =  P[5.-,  ?(Î<)1=*(^)- 

La  somme  précédente  peut  donc  s'écrire 

♦(ti)(^i  —  « J -^- *(i«)(-rs— ^1) -I-. .  .-4- *( £/)(3-/— .n-i)-H. . .: 


aoS 
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elle  a  donc  pour  limilc  l'itilcgralc  di'liiirt'  ordinaire 


cl,  par  stiilc, 


»  ri  '  rt 

fp{x,y)dx=   f   P[T,«(.z-)]rfx. 

■Alt  «/« 


H  une  p 


urallfle  a 


axe 


Oy  p 


eut  rencon 


Irer  I' 


AB 


(l'un  point,  on  pnrlagcra  ccl  arc  un  pliisieurs  autres  dunl  cliaciin 
u'esl  rencontré  (nien  un  poinl  par  uae  parallèle  à  O^}--.  Ktanldouoé, 
par  exemplfj  un  arc  de  courbe  lel  que  ACDB  (Jtg.  i  i),  soieni 


Fi  g. 

i^. 

M 

A- 

^ 

< 

> 

t 
i 
i 

^B 

0 

JC 

el  D  lc5  points  on  l'absicissc  e^t  inaximniii  ou  mininrum.-diacnn 
des  arcs  \il,  CD,  DU  sulisfail  à  ta  cuiidilion  préeédcnlc,  el  nous 
«écrirons 

Jl        P(T,r)dx=   I    P{x,y)dx-^-  f  V{x,  y)d.r^-   i  \'\t,  y)<ir; 

mais  il  esL  à  remarquer  que,  pour  calculer  les  trois  inlégrales  d| 

second  menilire.  on  devra  r<Mii|)lacer  r  |>ai'  liois  foncLJons  diffê-i 
renies  àv  lu  \arialile  a  dans  P(j-,  j'). 

Les  ink'grales  curvilignes    /   Q(j",  y)dy  se  définissent  de  U 

"'a«  '       " 

même  Caçon  ;  ces  intc<;riiles,  comme  on  le  voit,  se  ramènent  itninô- 
dialenienlaux  inlégraies  définies  ordinaires,  mais  leur  inlroductiot 
se  jiistilie  par  leur  ulililé.  Mous  ferons  reinanpicr  aussi  que  l'ar< 
de  courbe  A!i  peu  I  se  composer  de  jiuflious  de  courlies  alisoluinenl 
dislincles,  telles  ipie  droites,  arcs  de  c;iMcle.  etc. 

Ud  cas  très  fréquenL  dans  les  aj^plicalions  est  celui  où  les  coor 
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"données  d'un  point  *\c:  l'arc  AB  peuvenl  s'exprimer  ou  fonction 
ilun  païamèlre  variable 

3(/)  et  <!'(<)  élauL  des  Ibncllons  eonlimies  de  /,  ainsi  que  les  déri- 
vées 5'(/),  'i''(0'»  "ous  supposerons  <jiie,  /  variant  de  a  à  P,  le 
point  {j:,y)  dècril  l'arc  AB  en  marchant  toujours  dans  le  même 
sens.  L'intervalle  (ot,  p)  étant  divisé  en  intervalles  partiels  plus 
pt'lils,  soient  /,_|  et  /,  deux  valeurs  consécutives  de  /  aux,t|uelles 
correspondent  sur  l'arc  AH  ik'u\  [)rtints  /H,_i  et  m,,  de  coordon- 
nées (Xi_,,  J',_,)  el  (jr„  y'i).  On  a 

5,  étant  compris  entre  /,_i  et  /,,  et  à  celte  valeur  hi  correspond  un 
point  (;,,  T,,)  de  l'arc  «»,_,  m/.  Nous  pouvons  donc  écrire 

SP(;i, 'îO(^/-'/-i)  =  2:P[?(f>/).  •^(')/)j?'(0, )(//-//-!), 
et,  eo  passant  à  la  limite, 

On  obtiendrai!  de  lu  inènie  façon  une  formule  analogue  pour  /  Qt/>' 
ot.  en  ajoutant  les  deux  formules,  il  vient 

(»j,)  f  PdT-i-Qdj'=  r[Pf(o-+-Qf(0]rf'; 

•-'ab  ^X 

c'esl  la  formule  du  changement  de  variable  dans  les  intégrales 
curvilignes.  Bien  entendu,  si  l'arc  de  courbe  AB  se  compose  de 
portions  de  courbes  dislincles,  les  fonctions  »(')  el  '}('}  n'auront 
paii  la  même  expression  tout  le  long  de  AU,  el  l'on  appliquera  la 
formule  à  chacune  des  portions  séparément. 

9-I-.  Aire  d'une  courbe  fermée.  —  Nous  avons  délîni  plus  haut 
Taire  de  la  portion  du  [lian  limitée  par  un  arc  de  courbe  AMB, 
anc  droite  ne  rencontrant  pas  l'arc  AMB  et  les  deux  perpendi- 
culaires AAo,  BBo  abaissées  des  poinls  A  et  R  sur  celle  droite 
(n**  63,  IS,  Jig.  9).  Considérons  maintenant  une  courbe  fermée 
continue  de  forme  quelconque;  nous  entendons  |)ar  là  le  lieu 
G.  i4 
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décrit  par  un  poinl  M  donL  les  coordonnées  sont  des  fonctions 
continues  .r  =/(<),  j' ='j(/)  d'un  paramètre  t,  qui  reprennenl^ 
les  mêmes  valeurs  lorsque  /  croît  de  tg  à  T.  Ces  fonctions  ./(f  jB 
et  »((}  peuvent  d'ailleurs  avoir  des  expressions  tout  à  fait  diffé- 
rentes entre  les  limites  (o  f^^  1  !  c'csl  ce  qui  arrivera  si  le  contour 
fermé  C  se  compose  d'arcs  de  courbes  distinctes.  Considérons  sur 
la  courbe  C  un  certain  nombre  de  points  Mo,  M,,  Mj,  .  .  .,  1M|_|, 
M,,  ...,  M„_i,  Mb  correspondant,  à  des  valeurs  tt,  li,  fj.,  .  .  .,  du 
paramètre,  croissantes  de  /,,  à  T.   En  joignant  ces  points   dans 
Tordre  où  Ils  se  succèdent  sur  la  courbe,  on  obtient  un  polygone 
inscrit  dans  celle  courbe;  on  appelle  aire  de  la  courbe  fernii-e  C 
la  limite  vers  laquelle  tend  l'aire  de  ce  polygone  lorsque  le  nombre 
des  côtés  augmente  indéfiniment,  de  façon  que  chacun  des  cùlés 
lendc  vers  zéro  C).  Cette  définition  est  bien  d'accord  avec  celle  qufrfl 
a  été  adoptée  dans  le  cas  particulier  rappelé  plus  haut;  car  si  l'on 
décompose  le  polygone  Aq  AQ,  Qj  .  .  .  liBo  A^  eu  petits  trapèzes 
par  des  parallèles  à  la  droite  AAo,  l'aire  de  l'un  de  ces  petits  Ira- 

pèzes  a  pour  expression  (x, —  x,_i  )  •' — — — ■^■^— —    .  ce  qui  peut 

encore  s'écrire  (x,  —  x,_i)/(Si),  \i  étnnl  compris  entre  Xi_i  et  x,- 

L'aire  polygonale  a  donc  pour  limite  l'intégrale  définie  f  /(x)  dx 

Considérons  iniiinlcnnnt  une  courbe  fermée  G  qui  ne  peiil 
élre  rencontrée  en  plus  de  deu\  points  par  une  droite  paral- 
lèle à  une  direction  fixe.  Choisissons  pour  axe  des  y  une  droite 
parallèle  à  celte  direction  et  pour  axe  des  x  une  droite  perpen- 
diculaire, de  telle  façon  que  la  courbe  C  soit  tout  entière  dans 
l'angle  JfO^(y*^.  i5). 

Les  points  du  contour  C  se  projettent  surOjr  suivant  les  point»] 
d'un  set;meul  ab,  el  toute  parallèle  ii  Oy  menée  par  un  point 
de  ab  rencontre  le  contour  C  en  deux  points  seulement  «i,  el  m^^ 
Soieul  ^,=  i|i(  (x)  cl y2=.^i[x)  les  équations  des  deux  arcs  d 
courbe  A/7?(B  et  A/zj^B-  Supposons,  pour  plus  de  clarté,  que  les 
points  A  et  B  du  contour  C  qui  se  projelient  eu  a  et  6  soient  des 
sommets  de  la  ligne  polygonale.  L'alrc  du  polygone  inscrit  dans  le 


I 


(')  On  suppose,  bien  entendu,  que   la   courbe  eonsidùn'e   n'a    pas  de    point 
double,  el  ijuc  les  côtijs  du  piilvfiono  ins*"!-!!  sont  asseï  petits  pour  que  le  péri-' 
milre  de  ce  polygone  n'uii  pas  lui-mime  de  point  double. 
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"contour  C  est  (igale  à  la  iliflR-reivcc  des  aire.*  [WjlyijûJialos  limilécs 
par  les  droites  An,  ab,  LU  et  les  lijjnes  brisées  insciites  dans  les 
arcs  A/713B  et  Am,B.  En  passant  à  la  limite,  on  en  conclut  que 
l'aire  de  la  courbe  C  est  égale  à  la  diflTtîi-encc  des  aires  limitées  par 


Fig. 


es  deux  contours  AniaBiaA  et  \in,iiba X,  c'est-à-dire  à  la  dif- 
fërence  des  deux,  intégrales 


Les  deux  intégrales  représentent  l'iolégrale  curviligne    l ydx^ 

prise  le  long  de  Am^B  et  le  long  de  Ami  B.  Si  nous  convenons  de 
dire  que  le  contour  C  est  décrit  dans  le  sons  direct  lorsqu'un 
observateur  debout  sur  le  plan  et  décrivanL  ce  contour  laisse  à  sa 
gauche  l'aire  enveloppée  (les  axes  ayant  la  disposition  habituelle, 
conime  dans  le  cas  de  la  figure),  le  résultat  olilenu  peut  s'exprimer 
comoie  il  suit  :  L'aire  Q  enveloppée  par  le  contour  ferme  C  a  pour 
valeur 


(-30) 


-I' 


ydx, 


l'intégrale  curviligne  étant  prise  le  long  du  contour  fermé  C  dans 
le  sens  direct.  Celte  intégrale  ne  changeant  pas,  quand  on  dt'place 
l'origine  des  coordonnées,  la  formule  subsiste,  quelle  que  soit  la 
position  du  contour  G  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées. 
Considérons  maintenant  un  contour  C  de  forme  quelconque. 
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Nous  supposerons  qu'on  peul,  en  menant  des  transversales  joi- 
gnant deux  points  de  C,  obtenir  des  contours  partiels  dont  cliacua 
n'est  reiiconlré  qu'en  deux  points  par  une  droite  parallèle  à  O^'. 
Tel  est  le  cas  de  la  région  limitée  par  le  contour  C  de  \ajt.g.  i<i 

Fig.  j6. 


que  l'on  décompose  au  mojcn  des  transversales  ab,  cd,  en  trois' 
régions  limitées  respectivement  par  les  contours  antba,  abndcga, 
Cffpv,  à  <rliacune  desquelles  on  peut  appliquer  la  formule  précë- 
denle.  En  ajoutant  les  résultais  obtenus,  les  intégrales  curvilignes 
provenant  des  lignes  auxiliaires  ab^  cd  se  détruisent,  et   l'aire 

limitée  par  C  est  encore  égale  à  l'intégrale  curviligne  —  j  y  dx, 
prise  le  long  de  C  dans  le  sens  direct. 

On  démonlie  de  la  même  façon  que  l'on  a 


(3i) 


=  /   rdy. 


et,  en  combinant  les  deux  formules,  il  vient 


(3a) 


Il  =  -    f    X  dy  —  y  dx. 


les  intégrales  étant  toujours  prises  dans  le  sens  direct. 

Par  exenqdc,  l'aire  Je  l'etlipse,  représentée  par  les  formules 

X  =  a  cost,        y  —  b  siii  ', 
a  pour  expression 

12  =  -    1       ab{,coi*t-\- sm*t)(lt  =  -ab. 
95.  Aire  d'une  courbe  en  coordonnées  polaires.  —  Soit  à  éva- 


IV.    —    EXTB.\8I0>S    DIVERSES   UE    l.\   NOTIOX   d'IiXTÉGRALE.  îrJ 

luer  l'aire  limilce  par  k  fonloiirOAMHO  {Jig.  17),  formé  des  deux 
droites  OA,  OB  cl  de  l'arc  AMB,  (|ui  n'est  reticoiiLrt;  qu'en  un 
point  au  ptus  par  une  droite  issue  de  O.  Prenons  le  poinl  0  pour 

Fig.  17- 


pôle,  pour  axe  polaire  une  droite  Oar,  el  soit  p  =y(u*)  l'équation 
de  l'arc  AMB, 

Inscrivons  une  ligne  polygonale  clans  cet  arc  AMB,  et  soient  M, 
M'  deux  soramels  voisins  ;  l'aire  cherchée  esL  la  limite  de  la  somme 
des  triangles  OMM'.  Or  l'aire  du  Iriangle  OMM'  a  pour  eiprcssion 


-  p(pH-Ap)  sinA<o=  Awf^ — ^-s)l 


e  étant  infiniment  petit  avec  Aw.  On  vérifie  aisément  que  toutes 
)e5  quanlitos  analogues  à  e  peuvent  élre  su()posées  moindres  que 
tout  nombre  donné  -t^  pourvu  que  tous  les  angles  Aw  soient  assez, 
petits.  On  peut  donc  négliger  e  A(u  dans  la  recherche  de  la  limite; 

l'aire  cherchée  est  la  liniilo   de  la  somme  5]  7-  Atu,   c'esL-à-dire 


l'intégrale  définie 


1   r"' 

vu,. 


ci>i  et  Wj  étant  les  angles  que  font  avec  Oj:  les  droites  OA  el  OB. 
Une  aire  limitée  par  un  contour  de  forme  quelconque  esl  la 
somme  ou  la  diirérence  d'un  certain  nombre  d'aires  limilées 
comme  la  précédente.  Si  Ton  veut,  par  exem()]e,  évaluer  l'aire 
d'an  contour  fermé  entourant  le  poinL  O  el  rencontré  en  deux 
points  seulement  par  une  droite  passant  par  le  point  O,  il  suffira 
de  faire  varier  w  de  o  à  2^:.  L'aire  d'un  contour  fermé  convexe 
laissant  le  point  O  à  l'extérieur  {_/cg.  17)  est  égale  à  la  dilférence 
des  aires  des  deux  secteurs  OAMBO,  OANBO,  qu'on  calculer» 
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comme  on  vient  de  l'expliquer.  Dans  tous  les  cas,  l'aire  est  encore 

représentée  par  l'intégrale  curviligne  -  /  p^c^to,  prise  le  long  de  C 

dans  le  sens  direct.  Cette  formule  ne  diffère  pas  au  fond  de  la 
précédente;  en  eflet,  quand  on  passe  des  coordonnées  rectangu- 
laires aux  coordonnées  polaires,  on  a 

2:  =  pcosti>,        _y=p5inw, 

dx  —  cosu)  dp  —  p  sino) d(t),         dy  —  sin(o<fp  +  p  cosox/u), 

X  dy  — y  dx  —-  p'  t/to. 

Considérons  encore  un  arc  de  courbe  AMB  représentée  en  coor- 
données obliques  par  l'équation  y  ^f(^x).   Pour  évaluer  l'aire 

Tip.  18. 


limitée  par  l'arc  AMB,  l'axe  des  x  et  les  parallèles  AAo,  BBo  à 
Taxe  O^,  imaginons  une  ligne  polygonale  inscrite  dans  AiMB,  et 
décomposons  l'aire  du  polygone  en  petits  trapèzes  par  des  paral- 
lèles à  Oy.  L'aire  d'un  de  ces  trapèzes  a  pour  expression 

f(Xi-i)  -+-/(xi)  Vf, 

ce  qui  peut  encore  s'écrire  (x,- — J"/_i)/(i,)sin8,  Çj  appartenant 
à  l'intervalle  (^/_i,  x,-).  L'aire  est  donc  égale  à  l'intégrale  définie 

sinO  I    f{x)dx. 

On  en  déduit,  comme  plus  haut,  que  l'aire  limitée  par  un  con- 
tour fermé  quelconque  C  a  pour  expression 

/    xdy—ydx. 

'■     «>'(C) 


IV.    —    EXTENSIONS   DIVBnSES   DE    LA    NOTION    l)'l.\TÉGR\Lii:.  il  5 

Remarque.  —  Etant  donnée  une  courbe  fermée  C  (^fig^  i5) 
menons  en  un  point  M  de  celle  courbe  la  direction  de  la  normale 
qui  va  vers  rexlérieur,  el  soient  a,  ^les  angles  que  fait  celle  direc- 
tion avec  les  axes  0;r,  0_j',  ces  angles  étant  comptés  de  o  à  -t:. 
Le  long  de  l'arc  Ami  B,  l'angle  (3  est  obtus  el  l'on  a(fje=  — rfscosp, 
de  sorle  que  l'on  petit  écrire 


/        y  dx  = —  jycoi^ds. 


Le  long  de  B/jfoA,  l'angle  p  est  aigu,  dans  l'intégrale  curviligne 
le  long  de  Bwi^  A,  dx  est  négatif,  el  si  l'on  convient  de  regarder c/i 
comme  toujours  positif,  on  a  encore  tlx  zz=  —  ds  cos^.  L'aire  de 
U  courbe  fermée  est  donc  représentée  par  l'intégmle 


/ 


y  cos  p  ds, 

Tangle  ^  étant  défini  comme  on  l'a  dit,  et  ds  étant  essenliellcmenl 
positif.  La  formule  s'étend  comme  |>lus  haut  à  un  contour  de 
forme  quelconque,  cl  Ton  verrait  de  mémo  que  l'aire  est  égale 
aussi  à  rintégrale 

r  cos  a  ds. 


J' 


Ccl  énoncé  est  absolument  indépendant  de  la  disposition  des  axes. 


96. 


Valeur   de   l'intégrale   "^    i  xdy  —y  dx.  —  Il    est   naturel   de   se 

demdncler  ce  que  repréiente  l'iniégrale   1  x  dj — y  dx,  prise  le  long  «l'une 

rourbe  de  forme  quelconque,  fermée  ou  non. 

Considérons,    pur    (:xem|)le,    li!s    «leux    courbes    fermées     OAOBO, 
XpBçCrAsUtCuk  {Jiff-   19)  qui  ool  respectivcinetil  un  jioint  double 


iMg.  ig- 


'/ 


ri  iroi»  points  doubles.  Il  est  clair  que  l'on  pi;ui  les  remjilarer  l'une  cl 
r*atre  par  la  réunion  de  deu\  courbes  fermées  sans  point  double.  Ainsi 
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le  (loiUiiur  feniu'  OAOBO  est  équivalent  à  la  siiite  cFos  il«u\  contours  OAO 
OBO.  f/intêprale  prise  le  long  «Ju  sonlnur  lolnl  est  égnle  a  Taire  de  Is' 
biiuclc  OAO  (liniiinii't?  rli;  l'aire  de  la  lioïK'le  ODO.   De  niènic,  le  second 
conlmir   peut  être   iein[>lacc   par  les  dcim   courbes    fermée?.   ApKgCrX 
cl   AslJfCfiA.    I/)nté<;iiile    e*t    donc    éptale    à   la   somme   des    aires    des 
hoiicles   AyvHîA,  iîiCyB.  ArCr/A,  plus   deux   fois    l'aire  de  la    bouci 
AsBqCiiX.   Le   raisonnement  est   général.   Un   contour  fermé,  avec  u 
noiribre  quelconque  de  points  doubles,  «létcrminc  un  certain  nombre  d'aires 
partielles   i,,  i.,    . . . ,  a^  qu'il   liniiln   contplèlcment.   L'inlé;,Tale,  prise  Ic 
long  (lu  eonloyr  total,  est  égale  à  une  somme  de  la  forme 

/M I  ffj  -+-  nij  a, -)- . . . -+-  niptp, 

"^l»  'Wî)  ...1  m^,  6tant  des  nombres  entiers  positifs  ou  ni'ffalifs,  que 
détermine  par  la  règle  suivante  :  Ktant  données  deu.r  aires  /imitro, 
«,  a'  séparées  par  un  arc  ai  du  contour  C,  on  imagine  un  observa 
debout  sur  le  plan  et  décrivant  te  contour  dans  le  sens  indiqué  par 
les  /lèches;  l'aire  laissée  à  gauche  a  un  coe^fficient  supérieur  d'une 
unité  (i  celui  de  l'aire  laissée  adroite,  Oiidimne  le  coefficieiii  o  à  l'aire 
illiuiitée  extérieure  au  contour,  et  l'on  <lclcrniiue  les  autres  cocflicicnl! 
d<r  proche  en  proche. 

Si   l'on   a   un   arc  de  rourbe   AU   non  fermé,  on   le  transforme   eu  un 
rourbe    fermée   en  Joignant   les   extrémité»  A  Cl   B   à   l'origine,   el   l'oi 

applique  la  règle  précédente  à  ce  contour;  car  l'intégrale    j  J  rf>' — y  dx^ 
prise  le  long  des  rayons  OA  el  OB,  est  évidemment  nulle. 
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97.  Différentiatiou  BOUS  le  signe   /.  —  On  a  soiivenl  ù  éludi< 

des  intégrales  définies  où   la  fonclion  à  inlégrer  dépend  non  sei 
lemenl   de    hi    variaiilo    d'inlégration,    mais    d'iiitç    ou    plusieui 
viiri;iljli,-s  (|iie  l'on  cortsidtre  criinrno  dts  païaiiirlres.  Soiiy*(.i',  a] 
une  tonction  îles  deux  variables  x  el  a,  conlinue  lorsque  j-  varie 
de  Xo  à  X  et  que  a  varie  entre  certaines  limites  ao,  qli  .  L'intégra 
déliaic 

où  l'on  suppose  que  a  ail  une  valeitr  déterminée  comprise  entre 
cl  a,,  et  oii  les  liiniles  .To  el  X  sont  indépendantes  de  a,  est  ui 
fonction  de  lu  vaiiaLlc  7.,  douL  nous  allons  étudier  les  propriété 
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Noas  pouvons  écrire 

.s 


(3Î 


)        F(a-t-Aa)  — F(a)=   ^    [/(j:.  a -+- M)— /(x,  a)]  <£r; 


U  foncliori  y(.r,  a)  élanl  conlîuuc,  on  peut  [iicndre  Aa  assez  pelil 
pour  que  la  tlifTérencc  sous  le  signe  d'inLégratiou  soil  moindre  en 
valeur  absolue  qu'un  nombre  posilif  donné  ù  l'avancée.  L'accrois- 
seinenl  AF(a)  sera  donc  moindre  en  valeur  absolue  que  £|X  —  Xa\', 
ce  (jui  prouve  la  conlinuilé. 

Si  la  fonction  y(j:,  a)  a  une  dérivée  par  rapport  à  la  variable  a, 
on  a 

/(x,  a-+-  Aa)— /(a:,  a)  =  Aa[/afx,  ix) -^  i], 

î  tendant  vers  zéro  en  même  Icmps  que  Aa.  On  pcuL  donc  écrire, 
en  divisant  les  deux  membres  de  (33)  par  Aa, 


F(a-+-Aa)— F{oi) 


A« 


désignons  par  T;  la  limite  supérieure  de  e  en  valeur  absolue,  la 
derniiTC  intégrale  est  moindre  en  valeur  absolue  que  r, |X  —  .ro) 
i-t,  en  passant  à  la  liniile,  il  vient 


(i4J 


Pour  que  la  conclusion  soit  absolument  rigoureuse,  il  faut  élre 
assuré  que  l'on  peut  prcntlre  Aa  assez  petit  jiour  que  le  ntimbre  £ 
joit  moindre  que  tout  nombre  positif  ïj  donné  à  l'iivance,  et  cela 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  conjprises  entre  les  liniiles  x^  et  X. 
11  ea  csl  certainement  ainsi  lorsque  la  dérivée /^(x,  a)  est  elle- 
même  continue.  En  eiïel,  le  lliéoréme  des  aceroissemenls  finis 
donne 

/(x,  a-+-Aa)— /(x,  a)  =  Aat/;(T.  a-H«Aa);         o<0<i, 

on  a,  par  coiiséqutiil, 

e  =f'a.(x,  a-+-OAa)— /â(x,  a). 

Si  la  fonction  y"â  est  coniioue,,  la  différence  e  sera  moindre  que  iri, 
qaels  que  soient  x  et  a,  pourvu  que  jAx{  soit  inférieur  à  un  nombre 
positif  h  clioisi  assez  petit  (woeV  plus  loin,  Chnp.  VI). 
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Supposons  inaintcnant  (|iie  les  liiniles  X  et  x^  sont  clles-mï 
des  fonctions  (ie  ï.  On  petit  écrire,  en  d(^signanl  par  AX  cl 
les  accroissements  correspondants  à  un  accroissemenl  Aa, 

F(«-+-Aa)— F(a)=    f    [/{x,  a  h  \%)  ~/{x,  <x)\dv 

—  I  /(:r,  a-(-àa)rfx—  I  /(r,  a -+- Aa)rfr,^ 

on,  en  a|>plii]iianl  le  théorèniL"  de  la  ni<)\enne  aux  deux  dernières 
intégrales  et  divisant  par  Aa, 


F(«^Aï)  — F(a)         r^  f(r,  a-t- Aï  )— /(x,  a) 


Ml 


=/ 


Az 


dx 


■«■• 

-t- 7^ /(X -4- &  AX,  a -+- Aa)  —  ^ /(ar, -+- 0' Aa-»,  a -^  Aa).* 


Aa 


Al 


Lorsque  Aa  tend   vers  zéro,  la  première  intégrale  a   la   inéni< 
limite  que  plus  liaul,  et  il  vient,  en  passant  à  la  limite, 

C'est  la  formiale  générale  de  différcntiation  sons  te  signe  j  . 

Toute   intégrale  curviligne  pouvant  se  ramener  à  une  sommet 
d'intégrales  définies   ordinaires,  la   Ibrmule  s'^'  étend    immédia- 
tement. Par  exemple,  soit 

F(a)=   /    P{x,y,ii)dje-i-q{x,y,x)djr 

une  intégrale  curviligne  prise  le  long  d'un  arc  ABqui  est  le  inémej 
fjuel  que  soil  a;  on  a 

F'(«)=  f  P'^(T,j;  a)  dx-^q'^(T,  y,  il)  dy, 

rinlégralc  étant  prise  le  long  de  la  même  courbe.  An  eonlraire,] 
les  raisonnements  supposent  essentiellement  que  les  limites  sonti 
finies  cl  que  la  fonction  à  intégrer  ne  devient  pas  infinie  entre  cesl 
limites.  Nous  examinerions  plus  loin  les  cas  où  ces  conditions  nej 
sont  pas  satisfaites  (Chap.  VIII). 

La  formule  (35)  est  souvent  employée  pour  obtenir  la  valeur] 
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de  certaines  intégrales  clcOnics,  en  les  raltacliani  à  d'autres  inté- 
grales plus  faciles  à  calculer.  Par  exemple  on  a,  si  a  est  positif, 


s: 


dx  I  X 

—rz.  arc  tang-  .  » 


et,  en  appliquant  la  formule  (34 )«  —  '  fois  de  suite,  on  en  déduit 


(_,)«-!  i.a.. 


,  .    r'       dx  rf"-»   /  1  X  \ 


98.  Exemples  de  discontinuité.  —  Lorsque  les  conditions  supposées  ne 
«ont  pas  toujours  remplies  entre  les  limites  de  l'inlrgration,  il  peut  arriver 
que  rintégrale  définie  soit  une  fonction  discontinue  du  paramètre.  Consi- 
dérons par  exemple  l'intégrale  définie 

F(«)=   r ^lUiL''^ 

J_^     I  —  a  a?  co 


■ar»' 


celte  intégrale  a  une  valeur  finie,  car  les  racines  du  dénominateur  sont 
imaginaires,  sauf  dans  le  cas  où  a  =  kTz;  mais  il  est  clair  que,  dans  ce  cas, 
on  a  F(a)  =  o.  Supposons  par  conséquent  sina^o;  en  posant 

X  ~  cosa-f-  f  sina, 

il  vient,  en  prenant  d'abord  l'intégrale  indéfinie, 

/f.\nadx                C    dt 
r  —  i  —  =  arc  tang/. 
I  —  axcosa-(-a?*      J   i -h  t*  " 

L'intégrale  définie  F(a)  est  donc  égale  à 

/  I  —  cos  a  \  /  —  1 

arc  tangl  : )  —  arc  lanci  

"X     sina     /  "X        s 

le«  arcs  étant  comptés  de  —  -  à  -•  Mais  on  a 


' —  I  —  cos«' 


2      a 

—  cos  a        — I  —  cos  a 


sina  sina 


>> 


et  par  conséquent  la  différence  des  arcs  est  égale  à  ±  -•  Pour  savoir  le 

si{j;ne  qu'on  doit  prendre,  il  suffit  de  remarquer  que  tous  les  cléments  de 

l'intégrale  ont  le  signe  de  sina.  On  a  donc  F(a)=  +  --,  suivant  que  sina 

est   positif  ou  négatif;  la  fonction  F(oc)  est  discontinue  pour  toutes  les 
valeurs  a  =  A"r.  Ce  résultat  n'est  nullement  en  contradiction  avec  le  rai- 
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sonncmeni  fait  au  ilébul  de  ce  paragraphe.  En  effet,  lorsque  x  varie  d^^H 

à  -i-  I ,  et  a  de  —  E  à  H-  e,  par  exemple,  la  fonclion  sous  le  signe   /  devient 

indéiertninée   pour  les  sv^tèines   de   valeurs  «  =  o,  «•  = — i,  et   «  =  o, 
ar  =  -+- I ,  qui  font  partie  de  ee  domnine,  quelque  petit  que  soit  e. 

Il  serait  facile  de  multiplier  les  e\eni|)lcs.  l'reaons  encore  riiilégralc 


l 


dx\ 


en  faisant  le  cliangement  dt-  variable  mx  =  y,  il  vient 

le  signe  •±.  dépendant  du  signe  de  m,  car  les  limites  de  la  nouvelle  int^ 
grale  sont  les  in<!nics  que  celles  de  la  première  si  m  est  positif,  et  doiveal 
être  renversées  si  m  est  négatif.  Nous  avons  vu  (n°  91)  que  riniégrale  di| 
second   membre  est  iine  quantité  positive  N.  L'intégrale  considérée 
donc  égale  à  dz  N,  suivant  le  signe  de  m. 
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99.   Généralités.  —  Quand  un  ne  coniiaîl  pas  de  fonction  prr 
rnitive   df  /(ur),  on   a   recours   à  des   mélhodes  d'approximalioi 

pour  trouver  la  valeur  approchée  de  l'inlëgrale  définie   f    f{x)(i3 

'■a 

Le  lliéorème  de  la  moyenne  fournit  deux  limites  entre  lesquels 
est  comprise  celle  iiiléj,^ralc,  et  l'on  [h'iiL,  [)ar  un  procédé  analogue 
en  trouver  une  infinité  d'autres.  Supposons  que,  x  variant  de 
ii  l>(a<^b)i  on  ait  constamment  o(.r)  <;/(jr)  <;'|((jr):  il  est  évîl 
dent  que  ton  tturu  aussi 

jf     o{T)dx<  f  f(x)dx<  f  4,(j-)rfx: 

si  l'on  a  choisi,  pour  les  fonctions  f{x)  et  à{x),  les  dérivées  de 
deux  fondions  connues,  on  ohliendra  de  celle  façon  deux  liiniti 
enlre  lesquelles  sera  coinjnise  la  valeur  de  rinlégrale  considéré* 
Prenons,  par  exemple,  l'inlégrale 


_    /•'      dx 

1    v/T^xv' 


on  peut  écrire  \/i  —  x*  =^  \/ 1  —  x'^  \/  \  -r-  x'^,  et,  x  variant  de  oà 
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^/l-f- J!"*  resle  compris  enire   i   el  y/a.   L'intégrale  chercliée  est 
donc  comprise  cnlie  les  deux  intégrales 


c  esl-à-dire  entre  — ^  et  -'■  On  peut  trouver  deux  limites  plus 
rapprochées  en  observant  que  (i  -{- jt-)    'est  plus  grand  que  i ;-. 

comme  le  montre  le  développement  de  (i  -  «)  *  par  la  fonnule 
de  Tajior,  limitée  aux  deux  premiers  termes.  L'intégrale  I  osi 
donc  supérieure  à 

r'      dr  t    /'    x^dx 

la  dernière  intégrale  a  pour  valeur  -•  (uoj>  n"  lOo)  ot,  par  suite, 
I  est  compris  entre  -^  el  -• 

r  8  3 

Il  est  clair  qu'on  n'obtient  de  celte  faron  que  des  indications 
sur  la  valeur  exacte  de  l'intégrale.  l'oiir  nvoir  des  valeurs  fihis 
approchées,  on  partaf^era  rinler\alle  (a,  />)  eu  iutervalles  plus 
petits  à  chacun  desquels  on  appliquera  la  formule  de  la  moyenne. 
Pour  fixer  les  idées,  supposons  quey(a:)  aille  consVanunent  m 
croissant  depuis  «jusqu'à  0.  Divisons  l'inlcrvidle  («,  b)  en  n  par- 
lies  égales  (6  —  a  =■  n!i)]   d'iqvri!"s  la  dê(inilioti  même  de   i'inlé- 

prale,    /    f{x)dx  est  comprise  entre  les  deux  sommes 

.  =  AJ/(a)  ^f(a-^h)    -^...  .-/{«-H(n_,)A]{, 

S  =  A[/(a-*-/i)  -<-/(«  —  a/i)-*-...— /(a-r /î/i)]. 

Eo  prenant  pour  valeur  de  Tiulégrale  ^^-; — i  Terreur  commise  est 


cerlainemcQl  inférieure  à  S  ^  i  = 
leor peut  s  écrire 


A  —  a 


[/(*)-/(«)]■    l'»va. 


^\f(,a)^f(a->rh)  _  /(a -h  h) -h /in  ^-ih)  ^ 

/[a  -h(  n  —  i)/(  ]  -t-/(a  -i-  /lA))  _ 
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61  l'on  observe  que  -  i/(a -h /7t) -+-/[«-!-(«-!- i)/i]t  représenta 

l'aire  du  Iraprze  qui  aurait  jioiir  hauteur /*  cL  pour  bases  y(a  -t-  /7i] 
ci  /{a  -^  ih  -\-  h),  on  voit  que  la  rntHhodc  revient  à  remplacer 
l'aire  de  la  courbe  y  =/{x) ,  comprise  entre  deux  ordonnées  voi- 
sines, par  l'aire  du  trapèze  rectiligtu*  avant  pour  bases  ces  <leu3 
ordonnées.  La  iiK-lhodc  e^l  pratique,  qnand  on  n'a  pas  besoîi 
d'une  grande  ap|)roximalioii. 

f'    (ir        .  I 

— '- — j  ;  si  l'on  prend  n  =  4J 

un  a  pour  valeur  approchée  de  l'intégrale 

et  l'erreur  commise  est  moindre  que  — r  =o,o6a5.  On  en  déduit 

une  valeur  approchée  de  rqiii  a  une  décimale  exacte  3, 1 3o8, 

Si  la  (onclion  f{x)  ne  varie  pas  dans  le  même  sens  lorsque  x 
croîl  de  a  à  6,  on  partage  cet  intervalle  en  plusieurs  autres  pour, 
lesquels  cette  condition  soit  satisi'aile. 


100.   Interpolation.  —  Voici  une  autre  méthode  pour  évaluei 
l'intégrale  1    f{^x)dx  :  On   fait   passer  une  courbe  parabolique 


y  =  0(3:)  =  «0+  fij  j-  -H. ..-+-  anX" 

par  [n -\- \)  points  B,,,  tij,  ...,  li,,  [vri.s  sur  la  courbe  y  =y(jr),^ 
entre   les    deux    points   d'aliscisses  a   et   b,   et   Ton    prend   pour 
valeur  approchée  de  l'intégrale  à  évaluer  la  valeur  di^  l'intégral» 

définie  /    <p(x)<fjr,  ([u'il  est  facile  de  calculer. 

Soient  (a-»,  _;'o),  (•'K'i,  .ri)i  •••1  (^"«1  y»)  'es  coordonnées  dej 
(n  -H  1)  points  Uj,  B, ,  .  . . ,  B„.  Le  polynôme  o(  j)  est  donné  pai 
la  formule  d'interpolation  de  Lagrange 

o(.r)  =j'oXo-+-7iX,H-...-4-^fXf-H...-+-^„X„, 

où  le  coefficient  X,-  de ^7 

jj  _    (x  — J«)...(a?  — J-,-i)(g  — Jf-n)...(j-  ^3:n) 
{xt—  xo) .  •  •  (^/—  «■f-i)(a:/—  r,-n)  ...{t,~t„) 
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^S^iîn  polynôme  de  Jegrt-  n  qui  s'annule  pour  les  valeurs 
données  j"o,  oTi,  ...,  j:„,  sauf  pour  x  =^  .r,>  el  qui  est  égal  à  on 
pour  X  =  Xi.  On  a  donc 


y     <f(x)dx  =^yi  I     Xidx; 


or,  nous  pouvons  ëcrire 

Xo  =  a-^%(b  —  a),      x,  =  n -^  n,(i— a),       ...,      ar„  =  a -f.  0„(6  — a), 

H^,  0,.  ...,  8,,  <5lanl  des  nombres  croissants  de  o  à  i,  el,  en 
faisant  Je  changemcnl  de  variable  x  ^^  a -h  {b  —  a)t,  la  lalcur 
approchée  de  l'intégrale  prend  la  forme 

(36)  (/>-a)(K,^oH-K,^,-4-...+  K,>'-.). 

où  Ton  a  pose 

''  (<-n,)...(r-e,_,K<-0/+i)...(«-0,) 


r  (t- 


^)...(0,— 0,^,)(0,-0/n)---(0/-'>/.) 


dt. 


Si,  quelle  que  soit  la  fonction  /(  j),  on  décompose  l'inlorvalle 
(a,  /')  en  intervalles  plus  petits  dans  un  rapport  constant,  les 
nombres  Qg,  Q|,  ...,  0»  cl,  par  suite,  tes  coefficients  Kf  sont 
indépendants  de  f{x).  Ces  coefficients  étant  calculés  une  fois 
pour  toutes,  on  n'a  pins  qu'à  remplacer  j'o.  J'i)  •  •  -i  Xn  p^i*  leurs 
valeur:>  correspondantes  dans  la  formule  (36). 

Lorsque  la  courbe  y  =/(x),  dont  on  veut  avoir  l'aire,  est 
donnée  graphiquement,  il  est  commode  de  diviser  Tintervalle 
(a,  6)  en  parties  égales,  et  l'on  n'a  plus  qu'à  mesurer  sur  celte 
courbe  des  ordonnées  équidistantes.  Si  l'on  divise  en  deux  parties 

égaies,  on  doit  prendre  On  =  o,  Q|  =  -»  ^i=  i,  ce  qui  donne  pour 
Taleur  approchée  de  l'intégrale 


1  = 


(^0-+-  4jl  -r-,Vt). 


Od  Ironve  de  même,  pour  n  =  i, 


I  =  — ^(y»-^  3^,-+-  ÎJi-h^s). 


aa4 

el,  pour  n 
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IJO 


(  7Ju  -+-  ^'^ri  ■+■  '  '^yt  -'-  3ar»  -t-  7J'»)- 


La  mL'lhode  prëcédenle  csl  due  à  C6les.  Celle  de  Simpson  est  un 
peu  dirrérente.  Imaginons  l'inlervalle  (nr,  b)  divise  en  t/j  parlies 
égales,  el  soienL^o,  j^i,  )^a>  ••'lyut  'es  ordonnées  correspondanl 
aux.  points  de  division.  Si  Ton  applique  la  première  formule  de] 
Côlcs  VI  l'iiiri;  comprise  entre  deux  ordonnées  d'imlice  pair  consé- 
cutives, telles  que  lo  elj'2,j'i  el^',,  ...,  on  trouve  pour  valeur 
de  Taire  totale  à  évaluer 


l>  —  rt 
ti/t 


[{yo  ■*-  ^yl  -"-ri)-+-(ri  ■+-  4  ji  -^  j  J  -•-  -  •  •  -h(^j,,-»  -h  4>'s«-i  -*-  r»»)! 


et,  en  réduisant,  ou  est  conduit  à  la  formule  de  Simpson 

I  =  ^^^\yo-^yrn-^i{yi^y,.-^---+ytn--i)^ii(yi-^yi-^--.+yin-t)\. 

101.   Méthode  de  Gauss.  —  Dàu*  la  intHlindt"  de  Gauss,  on  pren< 
d'aiUres  valeurs   puur  les  tpinulilés  &,.    Voici   comment  on  y  est 
conduit  :  Adin(.Hoi)s  cpie  Ton  puisse   trouver  des   polynômes  d« 
degri^s  croissants,  <pii  dilR-ri'Ut  ilo  moins  lui  moins  de  la  fonction' 
à  inlégrtr/(j),  dnns  l'intervalle  (//,  h).  Admettons,  par  exemple, 
que  Ton  ail 

/{»)=  a«-+-  at,  ar-t-  a,a:>-t-.  .  . -+-  a:„_,.i'"'-' H-  R,„(r), 

le  reste  R2b(j;)  étant  moindre  qu'un  nombre  fixe  £„  pour  toulea 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  ii  ('};  nous  ne  cunnaissonj 
pas  en  général  les  coellicients  a,,  mais  ils  n'inlcrvienuent  pasJ 
comme  on  va  le  voir,  dans  le  calcul.  Soient  maintenant  x^. 
j*,,  . . .  j  jc„_^  des  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  6,  el  tp(x) 
poljnonic  de  degré  n  —  i,  qui  prend  les  mêmes  valeurs  quey(x1 
|»our  les  valeurs  Xg^  x^,  x^,  .  •  . ,  .ï'h_i-  La  formule  diulerjiolalioi 
de  Lagrange  montre  que  ce  poljnome  peut  s'écrire 

in  — l 


(')  C'est  une  propriété  générale  des  fondions  continues  dans  l'intervalle  {a,  b} 
d'après  un  lliéorèmc  de  Wcierslrass.  {  Voir  plus  loin,  ClmjjiirL-  IX.) 


I 
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rsm  Cl  Wi  étant  des  |»oljnoines  de  degré  n  —  i  au  plus.  Il  est  visible 
que  le  poljnome  'y„, (,f)  ne  dépend  que  des  valeurs  choisies  x^, 
x«.  .  •  .j  x„_i.  D'autre  pari,  ce  poljnome  3m(-2")  ^oil  prendre  les 
mêmes  valeurs  que  x"*  pour  xz^Xa,  x  =  x,,  . . .,  x^=Xa_,  ;  car, 
si  l'on  supposait  tous  lésa,  nuls,  sauf  «„,  ainsi  que  R,„(j;),  /(x) 
se  réduirait  ù  «,«  j"™  et  'f{x)  à  Xm'fm{^)-  La  didérence  .r™  —  'i,„{x) 
doit  donc  être  divisibJe  par  le  produit 

P«(x>  =  <x  —  X|,)(j?  —  JT,  I . . .  ( jr  —  ar«_,  ), 

el  Ton  doit  avoir  x"'  —  »„(j-)=  I'nQm_n(a-),  Qm_/i(j:)  étant  un 
polynôme  de  degré  ni  —  /i,  si  m^n,  el  x™ — »„,(a:)  =  o,  si  m 

esl  ^  «  —  I  -  Cela  posé,  l'erreur  commise  en  remplaçant  f  f{x)  dx 
par    /    «>(vr)</j:  est  égale  à 

m =9  '  1=0  ' 

Les  termes  qui  dépendent  des  coefficients  a^,  a,,  ...,  a„_|  sont 
identiquement  nuls  et  l'on  voit  que  l'eiTcur  commise  dé[>end  uni- 
quement des  coefficients  a„,  a,,^., ,  .  . . ,  aj„_,  el  du  reste  Rj„(a-). 
Or  eu  {,'éncral  ce  reste  Kj,,  est  très  petit  par  rapjiurt  aux  coefli- 
cienls  a„.  ti„^,,  ....  ^i,i-t'<  *in  aura  donc  de  grandes  chances  pour 
aug^œenler  l'approximation,  si  l'on  peut  disposer  de  Xq,  x,,  -  •■> 
X|,_i,  de  façon  que  les  Icriues  qui  dépendeiJl  de  a„,  a„_^,,  ..., 
Xsn-t  soient  nuls  aussi.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  n  intégrales 


r  P.Qo^x.      f  l\q,d.r r  1\Q,-, 


dx 


soient  nulles,  Q;  étant  un  polynôme  de  degré  i.  Nous  avons  vu 
plus  haut  (n"  88)  qti'on  satisfait  à  ces  conditions  en  prenant 


//» 


U  suffira  donc  de  prendre  pour  x^,  x,,  .  .  . ,  .r,(_,  les  «  racines  de 

réquatiou  P»  =  o,  racines  (jui  sont  Lieu  comprises  entre  a  el  b. 

G.  i5 


Lorsq 
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'on    a 


ue  l'on    a   n  ^^  —  i,   /;  =  4- i ,   cas   auquel   on    peul    ra- 
mener loiis  les  autres  par  la  subsliluUon  j:  ^=  — '^^^—  -i t,  les 

r  ï  a         ' 

valeurs  jr^,  ar,,  ...,  a*,,.,  smil  les  racines  du  jK)lynrnT)p  de  Le- 
gcndre  X„  =  0.  On  trouvera  clans  le  Traité  de  C'.ilciil  intégral 
de  M.  Bertrand  (p.  342)  les  valeurs  de  ces  racines,  ainsi  que  des 
coeflicienls  K|  de  la  formule  (36),  jusqu'à  n  =  5,  avec  7  el  8  dé- 
cimales. 

L'erreur  commise  dans  la  mclliode  de  Gauss  est  égale  à 


f    R,„(j-)rfj— yRi„(j-,)   f    W.{T)rf.r; 

les  fondions  M"i(x)  ne  dépendent  pas  de  la  fonction  dont  oa 
cherche  l'inlégrale.  Pour  avoir  une  limite  de  l'erreur  commise,  il 
suffit  doue  de  connaître  une  Itniilc  de  Rjh(j?),  c'est-à-dire  de 
savoir  avec  quelle  approximation  la  fonction /"(.r)  peut  cîlre  repn'-- 
sentrc  par  un  puljnome  de  de|;ré  an  —  1  dans  l'intervalle  {a,  b)^ 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  connaître  ce  polynôme. 

On   peul  aussi,  pour  calculer  la  valeur  numérique  d'une  inté- 
grale  définie,    développer  en   série  lu   loncLicin  J{-i)   el   intéj 
ensuîle   terme  à  Icrnie  la  série  obtenue.  Nous  verrons  ]»lus 
(Chap.  A'III)  à  quelles  conditions  cotte  opération  est  légitime  vt\ 
quelle  est  rapproximalion  qu'elle  donne. 

102.  Planlœètre  d'AmsIer.  —  On  a  imaginé  un  praml   nombre  d'appa-i 
rcils    pour   mesurer,    pur   tJfs    moyens    mécaniques,    l'aire    d'une    courbe] 
plane  (').   Un   des  plus   ingénieux  esi  le  planimêtrc   d'Amslcr,  dont  U 
théorie  offre  une  appItcaliDn  intéressante  des  intégrales  curvilignes. 

Considérons  une  droite  rigide  mobile  dans  un  plan,  el  les  aires  w^i,  JL^I 
des  courbes  «Iccriles  [lar  deu\  prtinls  A,,  Aj  (Je  celle  droilc,  lorsque,  dans] 
son  mou  veinent,  elle  revient  ù  ï<ii  |jo»îlioii  iiiilialc  uu  bijul  d'un  ceriaia] 
tcni|i«.  Soient  (.z"|,_yi),  (j'i,J''î)  les  coordonnée»  des  deux  points  A|,  A] 
dans  un  système  ri'axes  rectangulaire!!,  /  hi  distance  des  deux  points,  el  QJ 
l'angle  que  fait  avccOx  la  direction  A(Ai.  Pour  dérinir  le  mouvement  d«] 
la  droile,  il  faut  supposer  que  J*i,  ^i  cl  0  sonl  des  fonctions  périodiqueM 
d'une  certaine  variable  îndépcndanlu  /,  qui  re|jreiinent  les  mêmes  valeurs! 
lorsque   t  auf,'ine«ilc   de   T.   On  a   j-,  —  j, -»- /  cosO,  ^j  =yi -+- /sinO,   ct»| 


I 
I 


(■  )  On  en  trouvera  la  description  dans  un  Ouvrage  de  M.  Abdank-Abakanowics  :] 
Xm  intégraphts,  la  oourbe  intégrale  et  ses  applicationt.  (  Caultiier-VîlUrs,  1886.U 


VI.    —   C\LriL  APPROCHE   DES   INTEGRALES    DEFIMES. 


par  suite, 


■+■  /(cosO/^/r,  —  siiiG  iix,-\-  «icosO(/0  -t-_>',  sinOt/O). 

En  désignant  par  ^Vi,  JUj  les  airt^s  des  courbe*  décrites  par  tes  [>oiiit<>  At, 
.V,.  ces  aires  étant  évaluées  avec  la  convenlion  générale  faîte  plus  haut 
(  n'  96),  on  a 

,1.,  =  ^  I  ritijr,—yidTt,         .1.,=  ^  j Xiflri  — y^dXi, 

et.  par  conséquent,  en  intégrant  les  deux  membres  de  l'égalité, 

.V»=  t.\r,H I  i/n  -^  -  I  cos B £/)-,  —  sindf/xj -H  /  (  j,cii>0  -t-^,  sinO)£/0, 

toutes  les  intégrales  élanl   prises  entre  les    limites  <„  et  /o-t- T    pour   la 

'«ariable  f.   Il  est  clair  que    /  (/0  =  2Kt:,  K  étant  un  noralirc  entier  <]ui 

dépend  du  mouvement  de  la  droite,  D'autre  part,  on  n,  en  intégrant  par 
parties, 

/  j-j  f  rtsfl  r/')  —        a*)  si  II  II —  jfsinO(/-r, , 

/  yi  ain  0  (/')  —  ''J'i  '^"'^  ^  •*-  f  eo^  0  ^^V)  ! 

orJT)  sinO  cl^jcosû  reprennent  ta  inêiiie  valeur  lorsque  f  croitde<oà  <u-t-  T. 
Nous  pouvons  donc  écrire 


a..î  =  A, -+-  K 


./..//l 


cosO  (/»•[  —  sinO  i/.i-, 


soient  *  l'arc  de  la  cunrlu;  ilêcrire  par  A|,  compté  pnsitivemou  daii-^  un 
ftcns  déierniiné,  h  partir  d'une  origim*  nrUitraire,  et  a  l'angle  que  f;iit  avec 
O jr  la  direction  positive  de  la  tanfjentc,  on  a  encore 

cosO  dvj  —  sinO  dr,  =  (sina  cu^O  —  sinO  cosa)  ds  =  sin  V  ds, 

V  étant  l'angle  que  fait  avec  la  direction  clioJ»ic  sur  la  ttr«jile  la  dircclinn 
positive  de  la  tangente,  compté  positivement  comme  en  Trigonométrie. 
La  formule  précédente  peut  encore  s'écrire 


<38) 


,1,,  =  .V, ,  -(-  K  -  /î  -H  /  /  sin  V  ds. 


Soit    At  un  troisième  point  de  la  droite,  à  une  distance  /'  de  Ai;  on  .i  <lc 
ménie,  pour  l'aire  de  la  courbe  décrite  par  Aj, 


<39) 


.V.,=  -  V,  H- K  ;;/•«-(-  /'  /  nuX  ds. 


iiS 


cnvMTBE   IV.    —   INTEGBAtES  DEPimiB. 


Si  entre  ces  deux  formules  on  élimine  l'intcgrale  inconnue    /  s\a\  ds,  il 


vicnl 


/'.l,,— /.l,j=(r—/).l,, -f- Kit //'(/  — /■), 


relation  qui  pcul  encore  s'écrire 


(  in) 


X,(a3)-+-rl.,(3i)  +  --^aCn)-l-Ki:(ia)(23)(3i)=o, 


en  désignant  ]iar  (il)  la  distance  des  deux,  jioiiit*  A/,  Ai{»',  /  r=  i,  2,  3) 
alTeclée  d'un  signe.  Pour  dunner  une  ap|ilic<tiion  de  celle  formule,  consi- 
dérons une  droile  Aj  A,  de  longueur  [a  -\-  b)  dont  les  enliémitès  Aj  cl  Aj 
décrivent  une  mAme  courbe  fermée  convexe  C;  le  point  Aj  qui  divise 
AiAf  en  deux  segmenls  de  longueur  a  et  b  décrit  aussi  une  courbe 
ferraée  G'  intérieure  à  C.  On  a  ici 


et  il  vient,  en  divisant  par  /r  -+-  6, 


à 


or  >ls|  — tVj  représente  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes  C,  C  On 
voit  que  celte  aire  est  indépendunle  de  la  forme  de  la  courbe  C.  Ce 
lliéurcme  est  dû  à  M.  ifuldiicli. 

Au  lieu  d'i'liininer    /  >in\'(/.v  cnlre  les  foinjules  (38)  et  (Sg),  éliminons 


il  vient 


(4n 


.^,=  ,l„ï+K7t(/'*—  /^)-+-(7 


-l^f'. 


sin  V  ds; 


le  planjmétrc  d'Amsler  oflrc  une  application  de  celle  dernière  formule. 

Fig.  au. 


e^- 


Soit  A1A1A3  une  tige  rigide  articulée  en  Ai  avec  vinv  autre  lige  OA».  Le  I 
point  O  étant  (iné,  on  fait   décrire  à  l'extrcmité  Aj,  qui  est  munie  d'une 
pointe,  le  contour  de  l'aire  que  l'on  veut  évaluer,  le  point  .'^t  décrit  un 
arc  de  cercle,  ou   une  circonférence  entière  suivant  In  nature  du  mouve- 


ment.  Dans  tous  les  cas,  on  connaît  »l,,,  K,  /,  l',  et  il  suffira  de  connaître 

l'intégrale    /  sinVrfs  pour  avoir  l'aire  clierr.htle  «jli|.  Cette  intégrale  est 

prise  le  long  de  la  courbe  C|  décrite  par  l'extrémité  Aj.  Celte  extrérailé 
porte  UD  cylindre  de  révolution  gradué  dont  l'axe  coÏDcide  avec  l'axe 
même  de  la  tige  A|  A3,  et  qui  peut  tourner  autour  de  cet  axe. 

Considérons  un  dépiaccment  inlinimcnt  petit  de  la  tige,  qui  am^ine 
A|AjAj  dans  la  position  A',  A^  A'j.  Soil  Q  le  point  de  rcncnnlrc  des  deux 
droites  A|  A|  et  A',  A',;  du  point  Q  comme  centre  décrivons  un  arc  de 
cercle  A',  a,  et  du  point  A',  abaissons  la  perpendiculaire  A',  [*  sur  Ai  Aj. 
Pour  amener  la  tige  de  la  [première  jiosiiiott  à  la  seconde,  on  peutlmaginei' 
qu'elle  glisse  d'abord  sur  elle-même  de  façon  que  Ai  vienne  en  a.  Dans  ce 
mouvement,  le  cylindre  glisse  le  long  de  la  j^énératrîcc  de  contact,  et  la  rota- 
lion  est  nulle.  Si  l'on  fait  ensuite  loiiriier  la  tige  autour  de  Q,  de  façon 
que  a  vienne  en  A,,  la  rotation  du  cylindre  est  mesurée  par  l'arc  aA', .  Or 

•       j  a  A',         A'.  P  ,  .  ... 

les  deux  rapports         '  »  j — ^  tendent  respectivement  vers  i  et  sinV 

A  i  *      a  rc  iV  I  iV  I 

lorsque  l'arc  A',  A|  tend  vers  zéro.  On  peut  donc  écrire  «  \',  =  A*(sinV'  h-  t), 

t  étant  infiniment  petit  avec  Aï.  La  rotation  totale  du  cylindre  est,  par 

suite,  proportionnelle  à  la  limite  de  la  somme  2Aï(  sin  V  ■+■  t),  c'est-à-dire 

à  l'intégrale    1  sinVe/i.  Il  suffit  donc  de   mesurer  cette  rotation  pour  en 

déduire  l'aire  cherchée. 


e:££rcices. 


I.  Démontrer  que  la  somme      n <r...-\ -a  pour  limite  loga, 

lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

I  On  prouve  que  celte  somme  a  pour  limite  l'inlégrale  définie  /    — — ■ 


2.   Trouver  de  même  les  limites  des  sommes 

n  n  n 


/i«-H(/»  — I)» 


I  I  I 

->  -*--. -.  ■+■■..-¥-=  =t 

/n*— I        ^n* — a*  /n*  —  (n  —  i)* 

en  les  railachanl  à  des  intégrales  définies.  D'une  façon  générale,  la  limite 

n 

<lc   la  somme  ^0(1,  n)  pour  n  infini   est  égale  à   une   intégrale  définie 

i  —  O 

lorsqae  «f  1,  n)  est  une  fonction  homogène  de  degré  —  i  de  i  et  de  n. 


i3o 


CH^flTRE    IV,    —    INTÉGRALES    DÉFIIfrES. 


'Â.  Trouver  la  valeur  (!c  l'intégrale  définie    /     ]og(siiix)rfj7  =  —  -  logj 
On  |»eut  partir  de  lii  formule  coiiniio  ilc  Trigonométrie 


.    -    .    aTT 

sin  — sin  — 

n        n 


(  Il  —  1)7:  Il 


ou  s'appuyer  sur  les  égalités  presque  évidentes 

jc  jt  •n 

/     log(«ina:)rfj- =    /      log(cosj;)  tir  =        /     loîîf — — j''^- 
•i.  Déduire  de  la  piéccdcntc  la  valeur  de  l'intégrale  définie 

/      (t^ jlangxdx. 

I  S.  Démontrer  que  I  un  a  1     — ■ ; —  dx  =  ^  «oga- 

[On  peut  poser  x  =  ijngf  et  partager  l'intégrale  obtenue  en  trois 
parties.] 

'G.  Trouver  la  \aleur  lie  l  intégralcdéfinie  f     log(i — -jt  :t  cosx  -k-  z-  )di. 

[P0I88ON.] 

En  pariafTcant  l'inlervalle  de  o  à  tt  en  n  parties  égales  et  appliquant 
une  formule  connue  de  Trigonoinélrie,  on  est  conduit  à  chercher  la  limite, 
pour  n  irilini,  de  l'expresatuti 


-logl?! '  (a»"— ijl; 


si  a  est  compris  entre  —  1  et  -+-  1,  Celte  limite  esl  nulle.   Elle  est  égale 
à  ir  loga*,  si  a»>  1. 

Jr^  stnxdx 

I  ~^»  où  a  est  i)Osilif,  est  égale 

^     \'  \  —  2  3:C09X+  a-  '  ^ 

,  'i.    . 
a  a  SI  a  c>t  <  I,  et  a  -  si  a  est  >  I. 

'8.  Pour  qu'une  fonction /(a?)  soit  intégrable  dans  un  intervalle  (a,  ft),] 
il  faut  et  il  suflît  qu'à  tout  nnmbre  positifs  corresponde  une  subdivision 
de  l'inlervalle  telle  que  la  diiïércnce  S  —  j  des  sommes  correspondantes 
soit  plus  petite  que  e. 

Soienl/(dr)  et  <p(x)  deux  fonctions  continues  dans  l'intervalle  (a,  £)  1 
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el(a,7t,:r] b)  uoe  division  de  cet  intervalle:.  Si  l'on  prend  deux. 

valeur»   quelconques  ^i,  r^t  dans  chaque  intervalle   partiel  (ar/_),  Xi),  la 
«umnic  ^/{it)^{'^l){^l — ^i-\)  a  |)our  limite  l'inlégrale  définie 


/    J{X)o{x)ilx. 


10.  Soit  f{T)  une  fonction  continue  et  positive  dans  l'intervalle  {a,  b). 


Le  produit  des  deux  intégrales  définies    j    f(x)ctT.    j     y — est  minimur 
lorsque  la  fonction  est  constante. 


1'- 
l'indice  d'une  fonction  (n*  77)  entre  »o  et  t^.  On  a  la  relation 


I    /(^)      I 


f{x} 


=  s. 


oui  =  -T-i,  lorsque  y(x<|)>  0, /(jjX  o,  e  =  — i    lorsque /(xoX  o, 
/('i)  >  o,  et  e  =  o  lorsque y"(Jo)  cl  f{Xx)  ont  le  tnêrac  sij^ne. 

On  applique    la    dernière    formule    de    la    page    [76   aux    deux    fonc- 


'12.  Soient  U  et  V  deux  poljiionies  de  degrés  n  et  11 


premiers  entre 
X  et  -(-  X 


rut.  L'indice  de  ta  fraction  rationnelle  yri  entre  les  limites 

d<  U  variable,  est  égal  à  la  dinTèfencc  entre  le  nombre  des  racines  ima- 
ffinaires  de  l'équation  U  -1-  i  V  =  o,  où  le  coefficient  de  i  est  positif,  et  le 
nombre  de  ces  racines  où  il  est  négatif. 

[Hkrhiti-j,  fiulletin  de  ta  Société  mathématique,  t.  VII,  \\.  ia8.} 

*13.  Établir  le  second  théorème  delà  moyenne  au  moyen  d'une  intégra- 
tion  par  parties. 

Soient /'(f)  et  <p(:r)  deux  fonctions  continues  dans  l'iiitei-valle  (et,  b) 
dont  la  première /(x)  est  constant  rivent  croissante  ou  constamment  décrois- 
»aoie  et  admet  une  dérivée  cunLînue.  On  a,  en  posant 


<l>(r)    r-    j        0(T)i 


et  intégrant  par  parties, 


f  /(x)f(x)dx=/(b)*ib)-  f  f{x)*{x)dx; 

la  dérivée  y(2-)  ayant  un  çi^ne  constant,  il  suflil   mainleuant  d^appliqucr 
la  première  formule  de  la  moyenne  à  la  nouvelle  intégrale. 


CBAPITHE   IV.   —  IKtIgRAI-ES   DEPINTE9. 

14.  Vérifier  que  l'inlégrale  définie  /  .r  dy  — y  dx,  prise  le  long  d'un  cod- 

loitr  fermé,  se  change  en  une  intégrale  de  même  forme  quand  on  passe 
J'un  système  d'a\e5  recLangulaires  à  un  autre  système  d"a\e*  rectangulaires 
de  même  disposition. 


\^.  De  la  formule 


••',1 


coi'kxdx  =  ^  (sinXft  —  sinXa) 


déduire  les  intégrale»  définies 

/     T'iP+*  6\n\x dr,       j     x*P  coiXx  djr. 

16.  Etant  données  deux  courbes  planes  quelconques  C,  C.  on  fait  cor- 
respordre  les  points  (j-,  y),  (x',  y')  des  deux  courbes  où  les  tangentes 
sont  parallèle».  Le  point  de  coordonnées  X|  =/ix-t- y j^',  _;'i  =/>_)•-(- y_;'', 
oit p  el  9  sont  des  constantes  données,  décrit  une  nouvelle  courbe  C|  et 
l'on  a.  entre  les  arcs  correspondants  des  trois  courbes,  la  relation 

.î]  —  rh.  ps  zb  qs'. 

17.  Les  arcs  correspondants  des  deux  courbes 
'/\'l-/(0+?'(0,         „,  (  x'=tf(t)-/(t)-^'(t), 


X 


c 


/o'(o^o(r),  ly  =  f(t)  +  Kf'{t)-^(t) 

ont  la  niéme  longueur,  quelles  que  soient  les  fonctions /"( /),  •(/). 

18.  Etant  données  dans  un  plan  n  courbes  C|j  C],  ....  C„,  on  abaisse 

d'un  point  M  du  même  ]ilan  des  normales  MPi.  ..  .,  1V1P„  à  ces  courbes. 

Soit  li  la  longueur  MF/.  Le  lieu  des  points  Al  tels  que  l'on  ait  une  relation 

de  forme  donnée  F(/i,  /.,  ...,  l„)  =  o  entre  les  n  longueurs  //est  une 

rotirbe  F.  Si  l'on  porte  sur  cliaque  droite  MP^,  et  dans  un  sens  convenable, 

c*F 
une  longueur  progiorliunnelle  ii  - ,- >  la  résultante  de  ces  n  segments  donne 

la  direction  de  la  normale  à  la  courbe  T.  Extension  aux  surfaces. 

19.  Soit  C  une  courbe  fermée.  Sur  la  tangente  en  un  point  m  de  C,  on 
prend  deux  points  p,  p'  de  part  et  d'autre  de  m,  tels  que  mp  =  mp',  la 
longueur  mp  variant  d'après  une  loi  arbitraire.  Les  aires  des  deux  courbes 
décrites  par  les  points  p,  p'  soal  égales.  Cas  où  la  longueur  mp  est  con- 
stante. 

20.  L'aire  comprise  entre  une  courbe  fermée  convexe  cl  une  courbe 
parallèle,  olitcnuc  en  portant  sur  les  normales  une  lonc^ueur  constante  /, 
est  égale  à^iT^l^-i-  si,  s  étant  la  longueur  de  la  courbe  fermée. 
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r^i^.Soit  C  une  nourbe  fermée.  Le  lieu  dnf-  unirilB  A  \c.\s  que  l'aire  de  la 
'^oéâre  correspondante  ait  une  valeur  donnt-c  est  un  cercle  dont  le  ceulre 

Ooilvlinit  la  courbe  G  par  son  d-qualion  tangenllelle 
X  cost  -t-j'sin/  =/((). 

fi.  Soient  C  une  courbe  fermée,  Ci  la  podairedc  cette  courbe  iclaiive- 
rnfnt  à  un  point  A,  G;  le  lieu  des  pieds  des  perpendiciilnircs  aboissées  du 
poinl  A  sur  les  normales  à  C.  On  a,  entre  les  aires  de  ces  trois  courbes, 
la  relation  «As  =  -^-i — Jmf 

D'apri's  les  proprictés  <lc  la  podaire  (  n"  36),  si  p  et  tu  sont  les  coor- 
(loniires  polaires  d'un  [>uinl  île  Cj,  les  coordonnées  du  point  correspon- 
dant de  Gj  sont  p'  et   oj -f-  -,   et   celles   du   p^int   corrcspoodanL  de   C 

V>n(  r  =  /p*-t-  p'*  et  o  =  ti)  -+-  arc  tang  — ' 

P 

Î3.  Lorsqu'une  courbe  C  roule  sans  glisser  sur  une  droite,  tout  point  A 
inïariablenicnt  lié  à  la  courbe  C  décrit  une  courbe  appelée  roulette  : 
rl'jire  cijtnprise  entre  un  arc  de  la  roulelteel  la  base  est  égale  au  double 
de  l'aire  correspondanle  de  la  pudairc  du  point  A  par  rapport  à  C  ;  a"  l'arc 
delà  roulette  est  égal  à  l'arc  correspondant  de  la  podaire. 

[Steiner.] 

Pour  démontrer  ces  théorèmes  par  l'analyse,  soient  X,  Y  les  coordonnées 
fil»  point  A  par  rapport  à  un  système  d'axes  mobiles  formé  parla  tangente 
vt  la  normale  en  un  [>fjiru  !\I  di;  C,  s  l'.irc  OM  compté  à  partir  d'un  poinl 
file  Ode  C,  et  ta  l'angle  des  tangentes  en  O  et  en  M.  On  établit  les  relations 

rf*  -t-  rfX  =  Y  dtu,         d\  -(-  X  rfw  =  o, 

d'où  les  propositions  se  déduisent. 

"24.  L'erreur  commise  dans  la  méthode  de  quadrature  de  Gauss  a  pour 


expression 


■j.     V    \.i.i...n    y 

in-i-i  L  i.a. .  .{in  —  i) 
g  étant  compris  entre  — i  et  h-  i. 


X 

I . j ...  an        a  j 


[MwJSiON.  Comptes  rendus,  i886.] 


CHAPITRE  V. 

INTÉGRALES    INDÉFINIES. 


Nous  allons  passer  en  revue,  dans  ce  Cha[>ilre,  les  catégories 
générales  de  fondions  élémeolaires  dunl  l'inlégrale  s'eiprime  elle- 
fiu^me  il  l'aide  des  mômes  symliolcs.  Nous  ciHendans  jiar  fondions 
('It'menlaires  les  fondions  a[f^Abrii|ues,  ralionnellcs  el  irralion- 
tiellcs,  ta  fonction  ex|)anenlielle  el  le  logarithme,  les  fonctions  cir- 
cnlaires  el  les  fonctions  inverses,  cl  celles  que  l'on  obtient  par  des 
combinaisons  en  nombre  fini  des  préeédefiles.  Lorsque  l'intégrale 
indéiinie  d'une  fonction /(x)  ne  peut  pas  s'exprimer  à  l'aide  de 
ces  symboles,  celle  intég^rale  constitue  une  transcendante  nouvelle; 
l'élude  des  pro|iriélés  do  ces  transcendantes  el  leur  classiGcation 
sont  un  des  objets  les  [dus  ini|H»rlanls  du  Calcul  intégral. 


INTEGRATION  DES  ['ONCTIONS  RATIONNELLES. 


103.  Méthode  générale.  ^  Toute  fonclion  rationnelle  y(x) 

la  somme  d'une  narlie  entière  E(x)  et  d'une  fraction  ^.      ,  où 

P(^)  est  premier  avec  Q(.2r)  et  d'un  degré   inférieur  à  celui  defl 
Q(:r).  Si  l'on  connaît  les  racines,  réelles  el  imaginaires,  de  l'équa- 
tion Q(.r)=:n,  celte  fraclion  raiiouuelle  peut  se  décomposer  en 
une  somme  de  fractions   simples,  appartenant  à  l'un  de.s  deu&j 
l^^pes  suivants 


{X  —  a)" 


[{x  —  a)*- 


f'»]"' 


les  fractions  simples  du  premier  type  provenant  des  racine: 
réelles,  el  les  autres  fractions  des  racines  imaginaires  conjuguées. 
I/inlégrale  de  la  partie  cnlière  s'obtient  immédialemcnl;  si  m  >  i, 
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on  a 


/; 


Kdr 


(j?  —  a)" 


el,  SI  m  =  I , 


/: 


kdr 


(m  —  \){x  —  a;"'-' 


A  log(ar—  a); 


nous  omeltons,  pour  abréger,  la  constante  C  <|ui  doil  élro  ajoutée 
au  second  inGinljrc.  Il  n'j  a  donc  plus  à  examiner  que  les  frac- 
tiûns  simples  provenant  des  racines  imaginaires  du  dénominateur. 
Afin  de  simplifier  l'écriture,  posons 


x=a^-3f,        Ux—'Adt, 


Mx-f-N  j  I       rMa+  N-t-Mp<  ^^ 


ce  (|ui  donne 

r    i*'x+.>        ^  _i_  / 

cl  l'on  a  deux  sortes  d'intégrales 

ç     tdt  r      dl 

J  (i-t-/')" '    J  {I  -h  t'y'' 

La  première  se  calcule  aisément  en  remarquant  que  tdt  est  la 
moitié  de  la  difl'cnenlielle  de  i  +  /-;  ou  a  donc,  si  n  >•  i , 

J  {l-i-t*r  ~  ~  •!(«  —  i)(t+  M)"-'  ~  "   M«  -i)l(x-  a)«-i-3»]"->' 


«•I.  SI  «  —   I 


Il  De  reste  j)lus  que  k's  iult'giales 


h 


dl 


si  n~  I,  on  a  immôdiatemenl  la  viiloui-  de  celte  intégrale 

r    dl  x  —  a 

I  j-^7^  =  iU<rti.Tigr  =  arc  tang— 5— ; 

*'  1  est  plus  j^rand  que  un,  on  i;m[iloie  une  formule  de.  réduc- 
lion  permettaul  de  ramener  le  tdicul  de  rinlét;r-ale  projioséc  au 
calcul  d'une  intégrale  <le  même  forme  où  rexposaiil  de  i  +  /■*  est 
diminué  d'une  unité.  Nous  pouvons  écrire,  en  désignant  par   l,j 
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l'inlég 


raie  en  question, 


I«  = 


(i-i- /»)" 


dt  = 


j<,^.  /.)«-!  Jl 


t'-dt 


■    .  •     r  ''''^ 

inleeroDS  par  parties   1  — — ;; — ?  en    posant 
Il  ^  t,         fis-  — 


tdt 


(l-H<»r 


2(rt  —  i)(i -(-<«)'<-' 


il  vient 


r    t^ih t  I  r        dl  

Remplaçons  celle  intégrale  par  sa  valeur  dans  la  relation  précé^ 
dente,  il  reste 

t 


_  an-3 
'"  ~  .7::: ::  '«-<  ' 


a(rt  —  i)(m- /*)»-" 


jChangeons  dans  celle  formule  n  en  />  —  i,  puis  en  n  —  a,  eî 
ainsi  di-  suite;  nous  serons  ranionôs  à  l'inlcgrale  I|  =  arclang?J 
Fin  remontant  ensuite  de  proche  en  proche,  on  a  finalcincnt 

iin  —  3)(a/j  —  5)...î.i  ,       ,.    , 

(an  — a)(a«  —  4)->-4-3 

\\{t)  ctanl  une  fonction  rationnelle  de  t  dont  il  serait  facile  d'avoi'i 
l'expression;  nous  observerons  seulement  que  le  dénominateul 
est  (i  +  f-)""'  e\  que  le  numérateur  est  de  degré  inférieur 
ïn  —  2  {voirn°  97,  p.  ait)). 

En  déOnilive,  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle  se  compose 
d'une  partie  qui  est  elle-même  nilionnelle  et  de  termes  traDscen<^ 
dants  de  l'une  des  formes  suivantes 

JT  —    2 

log(.r— rt),     lo<j[[j-  — a»'-i- p»],     arrtiiniî — , 

e 

C    dr 
Soit  à  calculer,  par  exemple,  l'intégrale    /  -.    — •  Le  dénomiDa» 

leur  admet  deux  racines  réelles  -4-  i  cl  —  i ,  e l  deux  racines  ima- 
ginaires  ■+■  i  cl   —  /'.  On  a   donc,  en   décoinposaul  en  fractions 


simples 


pie 
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pour  déterminer  le  coefficienl  A,  multiplions  les  deux  membres 
par  -r  —  i  el  faisons  ensuite  x  =  t ,  il  vient  A  =^  .->  el  l'on  trouve 
de  uiémc  B  =  —  ,  •  L'idenlll<!'  préci^dcnlc  peut  alors  s'écrire 


u 


X*  —  te       i  V  vC  —  I 
^u,  en  réduisant  le  premier  membre, 

—  t 


^) 


Cx-t-  D 


a(i-i- j'j 


H-  a:»  ' 


on  doit  donc  prendre  C  =  o,  D  = 1  et  nous  pouvons  écrire 


.r^— I        i(i  —  i)       .i(-r-+-i) 


■i(a:^ 


I) 


Cf  q 


ni  d 


on  ne 


r  tLi'  I  ,      /  X  --  I  \       I 

J  x'  — I        4        Va:— 1/       x  ^ 


Remarque.  —  La  niûlliode  précédenle,  quoique  absohimenl 
gruéiale,  n'est  pas  toujours  la  plus  simple.  On  pcnil  quelquefois 
ibréger  le  calcul  par  des  arliOces  convenables.  Prenons,  par 
e\ernple,  l'intégrale 


/ 


r/r 


(X»—  i)»' 


si  n  >  1 ,  on  pourrait,  soit  décomposer  en  fractions  simples  en  sé- 
parant les  racines  -+-1  el  —  i,  soît  employer  une  formule  de  réduc- 
tion comme  pour  l'intégrale  I„.  Mais  on  l'obtient  d'une  façon  plus 

élégante  en  faisant  le  changement  de  variable  t  = ^-  ce  qui 

donne 


T*—  I  = 


u--)* 


ciT  = 


1  di 


J    {X^—l)"  f\\'  i" 


1^11  développant  (i  —  z)-""^  par  la  formule  du  binôme,  on  n'a 
pins  à  intégrer  que  des  monômes  de  la  forme  A  si*,  jji.  pouvant  être 
d'un  iigne  quelconque. 
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ÎOI.  Méthode  de  M.  Hernûte.  —  Nous  avons  supposé  jusqu'ici 
la  fraclion  à  intôf^rcr  décûiiiposée  t-n  fraclions  siiuplns,  ce  iiiii 
exige  que  l'on  connaisse  les  racines  du  dcnominateiir.  L»  mcHlimle 
siiivanle,cliie  à  M.  Hcrmile,  pprmel  de  liouvrrla  parlie  algf'brftjiic 
de  l'intégrale  sans  connaîtrr  ces  racines  cl  n'exige  que  ties  opéra- 
lions  éicmcnlaires,  c'csi-à-ijire  des  additions,  miiilipHcalions  el 
divisions  de  polynômes.  ^^H 

Soit  ^7—  la  fraclfun  mlionnelle  à  intégrer,  dont  nous  pouvons 

supposer   les  tienx    Irrinns    |ireiniers  entre   eux.   La    théorie  des 
racines  égales  pennel  de  mettre  le  polynôme  F(.r)  sous  la  forme 


F(.r)=\^\l\]...\f., 


I 


X|,  Xj,  .  .  . ,  X^  étant  des  polynômes  qui  n'ont  que  des  facteurs 
linéaires  simples  el  qui  n'ont  deux  i'i  deux  aucun  fadeur  coninuin. 
On  peut  ensuite  décomposer  la  fonction  proposée  en  fractions 
simples  ayant  pour  dénominateurs  Xo  X!;,  .  .  ,,  X^, 


F(x) 


XÎ 


A, 


A,  étant  un  polynôme  premier  avec  X,-.  On  sait  en  efl'et,  d'aprèt 
la  llK'orie  du  plus  grand  coiimiim  diviseur,  qu'étant  donnés  deux 
pofynorues  premiers  entre  eux  X  et  1  ,  et  un  polynôme  quel- 
conque Z,  on  peut  toujours  trouver  deux  autres  polynômes  A  et  li 
donnant  lieu  à  Tidentilé 

B\-4- A\  =Z. 

Prenons   X=X,,   "^  ^X:...\Ç„    Z=r/(.r);    Pidenlilé    préc77 

<leiilc  devient 

nx,-^-A^^..x;;  =/(«>; 

ou,  en  divisant  par  F(.r), 


/MM  _   A 
F(:r)         \ 


et  il   est    clair,    d'après    l'identité    précédenle.   que,    si  /(.r)  est 
premier  avec  F(x),  A   est   premier   avec    \,   et   IJ  est   premier' 
avec  X^...X^.  En  recommençant  lus  mêmes  opér;itions  sur  1: 
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et  ainsi  de  suile,  on  mellra  p — -  sous  la  forme  annoncée. 

V(.r) 

Il  nous  suffit  donc   de  monircr  coniinenl   on  peut   trouver  la 
partie  ralionnelle  d  une  intcgrale  telle  que 


A//.r 


OÙ  y(j-;esliin  poJjnome  premier  avec  sa  dôiivée.  D'après  le  tlic*»- 
rème  déjà  rappelé,  on  peul  alors  Irouverdeux  autres  polynômes  B 
et  C  donnant  lien  à  l'identité 

et  nous  pouvons  écrire  l'intégrale  précédente 


r-w'-i 


Bo-f-Co' 


dx 


<f'  f/.r 


Si /i  est  supérieur  ù  un,  inlt'grons  piir  parties  la  dernière  intégrale, 
en  posant 

o  =  C,        f  = 


(  H  —  i)«"-'  ' 


Il  ueni 


J  m»  (H  — l)o"-l  H  —  \J    ç"-' 


(p»  (H  —  I  )  Ç" 

e'.en  purlanldans  la  relation  précédente,  on  a 

kxdx 


ÇKdx C  _^  Çkxi 

J      e"     ~        (Il  —  1)»"-'       ,'    »»- 


A|  désignant  un  nouveau  polynotnc.  Si  «  >•  a,  on  pcnl  appliquer 
le  int'ine  procédé  ilc  réduction  à  la  nouvelle  intégrale,  el  ainsi  ilc 
*"ile;  on  ne  sera  arrêté  que  lorsque  l'exposant  de  ^  au  dénomina- 
l<«rsera  éiral  à  un  cl  l'on  obliciidry  alors  nue  relation  de  la  forruL' 


"(x) étant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  'i  un  polynôme  que 
'on  peut  toujours  supposer  de  degré  inférieur  à  celui  de  a,  mais 
<]'!»  (l'est  pas  néccssaircmeul  premier  avec  'j.  Puni-  Ciilctiler  cette 
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dernière   irjlégrale,    il    faiidrail  connaître   les   racines   de   a,   mais^ 
l'inlégralion    n'introduirait  aucun    terme  rationnel.    En  edel,  ta 

fraction  ->  décomposée  en  fractions  simples,  ne  donnera  que  de 

termes  tels  qm: 

A  Mx+N 

X  —  rt       (x  —  a  )'  H-  3' 

et  l'intpgrale  de  chacun  d'en\  est  une  fonction  transcendante 

La  méthode  pernicl  on  |)arliculier  de  reconnaître  si  l'intégrale. 
diuit-  fonction  rationnelle  est  elle-même  une  fonction  rationnelle. 
Pour  (|ti'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  tju'aprvs  avoir  |>oti.ssé  la 
réduction  aussi  loin  que  possible  tous  les  polj-nomes  tels  que  ^ 
soient  nuls. 

On  rL'tiiarquerii  que  la  nicthodc  qui  a  clc  suivie  plus  haut  pour  réduire 
l'intégrale  In  n'est  au  fond  qu'un  cas  particulier  de  la  iiiélliodf;  |>récédent«. 
Prenons  encore  l'ind'grole  plus  fj^énérale 


I 


/( 


dx 


A^o.         B'— AC^o; 


(Aj;»-i-aBx-f-  G> 
on  a  l'iilentitc 

A(Ax»-r-aBa?-(-C)  — (Aa:-+-  B)'=  AC— B«, 

re  qui  perniel  d'écrire 

r ^r A  f 

J  (Aj-»h- ïBjth-C)"  ~   AC  — BV    (Aa:«-4-aBa?-+.  n^«-i 


-XC^J^''' 


Aaf*-i-  aBa?H-  C)"-' 

(A3- -B  )<-/./• 


B) 


lîn  intégrant  par  parties  la  dernière  inlcgraie,  on  a 

Ar-B 


//i  n  Aa:-+-B 


dx  —  — 


•jun  —  i)(Ax»-+-  aBx  -h  C)»»-» 

A  _    r  rfjr 

a«  —  a^  ( 


(Aa:«-(-aBjr-t-G)»-"' 


Kl  la  relation  précédente  nous  donne 
dx 


f 


\3f-i-B 


(Aj-»h-  aB.r-i-  O"       a(n-  i)(AO—  B*}(  Ax«-HaBar -+-  G)*- ' 

a  n  —  i         A  r dx 

•xn  —  %  AC-   BV   (Axî-+-aBj 


Jx-t-  G)"-! 
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En  continuant  de  la  sorte,  on  sera  l'amené  à  Fintcgralc 


Ax'-H  iOa? 


qoi   s'exprime  pnr  un   In^^arithtne  si  B*—  AC>  o,  et  par  un  arc  tang  si 
B»—  \C<o. 

Prenons  encore  l'intépraie 


J  (J 


J-»  -T-  }  ir  —  I 

. a ;  <*^  ! 


on  a  l'identité 

5x*-h  2t  —  I  =  6x{jr»-+-  i)  —  (ar*-+-  ix  -h  i), 
ce  qui  permet  d'écrire 

J  ^ap»H-3ff-i-i;»  J  (r»H-3.r -+-!)»  J   i  j'-h  3ir -j- i)» 

En  intégrant  par  parties  la  première  intégrale,  on  n 

/6(,J»-t-l)^/.r — ^ /•  dx 

*'lj»-(-3x-+-i]»  "  (ar»-t-3x-i-  I)»      y  (x'-HJjT-i-i)»' 

il  rcfte,  par  conséquent, 


n 


dx  = 


(x*-^-'ix-^\)*  (a?»-i-3j:-t-i)« 

Htmargue.  —  Dans  l'application  «le  lii  nn'tliotle  ilc  jM.  Hermite,  on  a  i 
résoudre  le  problème  suivant  :  Elant  donnés  trois  pofynn/nes  A,  B,  C, 
de  degrés  m.  n,  p  respectivement,  A  et  B  étant  premiers  entre  eux, 
Itnuver  deux  autres  polynômes  u  et  v  tels  que  l'on  ait  identique- 
ment A UH-  B iJ  =  G. 

Pour  trouver  les  polynômes  m  et  v  du  plus  petit  degré  possible  répon- 
tlint  i  U  question,  Mipposons  d'abonl  que  p  n^i  îiu  plus  l'^al  À  m  -r-  n  —  i. 
0(1  (icui  alors  prendre  pour  u  ei  >.'  des  polynômes  rie  degré  n.  —  r  et  m —  i 
'''"pi-Tlivcmenl.  Les  m -^  n  coefllcieiils  inconnus  simi  déterminés  pnr  un 
•)'tànif  de  /n  -i-  n  équations  linéaires  non  hoinogciies,  dunt  le  délermi- 
nant  dc  peut  être  nul;  autrement  on  pourrait  trouver  deu\  polynômes  u 
etvdc  degrés  n  —  t  et  «i  —  i  au  plus  donnant  lieu  à  l'idcnlité  \u  -r-  Bv  =  o, 
T  qui  exigerait  que  A  et  B  eussent  un  facteur  coiiiiiiuii. 

Si  le  polynôme  C  est  de  cl('f:ré  m  -t-  n  ou  de  degré  supérieur,  divisons 
^  par  ,\B  dc  façon  à  .noir  un  reste  G'  de  degré  m  —  n — i  au  plus; 
*'=  ABQ-+-C'.  La  rclatioa  A  «  -i-  Bv  =  C  devient,  en  pu>aiit  m  —  BQ  =  l'i, 

Au.+  Bf  =  G', 

'I  l'oD  est  ramené  au  cas  précédent. 

C.  i6 
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105,  Des  intégrales   fR(x,  \/i\.x^-\-  iiix -hC}dx.  —  Après 

les  intégrales  des  fondions  rationnelles,  il  est  naturel  d'éludicr  les 
intégrales  des  lonctious  irrationnelles.  Novis  commencerons  par  le 
cas  où  la  fonction  à  intégrer  esl  une  fonclion  rationnelle  de  x  el 
de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  second  degré.  Dans  ce  cas, 
il  suffit  d'un  simple  changement  de  van'uble  pour  faire  disparaître 
le  radical,  ce  qui  ramène  au  cas  précédent.  Ce  cliangemenl  de 
variable  est  évident,  si  le  polynôme  sous  le  radical  se  réduit  à  un 
binôme  du  premier  degré  ax  +  6;  il  suffira  de  poser  ax  -+-/<=  /-, 
ce  qui  donne 

et  la  nouvelle  fonction  à  intégrer  esl  raiionnclie. 

Si  ie  poljnome  sous  le  radical  est  du  second  degré  et  a  deux 
racines  réelles  a  el  b,  on  peut  écrire 


/A(.x  —  «)(.* —  if)  =  {x 


. .       -j,                   ,                  i  K  3!  —  a  \a  —  bl* 

el  il  sullira  encore  de  poser!  /  .A. =  /,  ou  a;  =^     .  _   ^-  pour* 

faire  disparaître  le  i-adical. 

Lorsque  le  [)olynome  sous  le  radical  a  ses  racines  imaginaires, 

oc  procédé  inlrodiiirait  des  svniholes  im;if;iiiaiios.  Pour  serrer  la 

(jueslion  de  plus  prés,  remarquons  que,  si  Ion  représente  \\»v  y  le 

radical  \l S.x'^  +  a Ba:  -I-  C,  jr  et ^  sont  les  coordonnées  d'un  poinl 

de  la  courbe  ipii  a  pour  éipinlion 


(M 


_;-'=  A.r»+  jBjr+  G, 


tl  le  problème  revienl  à  exprimer  les  coordonnées  d'un  poinl 
d'une  conique  par  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre.  H 
esl  évident  péomélritpiemcnl  que  cela  est  possible;  en  elFet,  si, 
par  un  poiul  quelconque  (a,  P)  de  cette  conique,  on  mène  «ne 
sécante  variable 

il  est  clair  que  les  coordonnées  du  second  point  d'intersection  de 
celte  sécante  avec  la  conique  s'obtiennent  par  des  équations  du 
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jircinier  degré,  el  sonl  par  suite  des  fonctions  ralionnelles  de  /. 
Cela  posé,  lorsque  le  trinôme  A.r^+aBx  +  C  a  ses  racines 
imaginaires,  le  coeflicieni  A  doit  être  positif,  car  aiilremenl  ce 
Irinonie  serait  négntîJ'  pour  loiites  les  valeurs  réelles  de  r.  La 
fiinifjiie  (i)  est  alors  une  hjperijole,  el  en  cou[>anl  celle  liyper- 
liule  par  une  droite  parallèle  à  l'une  des  asymptotes 

on  obtient,  pour  les  coordonnées  du  point  d'inlersection, 

X—  1= •  >'  =  '-+- V  A  — : • 

i/y/A— aB  af/A  — iB 

Lorsque  A  •<  o,  la  conique  est  une  ellipse  el  le  Irinome 

Ajr«-*-aBx-+-  C 

doit  avoir  deux  racines  réelles  a  et  b,  sans  quoi  ce  Irinome 
«trait  iiégalir  pour  tontes  les  valeiirs  réelles  de  x.  Le  cliangement 
du  variables  indiqué  lonl  à  ['liuiire  est  précisément  celui  que 
l'on  obtiendrait  eu  coupant  la  conique    par  une  sécante  mobile 

Y  ^  l{x  —  a). 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'inlégrale 


L 


Ijt  conique  auxiliaire  _y*  =  x* -I- /-  est  une  liyperbole  el,  en  cou-    , 

|unl  par  une  droite  [laralléle  ;"i  l'asymplolr  x  -{-y  =^  t,  on  a,  pour 
les  coordonnées  ilu  point  d'inlersection, 


=  î('-7)-      r  =  ^î^*=;('.-^). 


«'ensuite 


1^0  revenant  à  la  variable  x,  il  vient 
le  —  ^jc^  -T- 


/,  /  rif 


A-j« 


/, 


dr 


kyfa 


Av/^'. 


/«■ 


le  second  membre  n'étant  déterminé  qu'à   une  constante   près. 
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D'une  façon  générale,  si  AC  —  B^  n'csl  pas  nul,  on  a 
Ht  I  A  «  -I-  B 


/ 


(Ax«-^aBx-^C/î       ^<^-«VAx«-aBx  +  C 


Diins  certains  cas,  il  est  plus  facile  de  Irouvcr  l'inlograle  direc- 
lemcnl,  .sans  faire  disparaître  l'irrationalilé.  Nous  [vrendrons  pour 

exemple  l'intégrale 

/dx 
v/A'i*TTB7TG 

Si  le  coelficieiil  A  est  positif,  on  peut  l'écrire 

r y/Âdx _    /' >jkdx 

J    /A«x»-i-aABa:-+-AC  ~  J    i/(Air  H- B)«-+- AC  —  B» 

et,  en  posant.  A  j;  4-  B  =  /,  elle  devient 

V^J   s/r»-+-AC-B«       v'A 
En  revenant  à  la  variable  ^,  il  vient  donc 

J   /Axî-t-aBx+C       /A     ^^  ' 

Lorsque  le  coefïîcienl  de  ar*  esl  négatif,  on  peut  t-crirc  l'intt'grale 

/dx  f  JKd.r 

,  =  t     ,^   ,     L_—  -  ;        A>o, 

/- AF*-+-aBx-(-C      J    v/AC-t-B«  — (A*  — B)» 

la  quantité  AC  +  B*  est  forcément  positive  et  en  posant 

A  J-  —  B  =  *  /ACTB», 

on  esl  conduit  à  l'intégrale 

i     r     dt  I 

-,^  /     ■  =— =arcsiii<. 

/AJ   /i  — /'       /A 


Par  suite,  Ton  a 


/ 


dx 


=  — —  arcsin- 


Aar  — B 


v/— Ajr»-+-aBar-4-C       /A  »/AC -t- B« 


il  est  facile  de  vérifier  quf,  lorsi[uc  x  varie  entre  les  deux  racines 
du  trinôme,  la  fonction  sous  le  signe  arc  sia  varie  entre  —  1  et  -|-  1 . 
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Dans  le  cas  intermédiaire  où  A  =  o^  sans  que  B  soit  nul,  l'inté- 
grale  est  algébrique 

J   v^aBjf-t-C       o 

Les  intéerales    / >^:^ii=:=;t-__^--  se  ramènent  aux  pré- 

°  J  (a?  — a)v/Aar»-t-aBa?-+-C  "^ 

cédentes  en  posant  .a:  =  a  -+-  -  ;  on  trouve,  en  effet, 


f -^^ =  --  r 


2B,^  +  C, 

ou 

A,=  Aa»-h  2Ba-+-C,        B,  =  Aa+B,        C,  =  A. 

Il  convient  de  remarquer  que  l'intégrale  est  algébrique  si  a  est 
racine  du  trinôme  sous  le  radical,  et  dans  ce  cas  seulement. 

Considérons  encore  l'intégrale  1  ^'x'^  +  Adx.  Une  intégration 
par  parties  donne 

/i/a?*-t-  S.dx=  X  Jx* -^  Â.  —  I : 
J   v^»-+-A 

d'autre  part,  on  peut  écrire 

J  ^x*-*-S.     J  J    /x»-(-A 

—  /  ^x*  -^  A  dr  —  A  iog( J-  -+-  /x*  h-  A), 

et  l'on  tire  de  ces  deux  relations 

(a)  /  v/a:' -1- Â  rfx  =  -  v/x»  H- A  H log(a7-i-  y/a-'H- A), 

(3)  f-A^    =-V^:^v--^-Mx  +  /^nrÂ). 

J    ^x* -(-A  *  * 

On  établirait  de  même  les  deux  formules 

Ja*  —  X*  dx  —  -  \/a*  —  x^  H arc  sin— , 

>.  2  a 

/x*dx               X  /—- i       a*  .   X 

— = v' «  —  ^*  H arc  sm  -  • 
/a*  -  X*            ^                         1  a 

106.  Aire  de  l'hyperbole.  —   On  rencontre  les  intégrales  qui  précè- 
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dent  quand  on  cherche  à  évaluer  l'aire  d'un  secteur  d'ellipse  ou  d'hyper- 
bole. Prenons  l'hyperbole 

et  proposons-nous  d'évaluer  l'aire  du  segment  AMP  limité  par  l'arc  AM, 
l'axe  des  x  et  l'ordonnée  MP.  Cette  aire  est  égale  à  l'intégrale  définie 

c'est-à-dire,  d'après  la  formule  (2),  à 

;^[,^;r3;^_„„.,(£±-jfEi!)]. 

Or    on   a  MP  =y  —  —  y/x* —  a*,  et  le  produit x^x* — ar*  repré- 
sente précisément  l'aire  du  triangle  OMP;  on  en  conclut  que  l'aire  S  du 


secteur  OAM  compris  entre  l'arc  AM,  le  rayon  OA  et  le  rayon  OM  a  pour 
expression 

Cette  formule  permet  d'exprimer  les  coordonnées  x  al  y  d'un  point  M 
de  l'hyperbole  au  moyen  de  l'aire  S.  On  lire,  en  effet,  de  la  relation  pré- 
cédente et  de  l'équation  de  l'hyperbole 


ei,  par  suite, 


a       0  a       b 


/ 
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Les  fonctions  qui  figurent  au  second  membre  ont  clé  appelt'c?  cosinus 
et  sinus  hyperboliques 


coshypr  = 
~ël  nous  pouvons  écrire 


siohypj"  = 


C—e-* 


jr  =  a  cosh>T»     T  > 

(»0 


_r  =  b  sin  hyp 


ïS 

ri  6 


Les  fonctions  hyperboliques  jouissent  ilc  propriétés  analogues  à  celles  des 
fonctions  irigonoinélriques  (>);  ainsi  Ton  a 

cos'hypa*  —  sin*iiypj'  =  i, 

coshyp(jr-(-_v)  =  coshypa;coshyp_>'-+-  sinhypj'sinLyp_^, 
sinhyp(j"  -i-j'  i  =  sinhypTCOshypj'  +  sinhyp^coshypjr. 

On    trouverait  de   même   que  les  coordonnées  (J'un  jioîni   d'une  ellipse, 
exprimées  au  n»uyen  He  l'aire  du  j.cctcur,  sont  données  par  les  formiitos 

2 S  ,    .    jS 

X  =  acos—j-t         r  =  6sin— f"  • 

ab  ah 

Dans  le  cas  du  cercle  de  rayon  un  et  dans  le  cas  de  l'iiyperliole  équilalère, 
de  den)i-a\e  égal  à  un,  ces  formules  deviennent  respectivement 

j"  =  cos/S,  _i=sinaS; 

j- =  cosliypaS,         r  =  sinliypaS: 

les  fonctions  hyperboliques  joueni  lu  un-me  [»jle  pour  l'byperbole  équila- 
lère que  les  fonctions  trigonomélriques  pour  le  cercle. 

<07.  Rectification  de  la  parabole.  —  Proposons-nous  de  trouver  b 
longueur  de  l'arc  de  la  parabole  'ipy  =  x*,  compris  entre  le  sommet  O  et 
un  point  M;  on  a 

ou,  en  appliquant  la  formule  (a), 


BrcOM  -= 


LV^|0g(^^^^^*^/>'). 


%p  a       \  p 

Le  terme  algébrique  du  .second  mcmlvrc  représente  précisément  ta  loii- 


(')  On  irouTcra,  dans  le  fiecueil  des  formules  numériques  de  llouoi,  une 
Table  donnant  les  logaritbaies  de  ces  fonctions  pour  des  viileurs  positives  de 
l'arguai  cnl. 
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gucur  MT  de  la  tangente  ;  on  sait  en  effet  que  OT  =  -;  on  a  donc 

\\Ti=r'-i-—  -—  ^—  -  ^*(^*+/>*) 

•^   "^  4       4/»»       4  4/>*       ' 

Joignons  le  point  T  au  foyer  F;  l'angle  MTF  est  droit  et  l'on  a 

On  déduit  de  là  une  propriété  curieuse  de  la  parabole. 

Imaginons  que  la  parabole  roule  sans  glisser  sur  l'axe  Ox  et  cherchons 
le  lieu  décrit  par  le  foyer,  supposé  invariablement  lié  à  la  parabole. 

Fig.   33. 


Quand  la  parabole  est  tangente  en  M'  à  l'axe  Ox,  on  a  0M'=  arc  OM;  le 
point  T  est  venu  au  point  T',  tel  que  M'T'=  MT  et  le  foyer  F  est  venu 
au  point  F'  obtenu  en  portant  une  longueur  T'F'=TF  sur  la  paral- 
lèle ù  Oj'.  Les  coordonnées  X,»Y  du  point  F'  ont  les  valeurs  suivantes  : 

X  =  arcOM  -  MT  =  |  log^f^t  ^^^EE^ 
Y=TF=  '  //>«-f-x«, 

et  l'on  obtiendra  l'équation  du  lieu  décrit  par  le  foyer  en  éliminant  x  entre 
ces  deux  relations.  De  la  première  on  tire 

îX 

X  -+-  ^x-  -^  p*=peP  , 
et  l'on  peut  joindre  ù  cette  équation 

X  —  \/x*-i-j>-  =  —  pe    P  . 
car  le  produit  des  premiers  membres  est  égal  à  — p-.  En  les  retranchant, 
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ei  l'equaiion  cherchée  eM 

(SX  _"'\  V 

e'i'-i-  e    p)=^cos  hyp  —  • 

Il  est  facile  de  construire  cette  courbe,  qui  porte  te  nom  de  chaînette; 
elle  a  une  forme  analogue  à  celle  de  la  parabole. 

108.  Courbes  unicursales.   —    Consid<5rons   mainlenanl   d'une 
façon  générale  les  inlt-grales  de  fondions  algébriques.  Soient 

(6)  F(T,^)=o 

l'équation  d'une  coxirbc  ali|;('l)r(t|ue,  et  R(:r,  _}■)  une  fonclion 
raUrtnnelle  dc  X  et  àe  j- ;  îiiiagiiions  qnc  dans  l\(^a:^  y)  on  rem- 
place y  j)ar  une  des  racines  de  l'equaiion  (6);  le  résultat  est 
fonction  de  la  seule  variablp  x  et  l'intégrale 


/ 


R{x,y)dj: 

est  une  intégrale  abétienne  allachée  à  la  courbe  (6).  Lorsque  la 
courbe  donnée  et  la  fonctiun  Il(x,  y)  sont  quelconques,  ces  inté- 
grales sont  des  fonctions  ttanscendautes.  Mais,  dans  le  cas  parti- 
culier où  la  courbe  est  unicursale,  c'est-à-dire  où  les  coordonnées 
*el  >•  d'un  point  de  celle  courbe  peuvent  s'exprimer  par  des 
fondions  ruiionnclles  d'un  paramètre  variable  /,  les  intégrales 
'l><'licnnes  atla<;liéos  à  celle  courbe  se  rajnènent  inimédialenienl  à 
<lts  inlégrales  de  fonctions  rationnelles.  Soient  en  edet 

les  expressions  des  coordonnées  jf  cl  j'  en  fonction  de  /;  en  pre- 
nant t  pour  nouvelle  variable  indépendanle,  ou  a 

et  la  nouvelle  fonclion  à  intégrer  esl  évidemment  rationnelle. 
On  démonlre  dans  les  Cours  de  Géométrie  analytique  (')  que 


<*)  Voir  par  exemple  Niewenolowski,  Cours  de  Géométrie  analytique,  l.  II, 
p.  99-114. 
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(n  —  i)(w  —  a 


toute  courbe  iinicursale  de  degré  n  possède 

doubles,  et  queréciproquemenl  toute  courbe  de  degré /?  posscdan 
ce  nombre  de  points  doubles  est  unicursale.  Je  rappellera!  scule^ 
ment  coiniiifiil  on   peut  obtenir  les  expressions  des  coordonnées 
en  fonction  du  [laraniièlre  auxiliaire.  Elanl  donnée  une  courbe  ( 


de  degré  n,  possédant 


(«  — 0(n  — 2) 


points  doubles,  par  c 


I 


5  points  doubles  et  h  — 3  points  simples  de  C„  faisons  passer  un 
faisceau  de  couil^es  de  degré  n  —  a;  ces  points  déterminent  biet 
un  faisceau  de  courbes  de  degré  //  —  2,  car 


(n  — !)(«  — a) 


3  - 


(  /i  —  'i)(/i  -t-  I  ) 


.     1    r     .   (n  —  a)(/i -»-i)        .    .  1/.         •  Il 

et  )l   lîtul    ^^ points   [lonr  tleternimer  une  courbe  tl 

degré  n  —  a.  Soit  P(jr,  _)■•)  +  /Q(jr,_j')=  o  l'équation  des  courbi 
de  ce  faisceau,  (  désignant  un  paramètre  arbitraire;  cliaque  courbe 
du  faisceau  rencontre  la  courljc  C^  en  n{n  —  a)  points,  dont  un 
certain  nombre  sont  indépendants  de  /,  les  n  —  3  points  simples 
clioisis  et  les  ci  points  <loiible5  dont  chacun  compte  pour  deux 
points  d'intersection.  Mais  on  a 


.)  -t-  2  0  =  n 


3  -(-(n  —  J)(«  —  2)  =  /i(h 


«  )  -  I  ; 


Ee^^ 


il  reste  donc  un  seul  point  d'inleiscclioii   variable  avec  /. 

coordonnres  de  ce  poînl  sont  donntcs  par  des  éipialions  du  pre 

niicr  de^ré  iloiit  lus  coeflicients  sont  des  polynômes  entiers  en  ?j 

ces  coordonnées  r.onl  donc  «lles-ménies  îles  fonctions  ralionnellei 

de  t.  On  pourrait  aussi  einplû^j'er  un  faisceau  de  courbes  de  degn 

1       (rt  —  Ot"  —  2)       •  I      II 

n  —  I   passant  par  les  ^^ — ^points  doubles  et    a//  — 

points  simples  pris  à  volonté  sur  C„. 


Si    H  :=  2,     on 


(n  -t)(n  — a) 


:=  o  ;   toute   courbe   du    secoue 


degré  est  donc  unicursale,  coniiuf  on  l'a  déjà  observé.  Si  n  :=  S, 


on   a 


(n—i)(n  —  i) 


^=  I  ;    les    courbes    nnicursales    du    lroisièm( 


degré  sont  donc  celtes  qui  ont  un  point  double.  Le  point  double 
étant  pris  pour  origine,  Téqualion  de  la  cubique  est  de  la  for 


îi(«.j)-t- ?!(*•.  .J'^^o, 
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Bjetçjt'lanl  des  polynômes  homogènes  d\in  degré  marqué  par 
leur  indice.  Une  sécante  j- =:  Aj?  passanl  par  le  point  double  ren- 
contre la  cubique  en  un  seul  point  variable  avec  l,  dont  les  coor- 
données sont 

Une  courbe  unicursale  du  quatrième  degré  possède  trois  points 
doubli.s.  Pour  avoir  les  coordonnées  d'un  point,  on  formera 
l'équalioii  d'un  faisceau  de  coniques  passant  par  les  trois  points 
rfotibles  et  pur  un  autre  point  simple  pris  ù  volonté  sur  la  courbe. 
Chaque  conique  de  ce  faisceau  rencontre  la  quartique  en  un  seul 
|ioir>l  variable  avec  le  paramètre  ;  si  l'on  forme,  par  exemple, 
iVqiialion  aux  abscisses  des  points  d'intersection,  cette  équation, 
débarrassée  des  facteurs  qui  correspondent  aux  racines  connues, 
M  réduira  au  premier  degré  et  donnera  x  en  fonction  rationnelle 
dtt  paraniètre.  On  opérera  de  même  pourj'. 

Prenons  par  exemple  la  lemniscate 

<jui  il  un  point  double  à  l'origine  et  qui  admet  en  outre  pour 
|ioinls  doubles  les  points  circulaires  à  l'infini.  Un  cercle  passant 
par  l'origine  et  tangent  en  ce  point  à  une  des  branches  de  la  lem- 
niscBle 

rencontre  celle  courbe  en  un  seul  point  variable  avec  l.  Une  com- 
binaison facile  de  ces  deux  équations  donne 

r«(ir— 7)' =  ««(*-'— 7») 
et,  en  divisant  par  j- — ^',  il  reste 

cette  dernière  équation  représente  une  droite  passant  par  l'ori- 
gine, qui  coupe  le  cercle  en  un  point  didcrcnt  de  l'origine,  dont 
les  coorduonécs  sont 

a»<(r>-t-o»)  a«f(/»— a») 

'F  ^  ^  — — i  .  V  =    ■ ■ 
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nulles  par  \;i  nn 


thod 


e  suivant 


On  arrive  enooic  plus  vile  à  ces  fan 
qui  esl  applicable  à  toute  courbe  uiiiciiràalc  du  tjualricme  ordre 
dant  on  connnîL  un  point  double.  Coupons  la  lemniscate  par  la 
sécante  )' =:  }.x;  elle  rencontre  la  courbe  en  deux  points  de  coor- 
données 


y  =  Xx. 


J 


Le  polynôme  sous  le  radical  est  du  second  degré  el,  pour  faire 

disparaître  i'irralionalilé,  il  sufilra  (n"  105)  de  poser ^  —  i~) 

ce  qui  conduil  bicu  aux  fûrniules  précédentes. 


ss^ 


/iemarque.  —  Lorsqu'une  courbe  plane  admet  des  points  si 

puliers  d'espi^'cc  supérieure,  on  dtHnontre  <\uc  chacun   d'eux  e 

équivalL'iil  à  un  certain  nombre  de  }»oinls  doubles  distincts.  Pour 

qu'une  courbe  soil  unicursale,  il  suffit  que  ses  points  singuliers 

(      ■     1     >     <  (i  —  Ot**  —  a)       •   .      I      II        T»  I 

soient  équivalents  a points  doubles,  rar  exemple, 

une  coijrbe  de  degré  n  ajant  un  point  miiltipb^  d'ordre  n  —  i  ei 
unicursale,  car  une  sëcanle  issue  du  poiiil  multiple  la  rcnconl 
en  un  seul  point  variable. 


le, 

1 


109,  Intégrales  de  différentielles  binômes.  —  Parmi  les  autres 
intégrales  d'où  Ion  peut  fiiirc  disparailre  rirrationalilé  facile-^ 
ment,  citons  encore  les  suivantes 

/  liLj-,  (ar-i-  b)^]dj-,      1  R(r,  ^au-  -t-  b.  ^cx  -+-  d) dx, 

fR(r^,  X»',  a:»',  ...)dx, 

H  élant  nue  fonction  rationnelle  et  les  exposants  a,  a',  a",  .,, 
étant  conuncnsurabli's.  Dans  la  première  intégrale,  il  sufiÎL  d^ 
poser  ax  -\-  hr=  ti-^i'x  l'on  pose  de  niârae,  dans  la  seconde, 

ax-^-  b  ^  /», 

on  n'aura  plus  cgii'uu  radical  carré  portant  sur  un  polynôme  dl 
second  degré,  et  iiti  nouveau  changement  de  variable  fera  dispa^ 
raîlre  ce  radical.  Enfin,  dans  la  iruisiômr  intégrale,  on  peul  poser 
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x  =  <'',  le  nombre  enlier  D  élanl  choisi  Je   façon  que   les   pro- 

daiU  Da,  Da',  Da",  .  . .  soient  enliers. 

Ace  deini^T  exemple  on  peut  rattacher  une  calëgorie  Uc  diOTé- 

r«nlicll«?s  de  la  forme 

r">{nr>'-h  ù)Pdx, 

appelles  différentielles  binômes.  Supposons  les  trois  expo- 
sants ni,  n,  p  commensurabU's;  si  p  est  entier,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  voir  à  l'instant,  on  peut  rendre  celle  dinférëntiellc  ration- 
nelle [lar  un  changement  de  variable  tel  que  x  =  /".  Pour  trouver 
de   nouveaux    cas    dinlt'^rabililf,    essayons    du    cliangemenl    de 

v«riable 

ax»  -^  b  =  t; 

ilvionl 

i  J_, 

X  =     )    .  f/jr  ^  —  ( )         dt, 

fx'»  (  ax"  ->-  ù  )i'  ilx  =  --   /  /''  /     ~  '  j 


/^, 


la  nouvelle  intégrale  est  de  même  forme  que  la  première,  et  l'expo- 

Mnt  qui  remplace  p  est  ici  -  "^ i  ;  on  pourra  donc  achever 

I intégration  si est  un  nombre  entier. 

D'autre  pari,  l'Intégrale  peut  s'écrire 


/ 


x"'-*-''P{n  H-  Ijx-")p dx, 


<l  l'on   voit   qu'on    a    un    nouveau    cas    d'inlégrabililé    lorsque 

•  +«/>-!- 1         m-t-i  ,  .        -,        . 

— = ■ — hp  est  un   nombre  entier,  bn  résume,  on 

P«ul  eOecluer  rintégralion  lorsque  l'un  des  trois  nombres  /.», 

*  +  i    « -4- I  .       .'        n      ,     •  .1  1       .   ■••      , 
^.-» \- p  est  entier.  Ces  trois  cas  sont  les  seuls  ou  I  iiiie- 

gwlf  s'exprime  au  moyen  d'un  nombre  fini  de  symboles  cléinen- 
^•res  lorsque  ni,  n,p  sont  commensurables. 

Pour  etlecluer  rint*5gration  lorsqu\'lle  est  possible,  il  est  com- 
mode de  ramener  d'abord  l'intégrale  à  une  forme  plu«  simple  où 
"*  figurent  que  deux  exposants.  Posons  pour  cela  a.t"  --  bl;  il 
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vient 


t  1 

1  fbX"  '-. 


/n-t-l 

r  bn  /b\   "     r  "*— -I 

I  x'»{ax'>-hb)PdT=  -    I      ]         1  t  "       (i+t)Pdt. 


En  faisant  abstraction  du  facteur  constant  et  posant 

m  -h  I 

on  est  conduit  à  l'intéf^rale 

ftv{t-h  t)Pdt, 

et  les  cas  d'intégrabilité  sont  les  suivants  :  l'un  des  trois  nombres 
Pi  71  /'  +  *7  ^'^^^  ^^''^  ""  nombre  entier. 

Si  p  est  entier  et  <jr=  ->  on  posera  /  =  ii';  si  q  est  enlicr  et 

/>  =  - 1  on  posera  de  même  i  4-  /  =  m*.  EnHn,  si  p  -\-  q  est  entier, 
on  peut  écrire  l'intégrale 


Ju'^',(\-J.yat 


(M  l'on  n'a  qu'à  poser  i  +  <  =  /«*,  en  supposant  />  =  -,  pour  faire 
disparaître  l'irralionalitô. 

Prenons  par  exemple  l'inti'i^rale 


/  j-y/i  -t-a:'  </.r: 


on  a  /H  =  I ,  /i  =  i,  y?  ^^  ^, H/>  =  i .  On  est  donc  dans  un 

cas  d'inlégrahilité.  En  posant  d'abord  .r'=  /,  on  est  conduit  à  la 
nouvelle  intégrale 

et  il  suffira  du  nouveau  changement  de  variable  i  -f-  f  =  /«*,  pour 
faire  disparaître  le  radical. 
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IT.  -  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES  ET  ULTRA-ELMPTIQOES. 


HO.  Réduction   de»  intégrales.   —   Soit   P{x)    un   poljnome 
cuticr  de  degré/?,  premier  avec  sa  dériv(5e.  Une  inlégrale 


rR[;r,  v/r\Tj]t/r. 


OÙ  Rdésigne  une  fonction  rationnelle  de  J"<3ldii  railfc.il^  =  y/(*(j"), 
ne  peut  pas  en  gtînùral  s'exprimer  au  moyen  des  fondions  élémen- 
taires, lorsque  le  degré  de  P{x)  esl  supérieur  ù  2.  Ces  intégrales, 
qui  sont  des  cas  particuliers  des  intégrales  abûlienncs  les  plus 
générales,  se  décuniposenl  en  une  partie  îdgébrique  et  logarith- 
niir|ue,  et  en  un  certain  noml>re  d'intégrales  spéciales  qui  consti- 
tuent des  Iranscentlantfs  nouvelles  qu'on  ne  peut  ex|>rimcr  an 
mo^en  d'un  nombre  liiii  de  syuiboles  êlr'uiciitaires.  Nous  allons 
exposer  cette  réduction. 

La  fonction  rationnelle  R{x,j')  est  le  quotient  de  deux  pol^»- 
nomes  entiers  en  x  et  en  >*;  en  remplaçant  une  puissance  paire 
de^,  telle  que  y*?,  par  [P(t)]'',  et  une  puissance  impaire,  telle 
quejK**"*"')  par  _y  [P(j:)]î,  on  voit  qu'on  peut  supposer  les  deux 
termes  de  la  fraclinn  fl«i  [irmuier  <lci;ié  en  r, 

A,  B,  C,  D  étant  des  polynômes  entiers  en  x.  En  multipliant  les 
àcux  termes  par  C  —  Dy  et  remplaçant  do  nouveau  y'  par  P{:i*), 

on  peut  encore  écrira 

F  -f-  Gy 
K 


R(x,  ^)  = 


et   l'intégrale  considérée  se  partage  en  deux  antres,   douL  l'une 
est  l'intégrale  d'une  fonction  ratiunnelle  et  dont  la  seconde 


r 


-j--  ft.r,  qui  peut  au«<i  s  écrire 


f: 


M  fin 


M    cl   N  étant  deux    polynômes   entiers  en  x,   doit  lîeulo   nous 
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occuper.  La  fraction  ralionnclle  ^  peiil  être  décomposée  en  uni 
partie  entière  E(jr)  e(  en  une  somme  de  termes  fractionnaires 


E(x). 


A, 


Xî 


chaque  polynôme  X,  étant  premier  avec  sa  dérivée.  On  n'a  donï 
à  considérer  que  deux  sortes  d'intég^rales 


J   ^l\x)  J  X" 


\dx 


^P(x) 


Les  intégrales  Y™  s'expriment  toutes  au  moyen  des p  —  i  pre^ 

mières  Yo,  Y,,  .  . . ,  Y^_2,  et  de  quantités  algébriques,  jr/R(x) 

est  de  degré  p. 

Soit,  en  elTet, 

P{,r  )=  ai)J-''-4-  0|X''-'  -r.  .  .. 

On  a 


—  (xw  VP(*"')  =  'nT'>^-^\J?(x)-\- 


dx 


T'»  P'(J-) 


le  nianéraieur  est  im  puljiiotnc  de  degré  m  -\- p  — ^  i  dont  le  terme 


IHC— 

il 


de  degré  le  plus  élevé  est  {'i.m  -\-p)a^x"*'^P   '.  Il  %'ient,  en  inté- 
grant les  deux  niemljres  de  l't^galtlé  précédente, 

les  termes  non  écrits  contenant  les  intégrales  Y  d'indice  infé 
rieur  à  m -\- p  —  i.  Faisons  successivement  dans  cette  for- 
mule m^o,  I,  '2,  ...,  nous  pourrons  calculer  df  proche  en 
proche  Y^_|,  Y^,  .  .,  au  moyen  d'un  terme  algébrique  et  des 
p  —  r  inlégrafes  Y^,  \  \,  .  .  . ,  Y^_j. 

Ilelalivemenl  aux  intégrales  de  la  seconde  forme,  il  v  a  deu 
cas  à  distinguer,  suivant  que  X  est  premier  on  non  avec  P(x). 

I"  Si  X  est  premier  avec  P(x),  l'intégrale  Z„  se  ramène 
un  terme  algébrique,  à  tine  somme  d'intégrales  \'»,  et  à  un 
nouvelle  intégrale 


/■ 


Bdx 


OÙ  B  est  un  polynôme  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  \. 
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Fiiisque  X  esl  premier  avec  sa  derivéi;  \'  cl  avec  P\^.r  i.  X"  est 
premier  avec  le  produit  l'X'.  On  peul  doue  Irouver  deux  poly- 
nômes ).  el  [x  lels  que  Ton  ail  identlqtiemenl  XX"  -\-  jjiX'P  =  A  et 
l'intégrale  se  partage  en  deux  autres 

/■_  '^^•^    _  Ç  ^^     fil  /PX' 

J    \'>^Pix)         J     S/P(T>        J  X«         '^' 

La   preniicro  partie  est  une  soinine  d'inlégralcs  Y;  si  «%>i, 
peut  inlégrer  par  parli<*s  la  seconde  inlégraie  en  posant 


on 


Lt  y  F    -'.   tt 


ce  qui  donne 


X» 


(n  _i)X'<-> 


"— 'J    aX"-«/}»<a-) 


La  nouvelle  intégrale  est  de  nvème  forme  que  la  première,  saiil 
4|ue  i'exposanl  de  X  e&t  diminué  d'une  Litiité.  Kn  eonltnuanl  la 
réduction  autant  défais  que  possible,  c'est-à-dire  lanl  fjue  l'expo- 
sant de  X  est  SM[>éiieiir  à  un,  on  arrivera  à  nn  résultat  de  la  forme 


Cdj; 

7p 


B,  G.  l)  étant  trois  polynômes,  et  I  on  peut  toujours  supposer  le 
premier  B  de  degré  inférieur  à  celui  de  X.  '  ^_ 

a"  Supposons  que  X  et  P  aient  un  diviseur  commun  D,  de 
façon  que  X  ^  YD,  P  ^^  SD^  les  polynômes  D,  S,  V  élanl  pre- 
mier!» entre  eux  deux  à  deux.  On  peut  trouver  deux  polynômes  X, 
«,  lels  que  A-=^XD"-i-  ^\"  el,  parsullf.  ou  peul  écrire 

X«/P  ~  J  Y^/P  "^J   D^/p' 

La  première  intéf^ralc  esl  de  la  fonuc  de  celles  donl  on  vient  de 
s'occuper:  /jimnt  it  l' hit  r  g  raie 


/ 


dVp 


oit  D  est  un  diviseur  lU;  P,  elle  se  ramène  à  un  terme  algé- 
brique  et  aux  intégrales  Y. 

C.  .7 
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Eli  l'flTcl,  D"  t-lanl  |ircinier  avec  le  (iroduil  D'S,  snienl  A,  el  |a, 
lieux  iioljnoiiies  tel-t  <|iio  l'iiii  ail  /,,  D"  ->-  'x,  D'S  -_  jx;  l'intégrale 
considérée  peut  .s'écrire 

D'Vp     ./    )/^J  n«V^ 

l'écrivons    la    secnnrle   rie  ces   iJeii\    inlégfales,   en   rcriij)laçnnl     P 
par  SD. 

/  ,u,  y/S ,  dj!. 


et  iolégrons  par  parties  en  pûSitnt 

u  —  (ij  y/s,  i'  = 

il  vient 


«->-. 


C'est  encore  unt'  furinnie  de  n'dnLiion,  niiiis  ici,  à  cause  de  l'eipo- 

sanl  fractionnaire  «  —     .  on  jicut  [jotisscr  la  réduction  jusqu'au 

lerine  où  D  ne  figure  plus  rpi';»  hi  première  puissance  au  dénomi- 
nateur, et  l'un  iirrive  à  un  résultai  de  la  forme 

r   iidr  K  x/î*         rWda- 

II  et  K  étant  deux  poljiiomes. 

En  (Jéfinilivp,  tonte   intéarale    /  — 7    se  ramène  à  une   nariie 

algébrique  cL  ù  une  somme  d'intégrales  fie  la  forme 


/T'i*dx       r\,ff^ 
VT'  J  x/p" 


où  ru  est  au  plus  égal  dp-».,  où  X  est  premier  avec  sa  dérivée  X' 
et  avec  P  et  où  X|  est  d'un  dej^ré  inférieur  à  celui  de  X.  Cette 
réduction  /t'exige  que  des  additions,  multiplications  et  divi- 
sions de  polynom.es. 
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35u 


on  COD 


nail  h 


es  racines  de  I  eqiialion  X  =  o,  on  pciil  décom- 
poser chacune  des  fraclions  ralionnelles  ^  en  iinesomnip  de  frac- 
lioDs  simple*  de  la  forme 

A  Bar-T-G 

X^a'     (37—  «)»-*-?«' 

A,  B,  C  étanl  des  L'uiistaiitcs,  df  sorle  qu'on  est  roiidiiit  ît  doux. 
nouveaux  'jpes  d"intégrides 

t|ii\^ii  peiil  rariu.'iiiT  ,i  un  seni,  le  premier  des  Jeu^,  en  convenant 
d'adiueltre  pour  li-  paramètre  a  des  valeurs  imaginaires.  Les  inté- 
jjrales  de  celle  forme  sont  appelées  intégrales  de  troisième  espèce. 
On  appelle  inlégridos  Ae  {H'emiiTe  espèce  les  inlégruies  Y,,,,  où  m 

est  inférienr  à  -  -  i  ;  les  intégrales  Y,„.  oii  ni  esl  égal  on  supé- 
rieur à  7  —  I,  sont  les  intégrales  de  deuxième  espèce,  l^es  inlé- 

i;ralesde  première  espèce  possèdent  nne  propriété  caractéristique  : 
«Iles  conservent  une  valeur  finie  Inrsqiie  lii  liinile  supérieure  de 
l'intégrale  crotl  iiidénniriHiil  ou  devient  égale  à  une.  nicine  de 
P('.r)  (n"' 89-90).  iMais  la  dislinnlion  at^toelie  entre  les  intégr;iles  de 
•leuxiènie  el  de  Iroisiénie  espèce  ne  Joil  être  acceptée  qu'à  titre 
provisoire.  La  vérilahle  rlislincliori  sera  faite  plus  taitl. 

Hemarqtte.  —  ISous  n'avons  rien  supposé  jusqu'ici  sur  le 
degré /?  du  poljnome  P(>i').  Si  ce  polynôme  est  de  degré  ini|niir, 
on  peut  toujours  augmenter  le  degré  d  une  unité.  Soil  en  edet 
l*(jr)  un  polynôme  de  degré  %q  —  i 

P(jrj  =  K^x'-'i   I  -H  A,T»»-»-^...-K  A,,,-,  : 
posons  x^=a  -\ — .  a  n'étant  pas  racine  de  V(x).  tl  vienl 


P(a?)  =  P(a)-i-P'(a> 


Pl«7-»l(rt^         I 


P|(V) 


y  agr — 1)1   ^'V-l  yU 

Pi(' v)  désignant  nn  polvnomc  de  degré  2/7.  On  a  par  suite 


i6o 
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cl  toute  intégrale  qui  conlienl  ralionnellement  ,r  et  \1*{X)  sej 
change  en  une  inlégralo  d'une  fonclioii  mlionnelic  de  y  el-J 
de  y/P,!^)). 

Inversemenl,  si  l'on  a  sous  le  radical  un  [toi  y  no  i  mu  P{.t)  dtr 
degré  pair  ar/,  «m  peut  abaisser  d'une  iinilr-  le  de^rc  de  ce  poly- 
nôme, pourvu  qu'on  en  connaisse  une  ravine.  Soit  en  eflel  a 

une  racine  de  l'iSqnalion  P(a:)  =  o  ;  en  posant,  jr  ^^  a-\ —  «il  vient 


P(X>=  V'(a) 


y 


P,(_y)  clanL  de  degré  a//  —  i,  el  on  a  par  suite 


v'P(x) 


^^_ /PiOO 


7*^ 


La   nouvelle    intégrale    ne   contiendra   d'autre   irrationalité   que 
y/P((jK)  sous  le  signe  d'intégration. 

111.  Cas  d'intégration  algébrique. —  L:(ant  Juimêc  unu  intégrale  de  la 
fiirnic 


fn[x,  ^VCT')]tLr, 


nous  venons  de  voir  fpi'on  peut  loujourn,  f)iir  <les  calculs  ék^meniaires,  la 
ramener  à  l'intégrale  d'une  fraction  ratioiinello.  à  un  terme  al|;:ébi'ique  de 

la  forme  .   —  et  à  une  somme  d'intégrales  de  première,  de  deuxième 

et  de  troisième  espèce.  Cunime  on  peut  aussi  trouver,  par  des  opéraLion» 
élémentaires,  la  partie  rationnelle  de  rintêgrale  d'une  fraction  rationnelle, 
on  voit  qu'ioi  peut  toujours  rueltre  l'intégrale  proposée  sous  la  forme 


/' 


F  étant  une  fonction  ruiionnetle  de  x  el  de  v'^P(jr),el  T  étant  égal  à  une 

somme  d'intégrales  des  trois  espèces  ei  d'une  intégrale    /  '^*  dx,  uù  X  est 

premier  avec  sa  ilérivcc  et  où  X,  est  d'un  dcprc  inférieur  à  celui  de  X. 
Liouville  a  démontré  que,  si  l'intégiale  pr(i|josce  esl  algébrique,  clic  est 
égale  à  F[a-,  V^P(  J")],  de  sorte  qu'un  doit  avoir  idenlir|uemcDl 

n[.r. /ihxj]=^|f[x. /pTT)];, 

et  par  suite  T  =  o. 

On  peut  donc  reconnaître,  par  des  muttiplicationt  et  divUitun  de 
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polynômes,  si  l'intégrale  proposée  est  algébrique  et  trouver,  dans  ce 
cas,  la  valeur  de  cette  intégrale. 

il2.  Intégrales  elliptiques.  =  Lorsque  lo  polynonu-  V(x)  est 
du  second  dej^rû,  la  niflliodc  de  réduction  gémrule  qui  viral  d'tUre 
exposëe  pcnncL  de  ramener  l'intégration  d\ine  fonction  ration- 
nelle de  X  el  de  ^^P(a*)  au  calcul  des  intégrales 

dx 


que  l'on  a  appris  à  calculer  directement  (n"  iOo). 

Le  cas  le  plus  sim|jle  après  celui-là  est  celui  des  intégrales  cllip- 
liques,  où  P(  jt)  est  du  tioi-iième  on  du  rjualrièmc  do<;ré  ;  les  deux 
cas  se  rainènenl  d'ailleurs  l'un  à  l'autre,  comme  nous  venons  de 
le  voir.  Soit  donc  Vix)  un  |)olvnome  du  quatrième  degré,  n'a^fanl 
que  des  facteurs  linéaires  simples,  el  à  coeflVcieuls  réels;  nous 
allons  d'abord  montrer  qu'on  peut  toujours,  par  une  substilulion 
linéaire  réelle,  le  ramener  à  un  polynôme  n'ajanl  que  des  termes 
de  degré  pair. 

Soient  n.  h,  r,  d  les  qualri*  racines  de  P(z:)  =  o.  Il  existe  une 
relation  d'involulion 

(7)  Lar'x'  4-M(3?'-+-af')-+-N  =  o, 

qai  est  vériliée  par  x'  =  a,  x"  =  h  et  par  x*  =  c,  x"  ^^  d.  Ou  a, 
pour  déterminer  les  coeflicii'tils  L,  M,  N,  les  dcn\  relations 

hab  -<-  M(rt  -t-  é)-t-  N  =  o, 
L  crf  -»-  M  (  c  -t-  rf  j -t-  \  =  o, 

el  Ton  voit  qu'on  peut  prendre 

L— rt-^A— c  — </.        M^c</  — rt/>,         N  =;  a6(c -t- rf;— crf(a  —  &). 

Appelons  a  el  ^  les  points   doubles  de  l'involulion   précédenle, 
c'esl-à-dire  les  racines  de  l'équation 

L  M'  -+-  a  M  M  -r-  N  =  o  : 

la  condition  de  réalité  de  ces  racines 

{cd  —  a/y)' — (a  -^  b  -    r  —  d){ab{c  -h  d)~  cd{a  -h  fc)]>o 
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peiil  s'r:crire,  comme  le  prouve  un  calcul  facile, 

(S)  {a  —  c){a  —  d){b  —  c){b  —  dj^o. 

On  pciil  lonjours  s'arranger  de  («çon  que  celte  condilion  soil  véri- 
fiée. Si  les  quatre  racines  a,  /i,  r,  d  sont  réelles,  il  suffira  de 
prendre  pour  «  et  b  les  Jeux  pUii.  grandes;  les  quatre  facleur:» 
de  (8)  sont  alors  positifs.  Si  l'équation  P(x)  =  o  a  ili'uv  racine»! 
réelles  seulement,  on  prendra  |iiuir  a  et  b  «es  deux  racines  réelles 
et.  pour  c  ç\  d  les  dcitx  lacine.s  iuiagiuiiii'es  eoujugiiées;  les  fac- 
teurs a  —  c  cl  a  —  d  sont  alors  des  ima|^inaires  conjuguées,  ainsi 
que  b  —  c  gI  h  —  d.  Enfin,  si  les  quatre  racines  stuit  imaginaires, 
on  prendra  pour  a  el  b  deux  racines  conjuguées,  cl  pour  t"  cl  d  les 
deux  autres  racines  conjuguées.  Les  quatre  facteurs  de  (8)  sont 
encore  conjugués  deux  à  deux.  D'ailleurs  les  valeurs  correspon- 
dantes de  L,  M,  IN  sont  réelles. 

(2ela  posé,  observons  que  la  relation  { •-  )  peut  s'écrire 


(9) 


X--P 


SI  nous  posons     _  „  '=J  »  O"  ■^  ^=     ♦  d  vient 


P(^) 


(  >■  -  n 


V,{y}  étant  un  nouveau  polynôme  du  quatrième  degré  i't  coeffî- 
cienls  réels  dont  les  racines  sont 

■  Cl 

D'après  la  formule  {[)),  ces  quatre  racines  vérifient  par  couples  lu 
relation  j  '  -hy"  :^  o  ;  le  polynôme  P,  (y)  n'a  donc  que  des  termes 
de  degré  pair. 

Si  tes  quatre  racines  n,  b,  c,  t/ vérifient  ta  relation  (2  -+-  A  =  c  -f-  <^f 
on  a  L  =  o,  cl   l'un  îles  points  doubles  de  l'involulion  s'en  va  ù 

l'infini.  En  posant  œ=  —  ^-jrr^  l'équation  (-)  peut  s'écrire 


X  -~  et  —  o. 


el  il    suffira    do    poser  x  =  x-~j-,    pour   obtenir    uu    [)olynonu' 
n'ayant  *(ue  des  termes  de  degré  pair. 
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Nous  pouvons  donc  <.iij»posti-  P(,i'(  ramené  :i   fa  furmc  cano- 

niqnr- 

P(x)=  A„r'       A,,/-'  -  A-; 

toute  intégrait*  c'lli|Uiqtie  s<î  liimi'iic  alors.  iiLsiraciion  failc  dim 
terme  nlgébrii|iie  cl  de  l'inléf^ralr  (lune  foru-lion  rationnelle,  aux 
inlégrales 

/A»y*4-A|af«-f- At       ./  y'Aoar'-H  Aiap»-+- A,       ./  /Aoar'-»- A|a:«-HAj 
el  à  des  inlégrales  de  li  forme 


dx 


L'inltijraie 


,/  {j- —  rt)v''AoX*-f- A|:F'-t- Af 
J..    /Ana?*-*- Al  J-' -1- A, 


est  l'inlëgralf  eMiplif|ue  tle  première  e>pè(:e;  si  l'ctii  considin- 
inverspmenl  x  comme  fonctiun  de  f/.  on  a  une  fonction  rtlip- 
titjite.  La  seconde  Inléyrale  se  ranièn*'  à  une  intégrale  élêmenlain- 
en  posant  x-  --  ii .  f,a  Iroisième  intégrale 


/, 


X*dT 


/Apa:*-i-  A)ar»-i- A. 

est   Pinlégrale  de  seconde   espèce  de  Legendre.   Enfin  on    peiil 
écrire 

./  (x  —  a)i/Pix)      J  (T*  —  a*)^V(x)         J  {x*  —  a*]\/f(ië)' 
rintrgmle 


/ 


dx 


(3:*-t-  A)v/Ac-r*-t-  Aj.T»-f-  Ai 


est  l'intégrale  de  troisième  espèce  de  legendre. 

Les  intégrales  ellipliques  nul  été  appelées  ainsi,   parce  ipinu 

les  a  d'aIjorJ  rencontrées  d.ins  le  proUlt'iuc  dv  la  lecLiiicaLion  tir 

rdlipse.  Soient 

a;  — acostf,        _^'=ftsin«p 

le»  coordonnées  d'un  point  d'une  ellipse;  on  a 

d»'  —  dx^  ~r-  dy^  ~  (  a'sin'ç  —  fr'cos' »)«/»', 
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ce  qu'on  peut  encore  ccriro,  en  posant  a^r~  b^^^  e'^n-, 

ds  —  a  j/ 1  —  c'  cos*  ip  rfç, 

el  rinlégralf  qui   représente  un  arc  d'ellipse  (levienl,  en  posant' 

C05«  r=:  i, 

/"Vi  —  e^t*    ,  r  t  —  e*t*  . 

s  ~  a   I  —  al  —  a  I   —  —  af; 

J      v'i  — f'  J    v'(i  — ''Hi  —  cV) 

un  arc  d'ellipse  sV^prirne,  comme  l'on  voit,  par  la  somme  d'une 
inlégrale  de  première  espèce  et  d'uri<'  inli''<;rale  de  seconde 
espèce. 

Prenons  encore  h  lemniscale  représentée  par  les  équations 


rt» 


/  (  f  »  -+-  a»  ) 


y  z=  (fi 


t(t*  —  a*i 


on  Irijuve,  v\i  l'aisant  le  calcul,  que  l'on  a 


ds'-  -  dr^  +  dy*  = 


dl*. 


L'iirc  de  la  lemuiscate  s'exprime  donc  par  une  intégrale  ellipliquej 
de  première  espèce  ('). 

It3.  Intégralea  paeudo-elliptiques.  —  Il  arrive  quelquefois  c[u'iini;  inlé- 

j^iale    I  h'[T,  \/i^{T)\dx,  où   V( t)  est   un  polynôme  du   troisième  i»u   di 

ijualriéinc  degré,  peut  s'exprimer  au  ttn.i_yeti  il'um-  foiitliaii  algébrique  et 
•  l'une  somme  de  logarithmes  de  fimctînns  akf'hriqui.'s,  en  notnlire  fini;  de 
pareilles  intégrales  sont  dites  pseiido-cllijitiqufs.  Voiri  iiti  cas  as^rl 
("icndu  oii  il  en  est  ainsi  :  Soit 


(lo) 


La:' a?*—  M('ar'-4-  x')-^-  N  —  o 


iirif  relation  d'involulion  faisant  correspondre  deux  à  deux  /«•< 
quatre  racines  de  l'éc/untion  du  quatrième  degré  V(x)  —  o;  »«  le 
fonction  rationnelle  f{jc)  est  telle  que  l'on  ail  identiquenicaf 


i'intèffrale    j 


/(  T  )  dx 


est  pseudo-elliptique. 


'Soient    oc,    ^  les    puinl«9    doubles   df    riinoliiiion  ;   hi    rclaiioii  \\n)    peul 


(')  Celte  propriété  appartient  ù  toute  une  clatsft  de  courl>es  dérniivrrtc*  par^ 
Serret  {Cours  de  Calcul  différentiel  el  intégral,  i.  IJ,  ji.  3<>'(  ). 
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afil 


»*^rîre.  comme  on  l'a  ilcji  remarqué, 


lï  > 


y  — « 


Cela  éiant,  faisans  dans  l'intégrale  la  siibslilulion 


—  _7'  :  i]  vifint 


(1— J'>' 

rt   par  «ml'' 

<iT       _{oi—^)dy 

y  A  y) 


P,<_y)  étant  un  pnlynntne.  du  qniUriémc  ilcgré  qui  ne  renferme  que  le** 
puissances  paires  de  >•  i\\'  M'ai.  Qnunt  à  l.i  fraction  rationnelle /(,r),  eld' 
se  change  en  une  fraction  rniiimnelle  <s(jf\  telle  qiip  l'un  ail  idenliqiir- 
ment  ^{y}  -+-  o{  — y)  ~  o;  car,  si  deux  vnleurs  de  x  sont  liées  par  la  rela- 
tion fri).  les  valeurs  correspondantes  y\  y'  de  y  vérifient  la  relation 
^' -*- ,y'  ~  o.  On  \'i>it  dnnr  que  lit  fnnrlînn  f{y)  est  de  la  forme  vi/v'). 
ij/  élanl  une  fonction   ralionncHIe  dev';  l'intégrule  [troposée  devient   pur 

conséquent 

y<^(y*)dy 


f 


v/Ao^'-t-  Aiy*-r  \i 


cl  il  suffit  de  poser _7--  =  ;  pour  éir«!  ramené  à  une  intégrale  dlénieniairc. 
1^  proposition  est  donc  établie,  ri  l'on  n  rti»  plus  le  moyen  d'cITerluer  la 
réduction. 

f.^  théorème  est  encore  vrai,  si  le  polynôme  P(x')  est  du  troisième 
ilegré,  pourvu  qu'on  regarde  une  des  racines  de  ce  polynôme  eoinme 
infinie.  I^a  démonstration  est  tout  à  fait  semblable  à  la  précédente. 

Par  exemple,  si  l'équation  P(.r)  =  o  est  une  équation  réciproque,  une  des 
relations  d'involution  qui  permutent  tes  racines  deux  à  deux  est  a"'x'  =  i. 
Par  «uile,  si  une  fonction  ra tionn cil eyCr)  esl  telle  que  l'on  ait  identique- 

r.fiT)djn 
/'Pile] 
—  —  y,  puis  _y' -:  ;,  pour  être  ramené 

a  une  intégrale  élémentaire. 

Supposons  encore  i](ie  P(r)soii  un  polvnnine  du  rroisième  degré 


r  ^/  '  i  ,.■      .       I       r  f{T)dje  .       ...     .  ., 

!at  fi  T  )  —  /  I  -      —  o.  1  ifilegrale    f    ' — =:=r- est  iisouiio-eiliptii|iii-,  cL  il 

\-^/  ./     ^/Pir) 

suffit  de  poser  successivement 


F I  r  )  —  r 


^""-'^i-'-Iil' 


nous  poserons  a  —  *,  //  :^  o,  r  —  i,  rf  —  -r-  *  H  existe  trois  relations  d'invo- 
liitîon  permutant  ces  rarines  deux  à  deux 


S!"  ^ 


k*x' 


*«(!  — j^; 
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si  <lonc  une  fonction  rationnelle /(:r)  satisfait  à  l'une  des  relations 

l'intégrale 

/•  J\^)dx 

J   v^  (T-  -~i  M  •    -  k*x) 

est  pseudo-elliptique.  De  celles-là  on  peut  en  déduire  de  nouvelles,  l'ar 
exemple,  en  posant  x  =  z*,  l'intégrale  précédente  devient 


r        ■i/(z*)dz 


et  l'on  en  conclut  que  cette  nouvelle  intégrale  est  aussi  pseudo-elliptique, 
si  /(z^)  satisfait  à  l'une  des  relations 

le  premier  cas  avait  déjà  été  remarque  par  Eulcr  (  '  ). 

III.     -  INTÉGKATION  DES  FONCTIONS  TRANSCENDAMES. 

114.   Intégration  des  fonctions  rationnelles  de  sinx  et  de  cos;r. 
—   On  sait   que  sina;   et  cosar   s'expriment   rationnellement   au 

mojen  de  lang  ■  .^  t  el  ce   cliangemeul  de   variable    permet  d«- 


X 
■2 

ramener  le  calcul  d'une  inléirrale  de  la  forme 


/  K(sinj-,  coix}dx. 


à  riiilégralion  d'une  fonction  rationnelle  de  /.  On  a  en  effet 

,  idt  .  il  I  —    ti 

X  —  -^avclansl,         dx  —  -    -  -,         sm./-—  ,         oosa:  — 


(  '  )   Voir  le   Cours  lithographie  de  M.  Hcriiiite,  '('  i':diliun.  pages  aj-ï8. 
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el  l'inlégrale  proposée  devieut 


•jif.7 


1  R ( .  ;  ) {  i^Dcit, 


4>^/  )  dé^iguaiil  mit:  lunclmn  raliurinrlle.  On  a,  par  exemple, 

(ix         rtlt 


J    ixur      .Il  * 


et  par  suile 


y     tir  ,       /  x\ 

L'ÎDlêgrale   /  -  — se  ramèDcà  la  précédeole  en  posnnl  A' = y, 

ce  qui  donne 

La  mélhode  piécédenle  a  l'avanluge  d'êlre  générale,  mais  on 
peut  souvent  trouver  des  changements  de  variable  tonduisani 
phis  rapidcaient  au  but.  Ainsi,  lor!ic|ue  la  fouclion  /(siii^,  cosj") 
admet  la  période  —,  elle  esl  égale  à  une  fonction  lalionnelle  de 
Uitigx,  F(  langjr /,  el,  en  prenant  lung^  =  t  pour  nouvelle  variable, 

il  vient 

/V>.  ,        rV(t)dt 

I  r  (  taiig  3?  I  t/j-  —   ( —  • 

|*àr  exçnjple,  soil  à  ealcnicr  l'inlf-grale  in<léfinie 


/â 


cos*:p  ■+■  B  sin  X  cosa?  -i-  C  sin'x  -+■  D 


A,  B,  C  U  étant  des  constantes  quelconques.  La  fonction  sous  le 
signe  d'intégration  admet  bien  la  période  t:;  on  a,  en  posant 
tangx  -^  /. 

l  t* 


co«*x  = 


sin7  cv»x 


l^/»' 


et  l'intégrale  proposée  devient 

La    forme  de   l'intégrale  dépendra  de   la  nature  des  racines  du 


dt 
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clf^nomlnaLeur,  Si  Ion  suppose  nuls  Irois  des  coefficients,  on  trniivr 
les  formules 


/djp                             t"       ffx  .      , 
j— =tangr,          /     . =log(tangx), 

Ç    dx 


cotang^r. 


1 


fjivrsque  la  funrtîon  à  inlégrer  est  Je  la  forme  R(  sin:r)  cosj*. 
DU  Je  la  forme  R(  cos.r)  sinx,  le  changcmenl  de  variable  esl  LouL 
indiqué;  on  posera  5in.r  =^  t  dans  le  premier  cas  et  cosa;  =:  t  dan<i 
le  second  cas.  ^ 

Il  est  (|u<dquefoi>  avantag^eux  de  fiiirn  un  premier  changement" 
de  variable  pour  simplifier  la  fonction  sous  le  signe  d'inlégraliori, 
avant  d'appliquer  la  méthode  générale.  Soil,  par  exemple,  I' 
;;ral<' 

r     t^ — 

,/  «cosr -^  o  sin:r -t- c 


tion, 
inlé-^l 


rt,    l>,   c   étant    trois   constantes   quelconques.    Déterminons    un 
nombre  positif  *  et  un  angle  ç.  par  les  relations 


d'où  l'on  lire 


p  —  v^a*  -t-  b*  1 


a  =  p coso, 


C08<p 


f>  =  = 


P  sino, 


/a«  -f-  b* 

riiitégrale  proposée  peut  s'écrire 

f "^ =  r 

J  pcos{af  —  e)-4-c      J  , 


Stllf  = 


'/> 


v/a»  -K  b* 


'u  posant  X 


pcos{af  —  e) -4- c      j  p  coay  -r-c 
^=y.  Si   l'on  applique  maintenant  la   méthode 


;ënérnle  en  posant  tang-J- 


y 


/, 


/.  l'intégrale  devient 


idt 


p-+-e-»-(c —  p)'** 


à 


le  calcul  s'achève  sans  difficulté  et  l'on  obtient  deux  formes  diiTé- 
rentes  pour  l'intégrale,  suivant  le  signe  de 


n» 
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On  ramène  à  la  prrééclenle  Tintégrale 


•i.fi<) 


/ 


m  cos;r  -t-  n  sin  t  -^  p 


dx. 


Soil,    pour    abréger,    h -r  «  cosjr -h  i  sinjr -h  c;    détermiuons 
trois  con&lanles  X,  ti.,  v,  de  façoD  que  Ton  ail  idenliqucnicnl 

,              du 
m  cos;i-  -T-  n  sinx  -\- p  —  A  «  -t-  (i  -^ r-  v. 

Nous  avons  pour  cela  à  résoudre  les  trots  équations 

m  -^^Xa  -ir  \i.b,         n  —  }.b  —  |jia,         /?  —  Xc-t-v, 

donl   les  deu\  premières  donneiil  À  et  jj.  ;  ces  constantes  étant 
choisies  de  celte  façon,  l'intégrale  proposée  peut  s'écrire 


/ 


,  du 

u 


dx  =  X  ar  -T-  ui  log  u    -  v  1  = — -, 

../  acosor-t- ôsioïPH- I 


Exemple         Soit  li  calculur  l'iolcgrate  définie 
•*        dr 


/"* d 

X      I  ^-  e 


C05X 


«Kl. 


Considérons  d'ubortl  l'intégrale  tntlcfinic;  un  Irouvo  successivetni-ni 

rrfr         _  .    /"  ''^  _         '•*         r    du 

I  -T-«  cosar  ~    ^i^^^(i-e)/»~  y.  7—  e 


r_du_ 

J  i  -*-  «»' 


/i  -t-  « 


«a  posant  d'abord  tang-  =  r  puis  r  =  m  t  /  - »  L'intégrale  indéfinie 

est  donc  égale  à 


--J==arciang(  » /LIitanK' V 


ue  X  varie  de  n  à  tî,  I  /  — 


Lorsque  x  varie  de  n  à  -,  1  / ^  tang—  croii   df  t>  à  -t-  =c.  et  l'arc  tan;c 

varie  de  o  à  '-" •  L'mlégralc  définie  cliercliée  est  donc  égale  à    , 

•«  v'  1  -  c» 

113.  Formules  de  réduction.  —  l'our  certaines  calégories 
d'intégrales,  on  peut  appliquer  aussi  des  formules  de  réduction. 
Par  exemple,  lu  formule  ipji  donne  la  dérivée  de  lang""':!:  peut 
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s'écrire 

d 

—  (lang''-'.r)  —  in  —  i)  tang"-'x(i  -;-  tang'.r  i 

el  l'on  en  déduit 

r  ,         tang"-''»-        /• 

/  lang''xaa:  = f  tang"- '  a- rfy. 

L'exposant  de  langx  sous  le  signe  d'intégration  est  diminué  de 
deux  unités.  En  continuant  de  la  sorte,  on  sera  ramené  à  l'une 
des  deux  intégrales 

/  dr  :  :  X.  I  tanf^x  dx  —  —  log(cosa?). 

11  existe  une  formule  de  réduction  analogue  pour  les  intégrales 

/  cofiC  dx, 

/,  col"- 'a?         r 

cofx  dr  —  —        —  -  —  /  col"-*x  dr. 
Il  -  i         ./ 

D'une  façon  plus  générale,  considérons  l'intégrale 

/  sin'''a?  cna" r  dx, 

où  m  et  n  sont  des  nombres  entiers  quelconques,  positifs  ou  né- 
gatifs. Lorsque  l'un  de  ces  nombres  est  impair,  il  y  a  avantage  à 
employer  un  des  changements  de  variable  indiqués  plus  haut.  Si, 
par  exemple,  «  ^=  2/?  +  i ,  on  posera  sinx  r^r  <  et  l'on  sera  ramené 

au  calcul  de  l'intégrale   / /"'(i  —  t'^)Pdt. 

Bornons-nous  au  cas  où  m  et  n  sont  pairs  tous  les  deux,  c'est- 
à-dire  aux  intégrales 

T        —  f  s\n*'"r  cou*" r  dr. 

'■m,n      .' 

On  peut  écrire  cette  intégrale 

T       r=  I  »\n*"'-*xcos*''xsinx  dx 
et  intégrer  par  parties,  en  considérant  cos*".r  sinxrfar  comme  la 


III. 


rfiirérenliellr  de 
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cos*""*  '  X,  ce  qui  donne 


•  Mt    A 


—  sinï^-'j: 


i-- /  siii-"'-=jrcos*''xi  I-- iin'x)aj-, 

a  n  -t-  I        in-r  i  J 


formule  que  l'on  |»eul  encure  i-crire 


\i 


celle  fornmlf  [xiinct  «le  dimijuH'r  l'exposanl  /»,  sans  changer  le 
second  exposanl.  Si  m  p>l  ni^giilif,  on  aura  une  fortniilc  Jinalogue 
oblfiiuc  cil  résolvaiil  la  rciatinn  (  \)  par  rapiKjrl  ii  1  ni  rem- 

pluçaol  m  jjar  i  —  ni. 


iBi 


I... 


sini-'^r  cos'"*';/:        %{  n  —  ffl -♦- I  ) 
1  —  awt  I  —  am 


I, 


Un  t  des  formules  loiiles  pareilles  pour  réduire  l'exposanl  de 
cosx. 


iT.  , 


*/»/_  —  « 


„,.„  a(  m  —  « )  u (  m  -^  n >  1,„ 


I, 


En  appliquant  ces  fornudes  Ac  rédnclion  aiilani  de  fois  (]u'il  est 
nécessaire,  on  ramènera  chacun  des  nombres  n»  et  n  à  tlvv.  nid. 
On  ne  pourrait  être  arrèlé  dans  le  courani  du  calcul  rpic  si  l'on 
arhvaii  à  une  inlcgrale  !,„,„  où  m  -,-  n  --  o,  c'est-à-dire  à  une  des 
inicgrales  pour  lesquelles  on  a  établi  une  formule  fie  rL^duclfonau 
o<*bui  de  ce  paragraphe. 

lie,  Formule  do  Wallis.        Il  existe  aussi  des  formules  de  réduction, 
'|u«llc  que  ^,iii  |;i  parité  de*  exposants  m  et  n. 
Proposonî-nou«,  [tar  exemple,  de  ralrtder  l'intégrale  détînie 

l«r  ~    /     sin'"xrfjr, 
00  m  Cil  un  nombre  eolier  positif.  Nous  pouvons  écrire,  en  intégrant  par 


parliez 
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/«  -  /''  J 

sin»n-iarsinxrfjr  =  — fcosr  sin'n-'ar]' -t- (  m  —  i  »   /     sin'"-it05*jrc/rJ 

ou  encore    en   reniaïquaiil  i(>i*;  i;c»sjr  sin"'-!  j- s'aniiuk"  aux   <leux    limites 
n 
|„  ^(/»j-   I)  f  \in"'-*x(t  —  sia*ar)(ix  =  (m  —  i)il„^t—  Imh 

ce  qui  rondiiit  ;i  hi  formulL-  «le  rëriiiTence 


lin  coiuiniianr  «le  lu  sorte,  on  sera  ramené  joii  ù  L'iolégrale  1^;=  -: 

1 

m  est  pair,  sott  à   L'inLégrale  I|^  i,  si  m  est  impair.  Prenons  le  prcmicf 
cas,  m  ^  -ip'y  en  reniplaçanl  succfssivcnicnl  m  par  a,  4,  t»,   •  -  -  a/>  liaus  I4] 
l'ornjule  (1  { 1,  il  vient 


I      _'•/'  —  '   I 


cl,  cil  iiniltipliiini  iiifiubrp  à  ni<;Tiil>rc  tniiics  ces  égalités,  ii  reste 


_  i.l.j..    (xp  —  i)  K 


On  Lrou\i;  (le  riiéiiir 


'ï#>+l 


_        2.4'6...a/> 


i.3.5.,.(a/>-(-  I) 

On   peut   «léiltiiro  tie   là   imc   formule  curieuse  iliie  a  Wallis.  Il  «.'^t  cla  _ 
que  l'iiilcfjiaK.'  I,«  diminue  quand  m  augiiienle,  car  sin'"*'x  est  plu<  pe;^ 
que  »in'"jr,  el  nous  pouvons  «'crire 

remplaçons  Ij^,-,|,  Ij,,,  Itp-i  par  les  valeurs  précédentes,  nous  trouvons  /r» 
deux  nouvelles  inégalilé» 

II„>->H^— '— , 

eu  posant,  |)0ur  abréger, 

„         2^44         a/>— a        ip 

fia--—  •_"»'T-.'  —  • " 

I     3    3     >         î/(    ■  I     a/J  —  I 
Le  rapport     ,.-  a  dune  pour  limitii  l'onilc'  loiMiue  f>  augmente  indéfini- 
ment,   c'est-à-dire  que    •  est  la  limite  du  produit  llp  lorsque  le   nombre 
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des  facteurs  augmente  indéfiniment.  La  loi  de  succession  des  facteurs  de 
ce  produit  est  d'ailleurs  évidente. 

117.  Des  intégrales  j  cos(ax -r- b)coi{a'x -i- b') . .  .dx.   — 

Considérons  un  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  de: 
la  forme  cos(aiC  -|-  6),  a  et  6  étant  des  constantes,  et  un  même 
facteur  pouvant  figurer  plusieurs  fois  dans  le  produit.  La  formule 

COS(M-i-i')          COS(m  —  i') 
cos  U  COS  V  = '-  -'. 

a  2 

remplace  un  produit  de  deux  facteurs  de  cette  espèce  par  une 
somme  de  deux  cosinus  de  fonctions  linéaires  de  x,  et  un  produit 
«len  facteurs  par  la  somme  de  deux  produits  de  (n  —  i)  facteurs. 
En  appliquant  la  même  formule  autant  de  fois  qu'il  est  nécessaire, 
on  arrivera  à  remplacer  le  produit  considéré  par  une  somme  telle 
que  SHcos(A.r -f- B),  dont  chaque  terme  s'intègre  immédiate- 
ment; si  A  n'est  pas  nul,  on  a 


/ 


.          sin(Ax-i-B)        _ 
cos(Aa; -T- B)<xx  — r -^  G, 


ei,  dans  le  cas  particulier  où  A  -—  o,  /  cosB  t/x  --  x  cosB  +  C. 
.  Celle  transformation  s'applique  en  particulier  aux  produits 

cos'»a;sin"a;, 
'lue  l'on  peut  écrire 

cos'"  a?  ces"  f a- 1, 

lorsque  m  et  n  sont  deux  nombres  entiers  positifs;  en  appliquant 
'e  procédé  précédent,  on  remplace  ce  produit  par  une  somme  de 
*'"us  et  de  cosinus  de  multiples  de  l'arc,  et  l'intégration  est 
■nimédiate. 
•^oit,  par  exemple,  à  calculer  l'aire  de  la  courbe 


(^M^r- 


ooiis  pouvons  poser  j  =;  acos'O,^  ^=  b  sin'9,  et  nous  obtiendrons 
'ouïe  la  courbe  en  faisant  varier  8  de  o  à  2Tr. 

G.  i8 
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La  formule  qui  donne  l'aire  d'une  courbe  fermée 


X  —   -    /   X  dy  —y  dr. 

devient  ici 

X^    C     -"-sin«ecos«erfe; 

mais  on  a 

(sinO  cos6)»—    -sin'aO  =  -  ^i   -  cos40), 
4  8 

et  l'aire  cherchée  a  pour  valeur 

i6    L  4      J«  8 

Citons  encore  les  intégrales 

/.   .      ,           r  I  —  cos9..r    ,         X       sin-^r       „ 
9in»jr  dx  —  I dx  = , —  -;-  C, 
J           -i.                    ^-4 

/.   .       ,           /*3  sinx -- siii  3x    ,              3cosr        cosBa:       „ 
sin'x  dx  =  I , dx  =  —    — , 1- -+■  G, 
J                   \                                          4                   '2 

/.   ,       .           f3  —  4  «îosaa? -i- cosi  J-   .         Bar       siiiax       <!in4.r      ^ 
s.„...  dx  ^-J g- dx=--  -    -  ^  -3^-  -^  C. 

/.          /'i-^cosKx    ,         3^       siti'i.r       „ 
cos'.r  dx  =  I dx  =  — i ; h  C, 

J  1  •■»  4 

C      .      ,  /"B  cosx -H  cos3a?    ,         BsiiiJ'       sin3.F        _ 

I  cos'x  dx  =  I  ; dx  =    — -—    H — 1-  C, 

J  7  4  4  la  ' 

cos^xdx^J g    dx^-^^   --  +  --3—  -.L, 

On  peut  remarquer  sur  ces  formules  une  loi  qui  est  générale. 

Les  intégrales  F(^)=:   /     sin"a;f/j"  et  *(jr)  =   /     cos".rr/j:  sont 
•  '0  «'  0 

périodiques  et  admellenl  la  période  27T  lorsque  n  est  impair, 
tandis  que,  si  «  est  pair,  ces  intégrales  augmentent  d'une  quan- 
tité constante  positive  lorsque  x  augmente  de  27:.  Celle  propriété 
étail  évidenle  a  priori;  on  a  en  effet 

V{x  -h  2i:)~   I      s\n"xdx-h  j  sin''xrfx, 

«•'0  «  st: 
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OU  encore,  à  cause  de  la  périodicité  de  sinx. 
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stn" rdxT-  j     siii"a?rfar  =  F(jr  )4-   i      im^xtix. 

f'  su 

sin"  j;rf:i? 

-    V 

«lune  quai]LÎl<^  positive,  tandis  que  celle  intégrale  est  nulle,  si  n 
PSI  impair,  comme  il  résulte  de  la  relalioti  sln(.r  +  11)=  —  sin:r. 

Ih'tnanjue.  —  A  cause  de  la  grande  variélé  de  Iransformalions 
auxquelles  se  prêtent  les  fbnrlions  circulaires,  il  esl  souvent 
l'ûinriiode  de  les  introduire  pour  le  calcul  de  certaines  iiilégrales. 

reprenons  l'inlégrale    / '■ — ^;  si  l'on  v  pose^^  tang'^, 

Mlle  se  change  en   /  cosçrf^  =^  sino -j-  C,  cl  Ion  en  déduil,  en  reve- 
,nint  à  la  varialde  x. 


C, 


v/i-t-af' 
omme  on  l'a  éip  ablenu  direclerocnl  (n°  i05). 

118.  Les  intégrales   /  ^{x)e'^ dx.  —  Cpnsidérons  maintenant 
leiiijii'-grales  de  la  forme    /  R(x")e'**rfj;,  où  R(a;)  esl  une  fonction 

rationnelle  de  x.  Supposons  que  l'on  décompose  la  fonction  R(x), 
comme  ou  l'a  déjà  fait  plusieurs  (ois, 


I 


R(«)=E(.)^^-.^' 


X^' 


[x),  A,,  A3,  .  .,  Kp,  X,,  ...,  X^  étant  des  polynômes,  et 
le  polynôme  Xi  étant  premier  avec  sa  dérivée.  L'intégrale  pro- 
posée est  alors  égale  à  l'intégrale   i  E(j:)e'"^</.r,  que  l'on  a  appris 

a  calculer  (n"  Ho)  pur  une  suite  d'intégrations  par  parties,  aug- 
eniée  d'une  soiume  d'intégrales  de  la  forme 


J  ~> 


Si  n  esl  plus  grand  que  funilé,  on  peut  appliquer  une  formule 
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de  réduction.   En    elTcI,  le    polynôme    \   élanL  premier  avec  snl 
déi'iv(5e,  délerminons  deux  poljiionies  ).  el  [x  tels  que  l'on  nit  idcn- 
titjucmenl  A  =  ).X  -I-  pX';  il  vient  alors 

/Ae"*rfa-        /*Xe"'dx        Z'uX'e»*'   . 
Une  intégration  par  parties  donne  ensuite 

et,  en  réunissant  les  deux  foriiiiiles,  on  voit  que  le  calcul  de  Tintt- 
grale  considérée  est  rament^  un  calcul  d'iim.'  iiilô}j;rale  de  même' 
espèce  où  re%posanl  11  est  diniiniié  d'une  unité.  Kn  continuant  de 
la  sorte  on  est  conduit  à  une  iiité;,a'alc 


/ 


Beux 


où  l'on  peut  toujours  supposer  le  polynôme  15  premier  avec  X  et 
de  degré  inférieur  à  celui  de  X.  On  ne  ptul  [dus  appliquer  à  celle 
intégrale  le  procédé  de  réduction;  mais,  si  l'on  connaît  les  racines 
(ie  X  =  o,  ou  pcnt  ramener  celte  intégrale  û  une  seule  transcen- 
dante Douvolle.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  toutes  les  racittes 
réelles:  l'intégrale  se  décompose  en  plusieurs  intégrales  de  l-i 
forme 


fr- 


- —      —  tIT, 
j:  —  a 


du 

logit' 


que  l'on  peut  ramener  à  Tune  ou  l'autre  des  formes  suivantes,  en 

posant  .r  =i  a -h  —  j  «:=  e-'',  et  faisant  abstraction  d'un  facteur 

constant, 

ferdr  C 

i~7'       J] 

Cette   dernière  intégrale    /  ; est  irne  fonction   transcendante 

"         J  logu 

qu'on  appelle  logarithme  intégrai. 

119.   Intégrales  diverses.  —  Considérons  encore  les  intégrales 
/  *:"■'/{  sina",  cosx)  dx, 
où/ est  une  fonction  entière  de  sinar  et  de  cosx.  Un  terme  quel- 
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conque  de  cette  intégrale  est  de  la  forme 


/ 


gax  sin'"x  cos''x  dx, 

m  et  n  étant  des  nombres  entiers  et  positifs.  D'après  une  remarque 
déjà  faite,  le  produit  sin"'arcos"a;  peut  être  remplacé  par  une 
somme  de  sinus  ou  de  cosinus  de  multiples  de  x^  et  l'on  n'a  en 
délinitive  que  deux  types  d'intégrales  à  étudier 

I  e'^'cosbxdx,         f  e'^sinbxdx. 

En  intégrant  par  parties  chacune  de  ces  intégrales,  il  vient 

r,       ,              e'"' s'mbx       a    C         ... 
e'^'coibxdx  —       -. j   /  e"'  s\nbx  dx, 

/.    ,       .              e''^cnsbx       a   C  >       . 

C' sinoa?ajr  — -. h  .    /  C'cosoarrfjr, 

et  l'on  tire  de  ces  relations 

r.       ,         e<»'(  a  cosAr-T- &  sinér) 
C^cosoa?  dx  — 


/  e"'  s 


i\ï\bxdx^= 


«"■'(osinôar  —  ècosôr) 


a»-T-6î 


Parmi  les  intégrales  que  l'on  peut  ramener  aux  précédentes, 
cilons  encore  les  types  suivants  : 

I  /(logx)x'"dx,  I  f(ircs\nx)  dx, 

/ /(a?)  arcsina?  rfj?,  / /(a?)  arc  langue  rfar, 

où /désigne  une  fonction  entière.  Dans  les  deux  premières,  on 
prendra  pour  nouvelle  variable  logj;  ou  arcsin^r;  dans  les  deuv 
dernières,  on  appliquera  d'abord  une  intégration  par  parties  en 
considérant y(x)rfj;  comme  la  différentielle  d'un  polynôme  F(«c), 
ce  qui  conduira  à  des  types  déjà  étudiés. 
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EXERCICES. 


1.  Calculer  les  intégrales  indénnies  des  fonctions  suivantes 


I                     I               a-*— a;'— 3x'  —  X 

I-+- /i-Har 

(a?*-T-i)*'     a:(a:»-i-i)»'              (x»-f-i)»           ' 

I  —  ^x 

I                        I  -H  v'i-t-  a?                                1 

X 

a-e^cosT,  — .     jrl^tangr, 

/a  -i-  arn+s 

oii  u  est  un  nombre  fractionnaire  —  • 

y 

3.  Trouver  l'aire  de  la  boucle  du  foliuin  de  Descartes 
a?'  H-  ^'  —  3  a  Tjr  —  o. 

3.  Calculer  l'intégrale   j  ydx,  x  fit  y  étant  liés  par  l'une  des  rclati 

(a:*—  0*)*— fltj'*(2/-f-  3rt)  —  o,         r'(«  —  a?)  —  a-', 
j'(>«-(-jS)  =  a(j'î  — a:«j. 

4.  Établir  les  formules 

/.    „    ,  .  .       ,  sin"a?  cos/iar        „ 

rt 

/■    »    1        •     /            \     j              sin"j:sinrtx         ^ 
sin'«-'x  sin  (71 -i- i)a:ria"  — -t- C, 
n 

/„    ,            /            X     j               cosn-rsin/ix        ^ 
cos'-'arcosrn -'-i)a:aa?  = -H  C, 

/„   ,        .    ,           .       ,              cos"xcosrt.r       ^ 
cos"-'a:  sin(n -i-i)j?rfa?  — -1- C. 

(  EULEH.) 

5.  Calculer  les  intégrales  pseudo-elliptiques 

/•      (i-Ha?')</a;  r      (i— r«)rfjr 
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6.  Ramcnef-  au\  intégrales  elliptiques  les  intégrales 


r R(£)  dx 


■+■  X*)  ■+■  dx* 

R  (  X  )dx 

\/a(i  -+-  x*)-¥-  bx^(i  -t-  x')-4-  cx^ 

où  R(f)  désigne  une  fonction  rationnelle. 

*7.  Soient  a,  b,  c,  d  les  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré 
P(X)  =  o.  Il  existe  trois  relations  d'involulion 

"^  ~       Lix'-^i>\t        ^»--''-''^)> 

permutant  ces  racines  deux  à  deux.  Si  une  fonction  rationnelle /(;r)  est 
telle  que  l'on  ait  identiquement 


/"'^M-îïf^;)-. 


/•  f(x)  dx 
rintégrale    /   ^ est  pseudo-elliptique  (voir  Bulletin  de  la  Société 

J    /P(7) 

mathématique,  t.  XV,  p.  io6). 

H.  La   rectification  des  courbes  y  —  \.xV-  conduit  à  des  intégrales  de 
■lifTérentielles  binômes.  Cas  d'intcgrabilitc. 

(J.  On  a,  en  supposant  «  >  i, 

•-^'  dx  T. 


r ._-_=- 

J_i     (a-«)v/i  — a?»        /«'  — I 

Hn  déduire  les  intégrales  définies 

/•"^'  x*''dx    _  I  ^.  î^.  .j^  /t  — i)  _ 
J  ,     v'^i"^^*  ~       a.4 .6. . .  ïn       '  " 

10.  On  a,  en  supposant  AC  —  B*>o, 

/•  " *      __     jlx 1 .3 ^^  (^  — 3 ;      A"-' 

J  (Âx*"-i-  %Bx  H-  C)"  ~  2.4.6.  .  .  (2rt  —  1)^'  ,+''  " 

--     ■  (AC-B«)     » 

On  applique  la  formule  de  réduction  du  n°  104. 


/^^  sin' 

i-f-aac 


X  dx 


-J      .T^  ««.cosa?-!-  a* 
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li.  Établir  les  formules 


/*  "'  _  (i  — aa-)(i  — py)rfy t:  2  —  3? 

J_,     (r  — aax-i-a*)(i  — 2?j--T-?5}v/'"^^**  ~"  ■'■    '  —  ='?* 

*13.  On  a,  en  désignant  par  m  et  n  deux  entiers  positifs  (m  <  n  ), 
'  X'"-*  dx 


o). 


Jr       x'"-*dx  _         t: 
I  -i-  x"               .    m  T: 
»  n  sin 


r       x''-*dx  - 

f  t~-T         sinnr 


Un  emploie  la  décomposition  en  fractions  rationnelles. 

14.  Déduire  <le  la  formule  qui  précède  la  relation 

'  "^  *  x"-*  dx 
«-'0 

13.  On  a,  en  posant  lp,q—  j  ti{t  —i)i>dl,  les  formules  de  réduction 

(/>-f-<7-f-i)I/,,^r-.  /7+1  (/ -f- I )/' -H y>  [,,_,,,,, 

(/>  -  ')1-P,'/  --=  /V^'(<  -  l)'-/'-  (2  --  q  —p  )I_p+,.„ 
et  deux  formules  anulu^uos  pour  réduire  l'exposant  q. 

16.  KtaLlir  des  formules  de  réduction  pour  le  calcul  des  intéi;rales 

r  x"dx  7     _    r        <^^ 

J   //ïâ?« -+-  2 lilF^  C  '  '"      J  (x  —  a)'"  v/A ir'+a B aT-t-  (; 

*17.    Établir  une    formule   de    réiluriion    pour  li><    intc!;ralcs    délinie" 
Km  déduire    une   formule  analogue  à  colle  de  Wallis   pour 


/>  '         (IX 

l'intégrale  définie   /     ~/^ZIS^i 

«•0 

r'"      dx 

18.  Linléijrale  <léfinie    /        .    .   .     a-t-cllc  une  valeur  finie? 

,/         I-   j-'sin*r 


dx 


19.  L'aire  d'un  secteur  elliptique  compris  entre   l'axe  focal  et  un  rayon 
vecteur  issu  du  foyer  a  pour  expression 


■/  Ja     (i-r-  e  cos  10 y- 
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p  drsignanl  le  paramèlre  —  et  e  rc\centiicilé.  lin  posant  suivant  \a  mé- 
thode générale  tang  '   —  /,  puis,  /  —  1  /  — —  m,  on  trouve 

.V,  —  «i(arc  tang  M  —  e-      —  )• 

Démontrer  que  cette  expression  peut  aussi  s'écrire 

-l.  =  —  (  o  —  e  sin*^, 
■1    '  ' 

■i  «ii'signant  l'anomalie  excentrique. 

'H).  Trouver  les  courbes  telles  que  la  longueur  NT  ou  l'aire  du  triangle 

M>T  5oit  constante  (voir_/ï^.  3,  j).  36).  On  construira  les  deux  branches 

(le  la  courbe. 

[Licence  :  Paris,  i88o;  Toulouse,  iSSa.] 

*2I.  Soit  A.,,  ^  ;  -    —  ---     /     ( ,  _  5î)«  cosa--  ds. 
Di'monircr  la  loi  de  récurrence 

A,,+i  =  ('irt  -(-  i)A..,  —  X  --^-  ■ 
ar 

On  déduit  de  là  les  formules 

Aj|,  —  Vtfi  sin.r  h-  V.,,  cosa", 
Aj,,+.,  —  IJip,  1  sinar-i-  Vjp+i  cos.r, 

où  Uj,,.  Vj,,.  L'i;,  t-i,  Vi,,-^i  sont  des  j)olynomes  à  coefficients  entiers,  Vtp, 

^tp+i  ne  renfermant  que  les  puissances  paires  de  x.  On  vérifie  que  la  loi 

est  vraie  pour  «  —  i,  et  l'on  en  déduit  qu'elle  est  générale  au  moyen  de  la 

formule  de  récurrence. 

Celte  expression  de  .■X..,,  permet  de  démontrer  que  r»  est  incommensu- 

II     „.  ,.  .    Tt*        A  ,  ■!;   1  . 

rable.  Si  Ion  avait  -^  —      ,  en  remplaçant  a?  par      dans  Aj,,,  on  aurait 

.)  U  V. 

"ne  relation  de  la  forme 

\l,r-.a>'i/^-  -;4!^—  -    f\i-z^-)V'ro."  dz, 

V      (I   •J!.4.<)...   {/>./„  2 

lli  étant  un  nombre  entier.  Une  telle  égalité  est  impossible,  car  le  scconti 
"letiibrc  tend  vers  zéro  lorsque/»  augmente  indéfiniment. 


CHAPITKE  VI. 

INTÉGRALES   DOUBLES. 


T.  -  INTÉGRALES  DOUBLES.  -  PROCÉDÉS  DE  CALCUL. 
FORMÏfLE  DE  GREEN. 


120.   Fonctions  continues  de  deux  variables.  —  Soil  s  ^^J'(x,y 
une  fonctinn  rnniiiiiio  des  deux  vaiiaUIes  indé|iciidanles  x  et^yJ 
à    l'inu':rieiir  d'une    |M»rlion    <lii    [>lan   A    liuiiU'c   pnr   iiii   contoui 
fciTiié  C,  el  sur  vv  rnntuur  liii-mèiiir.  On  peiil   «Haldir  pour  celtf 
fonclinn  une  scnf  de  propositions  analogues  à  celfes  (pii  ont  éti^ 


d( 


iabic 


déinriulrécs    pour   les    fonctions  conlinues   d'une    seule   variable 
(n"  70).  Ainsi,  étant  (i*>nné  tin  nombre  positif  i,  on  peut  dé- 
composer la  portion  A  du  plan  en  parties  plus  pi^tites  de  telle 
faron  tjue  la   différante  des  valeurs  de  z  pour  deux  pointa^Ê 
[x,y),  (j',  >•')  d'une  même  partie  soif  foujours  moindre  que  t.     . 

Nous  procéderons  loujours  par  subdivisions  successives,  de  la 
façon  suivante.  Itnaginons  la  portion  A  du  plan  décomposée  parfl 
des  paridli'dcs  à  l"a\p  des  j?  et  à  l'axe  des  )■•,  la  dislance  de  deux 
parallèles  voisines  étant  é[,'ale  à  o;  de  ces  portions  de  .\,  les  unes 
sont  des  carrés  de  côté  5  situés  tout  entiers  à  l'intérieur  de  C,  lei 
autres  des  portions  de  carrés  limitées  en  partie  par  des  arcs  du 
contour  C.  Cela  posé,  si  la  proposition  énoncée  n'était  pas  exacte 
pour  la  poilion  A,  il  en  scruit  dt?  même  pour  «me  au  moins  des 
nouvelles  portions  du  plan  A|  ;  en  subdivisant  de  la  même  façon 
la  portion  A|  el  ainsi  de  suite,  on  formerait  une  suite  de  carré 
ou  de  portions  de  carrés 


1 


A.  A, 


-,  A„, 


pour  les«piels    la   proposition   énoncée  serait   inexacte.   I^   por-j 
tinn  A„  es!  tout  entière  comprise  entre  deux  parallèles  jr  =  aa| 
X  ^^  b„  à   luxe  des  y  el  entre  deux  parallèles  j-  ^^  c„,  y  =^  d^  èi 
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l'axe  des  x.  Lorsque  n  aiij;iiienle  imléllivimenl ,  a„  cl  b„  ont  une 
limilp  cnmituine  a;  c„  cl  f/„  onl  de  même  une  liniitr  lOJiiinune  [x. 
Caries  a„,  pur  exemple,  ne  vont  jamais  en  décruisrant  cl  sonl 

Fig.  33. 


•niisplii^  pçLils  qu'un  nombre  li\e.  Tous  tes  points  de  A„  lendcnl 
vers  un  porni  limite  ^I,  de  coordonnées  (A,  ja),  silué  à  l'inlériiuir 
da  coHlDur  V.  ou  ^ut  ce  cotilour  liii-m»hiie.  l^e  [aisonnemcnl 
s'achève  crtniine  plus  haut  (u"  70);  si  le  lliéoi  T'uie  énonce  élail 
inexact,  lu  foncliun  y(u',  t)  ne  pourrait  être  cunlinue  pour  jc^=.\. 
7=|A,  conlrairemcnl  .n  l'Iiypolhèse. 

Corollaire.  —  Supposons  qu'on  ait  pris  les  parallèles  assez 
nipprochêes  pour  que  la  didérenee  des  valeurs  de  z  pour  ilcuv 
points  appartenant   l'i    nue   (uèiuc  partie   soil   nroitidre   eti   valeur 

absolue  que  ;^  i  et  soit  t^  la   distance  di;  deux  parallèles   voisines. 

Soient  (x,y)i  (j"',  y')  deux  points  pris  à  l'inlérieur  ou  sur  le 
contour  C,  dont  la  dislance  est  inrérieure  à  r,.  Ces  deux  points 
ippartiennenl  à  une  même  portion  de  A  ou  à  deux  parlions  ayant 
uniummel  commun  ;  dans  les  deux  cas,  la  dilTi-reiice 

oc  put  élre  supérieure  en  valeur  absolue  à  i  -  =:  z.  Donc,  à  tout 

nombre  positif  z  on  peut  Jiiire  corrnspondrr  tut  nuire  nombre 
positif  y^  tel  tjue  l'on  ait 

\fi^^7)-fi^',yK    'E, 

pourvu  que  la  distance  des  deujr  points  M(:r,  >'  )  et  M'(.r',  y*), 
pHsdans  \ousur  le  contour  C^snit  ntuindreqiie  t,.  En  d'aulres 
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termes,  loiiLe  fonction  continue  iltins  A  esl  uniformément  con- 
tinue. 

De  la  proposition  préci^denlc  on  déduil,  comme  plus  hiot 
I  II"  70),  (]iie  toute  fonction  coulioui  <î;ins  A  esl  néccssairemeal 
finir  <l:iiis  V.  S()il  IM  la  limili;  s(i|j(';rit:iire  et  m  la  Jiniik'  infé- 
rieure; li»  <iiHéreiice  A-  :  M  —  m  s'appelle  encore  Vosciilalion  ~ 
La  int'-llioilc  des  .s^(llllivi^io[ls  successives  permet  de  dt^iiioolre»' 
cpie  la  roiiction  v  atreiriL  an  moins  une  fois  chacune  des  v.iieursNI 
et  m  pour  des  points  à  l'intérieur  de  C  ou  sur  ce  contour  lu  m- 
nit^tne.  Soient  a  iio  point  pour  lequel  on  a  s  =  m,  et  b  «m  poirml 
|toi(r  lequel  5  =  M.  Joignons  a  et  h  par  une  liyne  polj^ona 
lou(  eoJière  inli^riciir»;  à  C.  Lorsque  le  point  (.r,  >')  di^crit  ceL 
ligne,  z  esl  une  fonclion  continue  de  lu  dislîince  du  point  (jr, 
au  point  a;  elle  jiasse  donc  au  moins  nue  fuis  pur  toute  valcnr 
comprise  eniie  ut  cl  M  (n"  70).  Comme  on  [iciil  joindre  a  et 
par  une  inliiiilr'  de  lignes  polygonales^  on  voit  que  la  fon 
tiou  /{x,y)  pit.Miil  une  valeur  ja  comprise  entre  m  et  M  po 
une  iufinllé  de  points  intérieurs  au  contour  C. 

Nous  dirons,  pour  abn'ger,  qu'une  portion  finie  du  plan  A  ei 
inféi'Iciire  à  l  dans  toutes  ses  dimensions,  s'il  esl  possible  d( 
trouver  un  cercle  de  «li.imèlre  /  renfermant  A  à  rîatérîeur.  Une 
portiou  v.triidjli.'  dii  plan  sei'.i  dite  infinimi'nt  petite  dans  tontes 
ses  dimensions,  s'il  esl  possible  de  trouver  un  cercle  de  rajoo 
aussi  petit  «pron  le  voudra  reiifermaol  celle  portion  du  plan  à 
l'intérieur.  Par  exemple,  un  carré  dont  le  côté  tend  vers  zéro  ou 
une  elli[>se  dont  les  deux  axes  tendent  vers  zéro  sont  infiniitw'nt- 
pelits  dans  toutes  leurs  dimensions.  Au  contraire,  un  reelaii;;l 
diitu  II!)  seul  côté  leud  vers  zt-ro,  ou  une  ellipse  doiil  un  seul  ai' 
(end  vers  zéro,  ne  sont  |)as  inliniincuL  pr-lil-?  diuis  toutes  leur' 
dimensions. 


12!.   Intégrales  doubles.        F.a  portion  A  du  plan  ('■tant  divisé 
en   parties   plus  petites   <?,,   a-^,    •••,  "«  d'une   façon  arbitraire 
soieul  Lit  l'aire  de  la  [lorlion  a,-,  M/  et  nii  les  limites  de  /(x, 
dans  celte  portion  «y.  Considérons  les  deux  sommes 


-2'"'^''- 


.«u^w»/; 


1=1 
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i  nliaqup  subdivision  cIp  A  correspond  ainsi  une  sotmne  supé- 
rieure S  «:l  une  souimc  infi-ricnrc  s.  Toutes  les  sommes  S  sont 
A'idetnmenl  supérieures  à  mîl,  eu  (lésif;nant  par  ii  l'aire  de  lu 
porlion  du  plan  A;  elles  oui  diiru:  une  liitiile  inir-ilcure  I.  De 
même,  loiilos  les  sommes  \  Mint  inférieures  à  MQ^  elles  mit  donc 
(inc  limite  supérieure  !'.  I)  iiilleurs,  une  sornnic  sit[K'Tieiire  rtuel- 
conciiie  est  plus  grande  tpi  une  aiilre  sourme  ii)IV'rienre  égidenient 
quelconque  (on  le  démontre  comme  .111  n"  71  ».  On  a  donc 

I V  r. 

Si  l;i  fotielioM  /{j'iV)  est  continue,  les  sommes  S  el  s  ont  une 
limite  {onimuue  lorsque  les  aires  partielles  diminuent  inJéftni- 
inenl  dans  toutes  leurs  dimensions.  Supposons  en  efTel  tjue  l'on 
ail  pris  nu  uoniLtro  positif  r,  tel  que  l'oscillylioii  de  Ja  fonction 
soil  moindre  qtie  t  dans  toute  poriiou  Jr  A  dont  toutes  lus  dimen- 
sions sont  inférieures  à  r,.  Si  toutes  les  peu-lions  a^,  n-y,  ....  a„ 
«ont  de  dinn?nsions  inlérieuresii  7,,  chacune  des  dillertnecsM,  —  01, 
sera  inférieure  à  z  et  la  difl'érence  S  — s  sera  elle-même  moindre 
que  îû,  m  dési^nanl  par  Ù  Taire  totale  de  la  portion  A  du  plan. 

Mai*)  on  n 

S  — .<  -;  S  --  I  -H  1  —  I   -     I     -  i, 

el  aucun  des  uomlires  S  -  I,  I  -  I',  1'— .v  ne  peut  être  négatif. 
Od  a  donc  en  particulier  I  —  !'<,  eQ;  cl,  comme  e  esl  un  nombre 
(lositif  arliilmire,  il  IjuiI  ipie  Ton  iiit  1'^=  I.  Les  difTéreuces  S  —  I, 
1  — s  peuvent  elles-mêmes  ètic  rcnilues  plus  petites  (pie  tout, 
nombre  donné  à  l'avance,  en  prenant  s  assez  petit.  Les  soiinnes  S 
elionl  donc  une  limite  commune  L  ipie  l'on  appelle  Virtlrgralc 
doublt;  de  la  fonction  y*(.r,  j')  étendue  à  l'aire  A.  On  la  représenle 
parla  notation 

I-   f  f  f(.T,y)drdy, 

»'  «  (.«I 

«•la  (lorlion  A  dn  plan  est  le  iliamp  tl'  inlt'^itition. 

Soil  {\(,  Tj,-)  nn  point  quelconque  à  lintérieur  ou  sur  le  eonlour 
''«  la  portion  «/;  il  est  clair  que  la  somme  l'/f^,,  v;,)w,-  esl  coin- 
Pf'$e  entre  les  deux  sommes  S  cl  j;;  elle  a  donc  aussi  pour  limite 
IWgrale  double,  quelle  que  soil  la  façon  dont  on  cboisil  le 
point  lî.,  T./). 


INTEGIl\LES    DOFBLES. 


vi8G  fiHU'tTRi;  VI. 

Le  premier  iln''(tic'inL' de  la  moyenne  s'étend  sans  flifficiillf' an< 
inlt^grafes  doiil»lt;s.  SoHiil/(.r,  y),  ^{x,y)  deux  fondions  conli-- 
ruies  donl  l'une  a{x,  y)  garde  un  signe  ctinslanl  dans  A;  noï 
supposerons,  par  exemple,  '^(r,  y)  >•  o.  Si  M  <■!  >/i  sont  1rs  liniile 
flo  /i-i'-,  y)  dans  A,  il  est  clair  que  l'on  a 

M?(;<,  T„)tu^:   /(Ij,  T,/)-ji(f,,  T]/)iu,>  mo(^,,  ri()(aj\ 

en  ;ijniil;)nL  twtiles  ces  iiii'gaiités,  el  passait!  à  h  liniile,  on  en 
conclul  (pie  Ton  a 

*■'    •' (Al  •'    •    i.\i 

a  élanl  nnn[>ii>  ciiLic  M  cl  m.  Lu  lunclion  y(a:,^)  éliinl  coiilinne 
prend  l;i  valenr  <±  pour  un  |»nirjt  (ç,  r,)  intérieur  s\x  conlour  C  el 
l'on  peiil  cneoic  écrire 

II)  f  f /{x,y)9(,x,y)dj:Hy=/a. 7,)  f  I    <s{jr, y)dTdy;  ^ 

••      •■  lA)  '       ''(Al  ^ 

c'esl  i;i  Jornuile  do  In  nioveniic  pour  1(!S  intég^rales  doubles.  Si  par 
exemple  (s(.r,  j>')  =;  i,  l'inUîgrale    /  l  il.rdy,  étendue  à  la  porlioa 

du  plan  A,  est  évidemment  égale  à  Taire  U  de  celle  portion  du  plan, 

fl  lii  forninle  (i)  tlevienl 


(aj 


f  /  Ax.y)dTdy  =  Uf{_lr,). 


122.  Volumes.  \  la  notion  anulytiqne  de  rinlégrale  dunbU 
se  rattache  une  notion  géométriinio  iniportanle,  celle  du  voluineil 
Soit  f{iC,  y)  une  ("onction  conliinie  à  l'intérieur  d'un  contou^ 
fermé  C,  et  sur  ce  ronlour  lui-même;  nous  supposerons  de  pInsJ 
])0iir  (ixer  les  idées,  celle  fonction  conslîimmcnl  positive.  Soil 
In  siiifiice  ie|nrsentéc  paL-  réqualion  z  =/[x,  y),  el  limitée  pat 
une  ccMirhe  V  <pii  se  projette  ortlio^onalenienl  suivajit  le  cou-' 
tour  C  sur  le  plan  des  a:y;  nous  aftpellerons  E  la  portion  de. 
l'esivaee  liniiléc  par  le  plan  des  j^y,  la  surface  S  el  le  cylindre 

iricui 


I' 


P 


■^7, 


an  conlour  C,  étant  di\isée  en  portions  plus  petites  d'une  façol 
arbitraire,  soil  «,  l'une  de  ces  portions  limitée  par  un  conlour 
rt  (ij,  l'aire  <le  celte  portion.  Le  cylindre  qui  a  pour  seclion  droite 
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lii  coiiil)o  r-,  fiofoupe  sur  S  iine  portion  do  surface  j,  limilri?  par 
iineeonrbc  y<.  SoienL  /j/  cl  I*,  les  [toinls  de  Si  doiu  la  (li>.lance  au 
|>lan  5-=  o  est  niinimiim  ou  miisimum  ;  si  par  ces  jRuals  on  iiirnc 
(leiu  plans  ]»arallèJe*  au  plnn  z  -  o,  on  forme  deux  cylindres 
droits  ayaiiL  nnîme  base  w,  el  pour  haiileuts  respeeiive;»  Ivs  limites 
m,- el  M,- de  y(x,  t)  à  l'inlérieur  du  coiilour  c,.  Les  volumes  V, 
elt'ide  ces  deux  cylindres  sont  respectivement  {*)(•>,-  M,  pi  (,>,  m,. 
Lps  lioinrtics  S  et  A' considért-es  pri'cédeminenl  représentent  donr 
rcspii  livcnienl  les  sommes  SV'/  et  Si,  de  ces  deux  espèces  de 
cvliiuii-es.  Noirs  a|)pcllerons  votiniii-  tir  l;i  portion  E  de  l'espace  la 
liniiii;  eoinmuiit'  vers  laqneilrî  Icmleol  ces  deux  sommes.  On  peut 
reniaujiier,  eoinnie  un  l'a  ilr-ji'i  fui)  à  propos  de  luire  (n"  78),  cnie 
celle  défînilion  est  Itien  d'iiecord  aver  l'idée  commune  que  l'on  a 
d'un  volume. 

Si  la  surface  S  était  eu  partie  au-dessous  du  plan  des  xv, 
l'iiiliigrale  d<juljle  représenlerail  encore  un  volume,  à  la  condiliou 
ditircctcr  du  siyne  —  les  volumes  des  portions  de  l'espace  situées 
ati-dessous  du  plan  des  xy-  On  voit  fjiie  toute  intégrale  douidr 
représente  une  somme  alj;ébil<jnc  de  volumes,  comme  une  inté- 
grale simple  représente  une  somme  algébrique  d'aires.  Les  limites 
•If  l'intégrale  simple  sont  remplacées  par  le  contour  qui  timitc  le 
fliamp  d'intégration. 

123.  Calcul  d'une  intégrale  double-  —  Le  calcul  d\inp  intégrale 
aonble  se  ranti'ne  au  calcul  Je  deux  intégrales  sitniiles  prises  suc- 
cesiiivcmenl.  Prenons  d'abord  le  cas  où  le  cbanip  d'int/gralion 
estnn  rectangle  R,  limité  par  les  droites  x  =■  x^,  x^^lL^y  =^yti 
y —Y,  où  j-Q  <^  X,  )•(,  ^.  Y.  Imaginons  ce  rec"tan{,'Ie  décomposé 
ftii  roclangles  plus  petits  par  des  parallèles  aux  deux  axes  de  coor- 
données x^-z  Xi,  y  =yk(i=:  i,  2,  ...,  n;  k=i,  2,  ....  m). 
L'aircdu  rectangle  élémentaire  H/^,  limité  par  les  tiroiles  jr=  .^i-ii 
'^x„y  -~^yM_,,y  -y/,  a  pour  expression 


Cl  Nou4  appelons  valumi'  cl'titi  cylindre  droit  la  liriiiliî  vers  liii)ui'llL'  lend  Ir 
l'oignit  (l'un  piisnic  «Iroit  de  inètnc  lidulriir  ayjtil  pour  base  uU  pulygunc  inscrit 
''•BJ  le  scirtiuii  droite  de  ce  C)lindiT,  lorsque  le  tioiiibri.'  des  côlès  du  polvganc 
>0{iDcn(c  iiidcfinimcoL. 
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el  l'inléffiale  double  cherchée  est  la  limite  de  la  somme 


(3; 


S   -^^/(îiA,  T)a)(ar/    -^,-i)(ri,—rt~i). 


«  =  l  *.-_■! 


où  (Ç/Ai  tîi'a)  sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  pris  à 
l'intérieur  ou  sur  les  côtés  du  rectangle  R,*. 

Nous  allons  profiter  de  l'indétermination  de  ces  points  ($,*,  r,,») 

Fi  g,  14. 


Y 

0 

r 

S*. 

1 

B 

^'y ::.'.'.'.'. 

^7 

1 

> 
1 — 

0 

•X, 

>J: 

»J 

^9 

JT 

(..  JTi       X»,    X 

JC 

\ 


pour  simplifier  le  calcul.  Remarquons  pour  cela  que,  si  une  for:»  c- 
tion  /(x)  est  continue  dans  un  intervalle  (a,  b),  et  si  l'on  sub«-Jj- 
visc  («,  b)  en  intervalles  partiels  d'une  façon  arbitraire  par  cfers 
points  de  division  .ri,  x-.,  .  .  . ,  .r„_, ,  on  peut  choisir  dans  chac)(a  « 
intervalle  {xi_,,  Xi)  une  valeur  Ç;  de  telle  façon  que  l'on  ait 

(i)    f  A^r)du•-./a^)i■Pl-c)-•r-fa^)(■ri  -a:,  )^...-f-/(î„)(6- -x,-,:i_i: 

il  suffit,  en  elTet,  d'appliquer  la  formido  de  la  moyenne  à  chacu^^^"^ 
des  intervalles  (a,  x,  ),  {x,,  x-,},  . . . ,  {x„_i,  b). 

Cela  étant,  la  portion  de  la  somme  S  qui  provient  de  la  file  d *-' 

rectangles  comprise  entre  les  deux  droites  x  =  Xi_,,  x^^Xi,         *' 
pour  expression 

(  'V  —  J"i-i)| /(;/!,  T„-,)(v,--j-o)-+-/(;,-2,  Tj,s)(r«  — 7i) -!-••• 

+/(î<A-,  VaKJa  — .?'A-i)  --■  •  •  I- 

Nous  prendrons  $,,  1=  ;,o  = . . .  ^^ Ç,-,„  ^^ Xi_f,  et  nous  choisirons  t,,-     *  ' 
Tii-,,  .  .  . ,  de  telle  façon  que  la  somme 
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389 


«oit  (fgalc  à   l'iiilégralc    /    fi^i-t^  y)ftyy  rinl«?grale  télanL  prise 

en  regardant  X/_i  comme  constnnt.  Si  nous  opnrotis  de  inrinc  avec 
toutes  les  files  de  rectangles  cnm|>nses  entre  deux  juirallèles  voi- 
sines à  Oy,  nous  pouvons  écrire 

5)  S  =  «l»<jro)(-r,— Xtf)-^-<>(x,)fa?,— xi  1  -..  .  --«l»(x/_,)(jr/— x/_,)-i- 

en  posant,  pour  abréger, 

^{x)=   I    f{x,y)dy. 
r. 

Celte  fonction  *(x'),  représentée  par  une  inli-grale  délinif,  nù  j- 
est  considéré  comme  un  paraiiièlre,  est  une  fonction  cimlinue 
«le/;  lorsque  tous  les  inlervallos  .r/  -  j-,  .,  tendent  vers  zéro,  la 
formule  (5)  montre  que  S  a  pour  limite  l'inlcgrale  définie 

On  4  donc  pour  l'intégrale  double  cherchée 

C«)  f  f  f{x,y)dxdy^-   1     dx  f  f(T,y)dy; 

»«ur  avoir  la  valeur  de  riulégrale  double,  on  lioil  d'ahord  i/ité- 

S'ici/i^jc,  y)  entre  les  /imift's  }„  et  \,  en  v  regardant  x  comme 

Constant  et  y  comme  variable  :  le  résultat  est  une /onction  de 

f*i  ieule  variable  x,  que  l'on  doit  intégrer  de  noui-eau  entre 

les  limites  x^  et  X. 

En  upérant  dans  l'ordi'e  inverse,  c'est-à-dire  en  évaluant  d'abord 
'*|Mjrtion  de  S  provenant  d'une  lile  de  rectangles  comprise  entre 
•If'ix  parallèles  à  0.r,  on  trouverait  de  même 

f  f  A',y)^dy=  f   dy  f  AT,y)dx. 

cl  le  rapprochement  de  ces  deux  Formules  permet  d'écrire 

r    djc  I     J\T,y)dy^    j      dy   f  /{j;Y)dx; 

'e  tlicurcroe   exprimé  par  celte    formide    s'appelle    le  ihéorî'me 
't'intrgration  sous  le  signe  f  .  La  démonstration  suppose  essen- 

ig 


aij«j 
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tiellemenl  que  les  liniiles  jr^f  X,  loi  Y  soiil  des  conslanles  et  qtl 
li)  fonction  /"(j:,  _r)  esl  cotiLinuo  dans  le  champ  d'inlt'gralioa. 

exemple.   —  Soil  z=  -^ •  J^a  formule  générale  nous  donn^ 

D'une  façon  générale,  lorsque  la  foru-lion  /(^c,  y)  esl  le  prodiiil' 
d'une  fouclion  de  la  seule  variable  j-  jiar  imc  foiicLion  de  la  seule 
variable  ^Vi  <^n  ^ 

f  f  9^x)^(y)dxdy=  f   if{x)dxx  f   <^(y)dy; 

les  deux  intégrales  du  second  membre  sont  absolumeut  tiuléi 
dantes  l'une  de  l'autre. 

121.  Passons  mainteucint  au  cas  où  le  champ  d'inU'gralion  esl 
limité  par  un  contour  de  forme  quelconque.  ÎNous  supposerons 
d'abord  que  ce  contour  n'est  roucontré  qu'en  deux  points  par  une 


:fei 


:i 


•/,^f.i^'i 


'r.-ri 


parallèle  à  O^.  On  peut  alors  le  supposer  forme  par  deux  droites 
x  =  a,  X  =  b(a<zb),  deux  arcs  de  courbe  .\PB,  A'QB'  rcpré- 1 
sentes  par  les  deux  équations  y,  = '^,  (t),  yj  =  o,(x),  les  fonc- 
tions 'f,  et  'fs  étant  continues  entre  a  el  b;  il  pourrait  d'ailleurs  se 
faire  que  les  points  A  et  A'  se  confondent,  ainsi  que  B  el  B';  c'est 
ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  si  le  contour  était  une  courbe 
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convexe,  analogue  à  une  ellipse.  Décomposons  encore  le  champ 
d'inl<*graliin)  R  en  parlies  pluspolilos  par  des  parallèles  aux  axes; 
nous  aurons  d'aburd  des  parlies  régitlivres,  qui  seront  des  rec- 
tangles inlérieiirs  au  contour,  et  en  outre  des  parlies  irrégulières, 
c'est-à-dire  des  portions  de  rectangle,  limtlùes  eu  partie  par  des 
arcs  du   contour.  Nous   avons  encore  à  chercher  la  Hmile  de  la 


somme 


S^l/(lr,)uj, 


tti  étant  l'aire  d'un  quelconque  de  ces  éliîmenls,  el  (Ç,  7j)  un  point 
pris  dans  cet  élément. 

Évaluons  d'abord  la  portion  de  S  provenant  d'une  file  d'élé- 
ments compris  entre  les  deux  parallèles  voisines  .r  :=  JCi_,,  x  ^=  Xj. 
On  a  d'abord  entre  ces  droites  des  reclauf^les  allant  du  sommet 
«l'ordonnée  r',^.>'i  a»  sommet  d  ordonnée  j'!j;bj'a>  pu's  des  parties 
irrégiilières.  En  prenant  convenablement  le  point  (Ç,  tj)  dans 
cliaque  rectangle,  on  verra  comme  tout  à  l'heure  <pie  la  portion 
de  8  provenant  de  ces  rectangles  peut  s'écrire 

^iii|i]io.soa5  que  l'oscillation  des  deux  l'onctions  ç,  el  Çj  dans 
•liairun  des  intervalles  (.r,_,,  x/)  soit  moindre  que  S,  ainsi  4jue 
louies  les  diflcrcnces  {yi,  —  yk-\)-  L'aire  des  parlies  irréguliéres 
romprises  entre  x  =  xut  el  j:  =  Xi  est  alors,  comme  on  le  voit 
«isémenl,  inférieure  à  4  ^{-^i —  -^r- 1  ),  et  la  portion  de  S  provenant 
0"î  ces  parties  e>L  moindre  en  valeur  absolue  que  4  H  S(.r, —  x,  i  ), 
H  ('iant  la  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  /{x,  y)  dans 
It champ  diiilé^'iatioti.  D'autre  part,  on  peut  écrire 

y«T«  pit  pil  pyt 

^3,  -^.  "^r,        ^y, 

•^t  Comme  Xy^ — y\\  et  \yi — y'^\  sont  inférieurs  à  20,  on  a 

[  *f(ri-t,y)dy^   f  '/(T,-uy)'fy-^\Uli,        -i<X<-t-t. 

La  portion  de  S  qui  provient  de  \.t  (île  d'éléments  considérée  peut 


(loac  s'écrire 
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INTEGRALES    DOUBLES. 


(a-/ 


-iC 


fiTj-t,  y) dy -^8110 


..]. 


0,-  ctanl  compris  entre  —  t  cl  -}-  i.  La  somme  811  6S8|(j*/ — x,_(  ) 
est  moindre  en  valeur  absolue  que  8H  5(6  —  ei)  et  lend  vei-s  zéro 
puisque  l'on  peiiL  sup[)oser  o  aussi  petit  «lu'oii  le  veut.  L'inlé- 
grale  double  est  donc  ta  iimile  de  la  soiuiiic 


*(«)(«:■,  —  a)  -h  ...  —  4»(a?.-_,)(d:/—  a:/_,  ) 


en  posant 


♦(«)=  /     A!'>y)dy\ 


on  a,  par  conséquent, 

(7)  f  f  A^<y)dxdy=   f   djr  f    f{x,y)fly. 

La  première  intt'graiion  doit  encore  élre  enecliice  en  re^jardant 
comme  constant,  mais  les  limites  y^  et  y^  sont  clJcs-mèmes  d    M 
fonctions  de  x,  cl  non  des  constantes. 

Exemple.  —  Soit  à  calculer  rinlôgralc  double  ilc  la  funciion  --  à  1'        /j 
tértcur  d'un  quart  de  cercle  limite  par  les  axes  cl  la  circoarércDce 

Le*  limites  [lour  x  sont  o  et  H,  ci,  x  restant  constant,  v  peut  %ari«r  «Ji?  ci 
ù  /R* — X*.  L'intifgrale  a  donc  [>«iur  (.•xprcssion 

r    dx  f  '^dy^   f     "   lj..l>^n^^^-.    /     fffti-l^LU: 


celle  intê^'ralc  «.'obiiciil  aisément  et  a  i>ûiir  valeur 


U 


Loisijuc  le  cliiunp  d'iiiléj^ralion  e-.t  limita"   |)ar  un   contour  d^  ^^ 
roriiii;   ijurdcurupic,  on   li!  dcctMii[HtiiTa  en   plusieurs  parties,  <|^  ^ 
façon  c|ue  le  curilour  de  cluicuuc  d'elles  ne  soit  rencontré  qu'cc^ 
deux    [hÛuIs  jiiir  une   piiudlite  à  Taxe  0,>'.  Ou  pourrait  aussi  I»  i 
décomposer  eu  parties  telles  que  le  contour  de  chacune  d'elles  o»  ^^*- 
soit  rencontre  qu'en  deux  points  par  une  parallèle  à  Oa",  et  coin  ^^^' 
meticer  par  une  inlc^ralion  relative  à  la  vuriable  x.  Prenons,  pj*^^^"" 
exemple,  une  courbe  fermée  convexe  comprise  à   l'iuléneur  à.^^" 
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reciangle  a:  =  a,  x  =  h,  y  ^^^  c,  y  =  d,  dont  les  côtés  passent  par 
les  quatre  points  A,  B,  C,  D  pour  lesquels  x  ou  y  est  niaxinniin 
ou  minimum.  Soient  (')j'i  =  3i(^)>  .>'ï  =  ?a(-p)  'es  équations  des 
deui  arcs  de  courbe  ACB,  ADB;  soient  de  niêine  j-,  ^i|(yV 
ars='^2(j')  l*^*  équations  des  deux  arcs  de  courbe  CAD,  CBD; 
^i(r)  et  ^2{x)  sont  couliuin;s  entre  rt  cl  ^,  'l'tiy}  ^^  ^'i{y)  sont 
continues  lorsque  y  varie  de  c  à  </.  On  jxnil  calculer  rinlégrale 
double  d'une  fonction  /(-C,  y),  "Onliniic  à  rinlcrieiir  de  ce  con- 
tour, de  doux  fariiiis  dill'érenles  el,  en  égalant  les  deux  expres- 
sions obtenues,  il  vient 

'S)  f  ''^  f  /(^'y'>^r=  I  '^y  f  fk^^y)dx\ 

«•'ri  «^y,  "^c  •'jr, 

On  voit  que  les  limites  sont  tout  ù  fait  difl'érentes  dans  tes  deux 
«ntégrales.  Tout  eouLonr  convexe  fourtut  nue  formule  de  cette 
nature.  Par  exemple,  si  l'on  prend  |>our  obamp  J'intégrution  le 
triangle  limité  par  les  droites  _y  :=  o,  j;  =  ti,  j/ =  ar,  on  parvient 
à  une  formule  donnée  par  Lejeime-Dirichlet, 


n 


f  tir  f  A^>r)(fy  =  /    ''/  /  /{x,y)dx. 


.  Analogies  avec  les  Intégrales  simples.  —  L'intégrale    /    f{t)dt, 

considLTCe  comme  /nnclion  rie  x,  a  pour  ilérivée /(x).  Il  existe  un  théo- 
rème analogue  pour  Ici  inlt;grali-s  doubles,  'âq'ii  f(T, y)  une  fonction  con- 
tinue à  J'irilérieur  d'un  reciangle  limiti-  par  les  droites  a?  =  a,  x=A, 
/  =:  6,_^  =  B,  <a  <  A,  £p  <  B>.  L'intrj,'rale  double  de  f{x,  y),  étendue  à 
l'aire  du  rectangle  limité  par  les  droites  x—a,  x  =  X,  y  =  b,  y  =  Y, 
(a<\-.^A,  6<Y<U),  est  une  fonclion  des  coordonnées  X,  Y  du 
'otnmci  varinblc,  que  l'on  peut  écrire 

F(X.  Y)=   f   dx  f  f{T,Y)dy. 
•■■,1  •-'/. 

Soit  ♦(x)=    /    f(x,  y)dy;  une  [ireruière  différenlialion  par  rapport 


•■6 

i  \  nous  donne 


7  /-ï 


C)  I^  lecteur  est  prié  de  r.iire  b  ligure. 
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et,  en  liitTèfenliaol  lie  nouveau  par  rapport  ù  Y,  il  vient 


'!)) 


dXôY 


-/(X.  Y). 


La  fonction  la  plus  générale  «(X,  Y)  saiisfaisaitt  à  la  relation  prccé-^ 
dente  (9)  s'obtiendra  évidemnient  en  ajoutant  ù  F(X,  Y)  une  fonction* 

()*Z 

dont  la  dérivée  seconde   ,„  ..■  sera  nulle.  Elle  est  donc  <lo  la  forme  (  n";i8) 

0\  01 

(10)  «(X,  Y)-   f    dx  f  /(x,^)rfr-t-o(X)-i-4,(Y), 

•  ',1  -'h 

(ji(X)  et  (^(  Y)  étant  deux  fonctions  arbitraires.  On  peut  disposer  de  ces 
deux  fonctions  arbitraires  de  façon  que,  pour  X  =  a,  m(X,  Y)  se  réduise 
à    une    fonction    donnée    \'(Y)   et.   pour    Y  =  6,   à    une    autre    fond  ion  X 
donnée  U(X);  ces  deuv  fondions  étant  liée*  nécessairement  par  la  rola-  V 
lion  U(«)=  V(6).  En  faisant  successivement  X  —  n,  Y  —  6  dans  fa  rela- 
tion prèccdeate,  on  a  les  deux  conditions 


V(Y)=<p(a)-f-<KY),        Li(X)  =  ç(X)++(6); 


on  en  lire 


+(Y)=V(Y)-<?(«).        4-(6)  =  V(A)-«p(«1. 
ç(X)  =  U(X)-V(6)-i-<p(a) 
et  la  formule  (10)  devient 

(II)       «(X.Y)=    f    f/.7-   r  /{.r,j)rf^'-U{X)^V(Yi-V(6). 

Réciproquement,  si,  j)ar  un  moyen  quelconque,  ou  a  obtenu  une  lot 
tion  u(X,  Y)  vérifiant  la  relation  (9)  on  trouve,  par  un  calcul  tout  pareil 
au  précédent,  <jue  l'on  a,  pour  valeur  de  l'intégrule  double 

(15.)    f    (lTf/(x,j')djr=u{X,Y)-u{X,b)  —  u{a,Y}-^-u{a,b). 

Celte  formule  est  analogue  à  la  formule  fondamentale  (6)  (voir  p.  173).} 
La  formule  suivante  offre  aussi  une  certaine  analogie  avec  la  formule  1 
d'intégration  par  parties. 

Soit  A  une  région  (iuic  du  plan,  limitée  par  une  ou  plusieurs  courbes  1 
de  forme  quelconque.  Une  fonction  _/"(.(•,  ^),  continue  dans  A,  varie  entre  i 
un  minimum  Co  et  un  maximum  V.  imaginons  qu'on  ait  tracé  les  courbttX 
de  niveau  f(x,  y)  =  V,  où  v  est  compris  entre  l'g  cl  V,  et  supposons  qu«J 
l'on  puisse  trouver  l'aire  de  la  portion  de  A  pour  laquelle  /{t,  y)  est 
compris  entre  f»  et  v.  Cette  aire  est  une  fonction  F(i')qui  croit  avec  i',  et  j 
l'aire  comprise  entre  deux  courbes  de  niveau  infiniment  voisines  est  égale  i 
à  F(p-+-ii')  —  F(f  )  =  Af  F'(i' -r- 0  At»).   Si   l'on  décompose  celte  aire  en 
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|iarlies  infînimenl  |>ctitcs  par  fies  lignes  joignant  les  Hcu\  courbes  de 
niveau  voisines,  on  puul  [ircndre  dans  rhaciiiic  de  ces  jiarlies  un  |>uini  (;,t,), 
(d  tliif  l'on  ait /(Ç,  T)  )=;'-+- 0  if  et  la  somme  des  él<;n»ents  <lo  l'intcgralc 

(Iniibic   /  I  fdxdy,  provenant  de  celte  région,  a  pour  expression 

L intégrale  double  est  donc  égale  à  la  limite  de 

ïCv -T- 6  A«')F'(i' -f- 0  At»)  Ap, 
^'est-à-dirc  à  l'intégrale  simple 

V  V 

Ç   vY'(<f)dv  ^.\V(\)~  f    ?(v)dv. 

Celle  méthode  est  surtout  commode  lorsque  le  champ  d'iatégration  est 
limitû  par  deux  fouihcs  de  niveau 

/<r,  Y)  -  Va,        /{T,)-)  --\. 

Soil.  par  exemple,  à  évaluer  l'intégrale  double    /    /  \/ 1 -^  x* -\- y*  dx  dy 

(itoi)uc  à  l'intérieur  du  cercle  ^'  -f-_y*  =  i .  Si  nous  posons  i'  =  \/ 1 -\- x"^ -*- y* , 
le  champ  d'intégration  est  limité  par  les  deu\  courbes  de  niveau  v-=i, 
i  —  Vt,  cl  la  fonction  F(i')i  '["'  est  l'aire  d'un  cercle  de  rayon  y/f' — i, 
«t  égale  à  t;(v' — i  ).  L'intégrale  double  est  <lonc  égale  à 

La  formule  précédente  s'étend  aisénieiU  :iux  intégrales  doubles 

ili'signanl  pai-  F(r)  l'intégrale  double    /   /  o{t,  y)  dxdy,  étendue  à  la 
ortion  du  champ  d'intégration  limitée  par  la  courbe  de  niveau  v  =/(x-,  y). 

126.  Formule  de  Green.  —  Si  la  fnncLiun /(,î-,  ^)  est  la  dérivée 
panicllc  d'unc!  rnncûon  connue  par  inpiiorl  ù  :r  ou  à  y,  une  des 
inlégralions  s'effectue  itninédialemenl  et  l'un  est  ramen»^  à  une 
seule  qiiadralure.  Cette  reuiartjiie  bien  simple  conduit  :i  mu;  for- 
mule imporliinle,  appc\éG/o>fnitle  de  Green. 


I*j  On  trouvera  ilc  noiiibiruscs  ii[i[jljciiti(ins  do  icuc  mûlliodi-  dans  un  Mémoire 
M.  Catalan  (Jour/xit  du  l.iou\.'itle,  i"  serin,  l.  IV,  p.  î3ï). 
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Considérons  d'îiltord  une  inli'grale  double  /  /     -  c/,rd[)',  (?tenJi 

à  la  jmrliiin  du  pliiii,  limiliH-  [Miv  un  civnloiir  C  «;jiii  n'est  leiitTiiilr 
qu'en  tli'ii\  puiiiis  [lar  une  jiaralli'le  ii  \i\\ede>'j^(/if^.  i  T»,  p.  aii^ 
Soîenl  A  iM  n  les  points  pour  Icstjuels  j-  est  maximum  ou  mi-— ' 
iiiinum.  Une  parnll>''le  à  O.r  comprise  entre  Xa  el  B^  leiiconlic  C- 
cn  deux  points  //<)  el  m^  d'ordounées  j  ,  el  >2-  L'intégrale  doubltr 
Il  pour  expression,  en  inlègrant  d'îibord  par  ra[>porl  à  y, 

JPJ-  dxdy^f'dxj"'''^^  dy  =j\vij:y,,-V(T,y,)\djr. 

r''  r"  1 

Mais  les  deux  intégrales   /    P(j,  j^',)rfj,    /    P(^,  Vs)<:/x  sont 

|)récisément  des  intégrales  curvilignes  prises  respoclivemenl  le  lon^j 
des  arcs  Ar//,B  et  AwoB,  el  nous  pouvons  écrir»'  la  formule] 
précédente 

03,  JJ'^d.dy^-Jjdr, 

l'intégrale  curviligne  élani  prise  le  lonf;dn  ciintitur  (^dans  le  seo 
Jndîijué  parles  llrilies,  c'esl-i-tlirc  (hm*  le  sens  direct,  si  les  axes 
oui  I.J  disposition  de  la  figure.  Pour  étendre  Ja  formule  à  une  aire 
limitée  par  un  contour  de  forme  quelconque,  on  procède  comme 
plus  haut  (n"  9i)  en  partitcfcant  celte  aire  en  plusieurs  autres  par 
des  transversales,  de  façon  que  le  contour  de  cliacune  des  aires 
[tartielles  satisfasse  à  la  conilition  |>réoédentc,  et  appliquuut  la 
formule,!  chacune  d'elles.  Ou  ('luhlil  de  même  la  foiniule 


-é 


I 


(>4) 


flt'^'y-Jj'y 


['intéf^ratc  curviligne  étant  toujours  prise  dans  le  même  sens.  Ea] 
retranchant  les  égalités  (i3)  et  (i^))  i^  vieul 

l'intéj^rale  douhie   étani    élendue  à  Taire  limitée  j)ar  C.  C'esWa 
tbrjnulc  de  Grccji,  qui  a  d'imporlajiles  applicatioQS.  Nous  ferons, 
remarquer  seulemcot  qu'en  posant  Q  ^^  a:,  P  =  — y^  on  relrouvt 
la  formule  obtenue  plus  haut  (  n"  91)  qui  exprime  l'aire  d'un* 
courbe  fermée  par  une  intégrale  eiirviii^Mic. 
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Pdurévalucr  iiiif  iiilL-gralc  doiil>le,  nous  avons  supposé  ju-squ'ici 
qu'on  flrroniposail  le  cliajiip  «rinléj^ralion  en  reclungles  inlini- 
mciil  petits  par  des  piiivillèles  aux  axes  de  courdoimécs.  Nous 
allons  maiiilenanL  supposer  ipi'on  déc(im[)Ose  ii-  cliuinp  d'inlégra- 

liiiii  j>:ir  <l«'ii\  lamilles  ilc  courbes  nlistilumcnl  quelconques. 

127.  Formule  préliminaire.  —  Soient  ii  eX  r  les  coordonnées 
il  un  point  par  roppurl  ii  un  syslrnii;  d'a\eâ  rectangulaires  dans  un 
plan,  r  et  r  les  cuordoniiécs  d'un  autre  point  par  rapport  à  un 
«litre  système  d'axes  i'<'cl;uif;ulaires  de  même  dispi»silinii  tjiie  les 
[iremicrs,  dans  le  mêrae  plan  oo  duns  un  [thin  diliéroiit.  Les  lor- 
niiiles 

(iBi  T—f{u,v)  K  "<?(«,♦') 

ilt'finissent  une  certaine  corresjionduuce  entre  les  points  de  ces 
deux  plans,  i^ious  supposerons  :  i'  »[uc  ees  fondions  /(«,  v), 
ç(m,  v)  sont  couLiniies  cl  aduietlenL  des  dérivées  partielles  con- 
liuues,  lorsque  le  point  (</,  c^  d/'crit  une  portion  A,  du  plan 
(tt,  v)  limitée  par  un  eonluiir  C,;  -i"  ipie  les  forninles  (ifi)  font 
correspondre  à  la  prirlion  A,  du  plan  ((/,  v)  une  portion  A  du 
plan  (x,  y),  limitée  par  nu  conloor  C,  et  cpi'il  y  a  correspon- 
Oiince  mih'di/ue  entre  les  pniiits  di-s  deux  aires  et  des  deux 
contours,    de   fa<;on    qu'à    un    |>oinL   de    A    ne   correspond   qu'un 

point  de  Ai:  •^"  que  le  délerminanl    liuiriinnucd  A  =r:  ..   '  '     -ne 

change  pas  de  si;;ne  à  rinlérieiir  de  C,  i\\  peut  d'ailleurs  s'annuler 
*•' certains  points  de  \,). 

Il  peut  ein  (jre  se  pn*seuler  rleux  cas.  Lorsque  le  point  (m,  tO 
'■•'crit  le  contour  C|  ihins  le  sens  direct,  le  point  (or,  j)  décrit  le 
curiloiir  C  en  marchant  toujours  dans  le  inume  sens,  qui  peul  élre 
'•'irns  direct  ou  le  sens  inverse.  Nous  dirons,  suivant  les  cas,  que 
''Correspondance  est  directe  ou  inverse. 

Cela  posé,  Taire  û  de  la  ()ortion  .V  du  plan  a  [loiir  expre3sion 
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riiiti'gr.ilc  étanl  prise  le  \i>n>^  (lu  conlonr  C  dans  le  seus  dirccf 
l'on  emploie  le  cliangemeul  de  variables  dcfîni  parles  rorimilcj(t'> 
on  a  encore 

Û  =  ±  f  fiu,  v)do{u,  t.), 

la  raouvcHe  inlt'graie  élatiL  prise  le  long  de  C|  dans  le  sens  direcl; 
on  doit  prendre  le  signe  -I-  ou  le  signe  — ,  suivant  que  la  corres- 
pondance est  direcle  ou  inverse.  Ajipli<[uons  à  celle  nouvelle  inlé- 

grale  la  formula  de  Grcen,  en  posant  u^^x,  f  :=  j',  P  =  /p.J 


cl  ]l  vienl 


doi 


<)u        àv  L)(  «,  f) 


OU  encore,  en  ;ippli<]u;int  à  rintc'<;ral»-  doiildc  le  llu'orèmc  de  la 
moyejine, 

(«7) 


(Ç,  T, )  élanl  les  coordonnées  d'un  point  intérieur  à  Cr,  cl  fl|  Vwtf 
de  la  portion  A)  du  plan  (/<,  v).  Ou  voit  d'abord  que  l'on  doil 
prendre  le  signe  -f-  ou  le  signe  -  devant  le  second  membre, 
suivant  (jtie  A  est  lui-méuie  positif  ou  négalif.  Par  suite,  la  corrfi- 
pondancc  est.  directe  ou  în\'erxe,  suivant  f/iie  A  est  positif  ou 
négatif, 

La  funuulc  (i-)  établit  une  •.uialogii!  de  [ilu>  entre  les  délerofli- J 
nanis  rom.tîonnels  el  les  déiivées.  Imaginons  en  elTet  que  la  por- 
tion A,  du  pLiti  diminue  iiidélininieiil  duiis  tous  les  sens,  tous  li'^ 

en  sera  de  niéinc 


po 


(«,  .). 


de  A,  et  le  ra]iport  des  aires  Û,  ft,  a  pcujr  limite  la  valeur  absolue 
du  dcterniituuit  A;  de  niéitie  que  la  dérivée  est  la  limite  du  rapport  1 
de  deux  éléments  linéaires,  A  est  la  limite  du  rapport  de  deux  élé- 
nicnis  superljciels.   La  formule  (i^)  est,  à  ce   point    de   vue-là^ 
l'onaJOKiie  de  la  foinnilc  des  aceroissemenls  finis. 


Remarques.  —  Les  hypothèse*  que  nous  avons  faites  sur  la  corrcspon-j 
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dince  eiilrc  A  el  Aj  ne  sont  pa*  toute?  inili'-|n:n<i.'inl(*s.  Ainsi,  puur  que  U 
correspondance  soil  uni\oque,  il  est  ntcessaire  que  A  ni'  cli.ingi:  pas  de 
signe  dans  la  portion  A|  du  plan  {  u,  >').  Supposons  en  efTet  que  A  soil  nul 
luiil  le  long  d'une  courbe  Yi,  ^rparanl  la  rcgion  de  Aj  où  A  rst  positif  de 
la  région  où  A  e*l  négatif.  Prenons  un  pelil  arc  «I|H|  de  Yi  et  une  iVglon 
tr«  petite  île  Ai  renfermant  l'arc  wi,/i,;  elle  se  détuinpose  en  <lrii\ 
régions  ai  et  a\  ayant  »i|/i|  pour  ligne  <le  sôpaiaiion  {/if,'.  a6  >. 

Fig.  36. 


Lorsque  le  point  (u,  ^')  décrit  l'aire  «i,  où  A  est  positif,  le  point  (r,  y) 
''«rit  une  aire  a,  de  cor)luur  mnpm,  cl  les  lieux  contours  rf(i/i,/)|  Ni|, 
«in/wn  sonl  parcourus  en  même  temps  dans  le  sens  direct.  Lorsque  le 
P«ini<«,  v)  décrit  l'aire  «',,  où  A  est  négatif,  le  poitU  {x,  y)  déerit  une 
*ire  a',  dont  le  contour  niiiqr  doit  L'Ire  décrit  dans  le  sens  inverse, 
lorsque  /i|mi9inj  est  «îi-cril  ilao'*  le  sens  direct.  Celle  uirc  a'  doit  donc 
•"Momrir  en  partie  l'aire  pri-ci'deole  d  ;  à  tout  point  {.r,)')de  In  parlie 
commune  nrtn  correspondent  dt;u\  points  (m,  v)  de  part  et  d'iiiilri-  de  la 
ligne  /n,/»,. 

Posons,  par  exemple,  X  —  t,  Y  —.>'*;  00  a  A  —ly.  Si  le  (nnnl  (r,  y) 
dccrit  une  aire  feroiée  renfi-rinmit  un  siej,'tiient  ab  de  l'axe  des  t,  nir  voil 
*tn»  peine  que  le  (loiiiL  (X,  Y)  d/'cril  deux  aires  situées  au-dessus  de  Va\e 
inX,  et  terminées  l'une  et  l'autre  à  un  même  segment  AU  de  eet  axe. 
t'nc  feuille  de  papier  repliée  sur  elle-même  suivant  une  ligne  droite 
tracée  dans  celte  feuille  donne  une  idée  nette  de  la  surface  décrite  por  le 
point  (X,  Y). 

Il  oe  suffit  pas  que  A  con-icrvc  le  niéine  signe  dans  Ai  pciur  (pic  U  ror- 
Ri[>ondance  soil  univoque.  Prenons  pur  (•xeiii])le  X  —  i-' — v*,  Y  =axy; 
'«  jacobicn  A  =  i  (j;- -t- y' )  est  toujours  positif.  Or  les  formules  précé- 
<)cntet  peuvent  s'écrire,  en  désignonl  par  (r,  0),  (R,  tu)  les  coordonnées 
polaires  des  deu\  points  (x,  y),  <X,  Y)  respeetivcmcnl,  R  —  r*,  u»  —  aO. 

Cela  posé,  faisons  varier  r  de  a  à&(a<6)elOdeo  h  n-t-  et  (x  étani 

compris  entre  o  et  -  ]•  Le  point  (R,  w)  décrit  la  couronne  circulaire  eom- 

prite  entre  les  deu\  cercles  de  rayons  a*  et  6'.  Mais  à  toute  valeur  de 
l'tngle  w  comprise  entre  o  et  3a  correspondent  deux  valeurs  deO,  l'une  0| 


).BMm ÎK  «••««  •  et  X.  TmUtr*  catre  z  rt  x  —  3.  On  peut  encore  - 
senter  raire  éèetiu  p»r  W  ftMat  (X,  T)  sa  mo«cn  d'une  couroim 
faHr«  tm  papier  <|v  •«  necwiriraîc  ptitîiBftttt. 

l!^.  Chaa^OMast  de  Tuiahles.  Première  méthode.  —  Cursct- 
voos  les  hTpoilMr«if4  faites  plir»  haat  $ar  les  régions  A  et  A,. 
les  formule*  ('16  >,  et  soil  F(x,  _ri  ««ne  fonclion  conlimip  d»n*  L 
région  A.  Dé(-oaipo«oo«  l»  régiun  A|  en  régions  plus  petites  Xt, 
Sj,  . . . .  x«  (l'uor  r>çoa  arliitraire;  îl  v  correj-poiid  une  division  de 
la  région  A  en  ré|^ioa>  ptos  petites  a,,  a,,  . . . ,  a^.  Soient  uii  et  i, 
les  aires  des  deux  régioiii  corre$poiMi«Dtes  at  et  a,;  on  a,  d'après 
lu  formule  {t~}, 

I  P'/-?>l 

«<„  l'i  étaut  les  coordonoées  d'uo  point  de  la  région  a.^.  A 
point  («/,  *\)  correspond  un  point  jr,  :=/(«/,  v,),  j>7=  ?("i>  ""^ 
de  la  région  a,.  En  posant  ♦(«,  v)^=¥[/{u,  v),  <f(tt,  r)],  aov 
pouvons  donc  écrire 


t=i 


<=l 


en  passant  à  la  ITinite,  nous  obtenons  l'égalité 

(18.  f  f  ¥(x,y)dxdy=   f  f  Fl/iu,  ^').  r>U.  v)]^^l^'  du  d,. 

Donc,  pour  effectuer  un  chansîement  de  variables   dans  uni 
intégrale  double,  on  doit  remplacer  x  et  y  par  leurs  valeué 
en  fonction  des  nouvelles  variables  m,  f,  et  le  produit  djr  i 
par  \\\du  d\'.  t^iuujl.  au  nouveau  clmrnp  d'intt'grutiun,  nous  avor 
expliqué  coininiMil  cm  le  (Irlermine. 

Pour  trouver  euitn-  (pielles  limites  doivent  être  eflcctuées  le 
inlé|:>rolioti4  ipii  iloiiDciit  lu  valeur  île  hi  nouvelle  intégrale  diiut>lej 
il  est  en  gi-néiiil  iiiulile  ile  Iracei'  le  contour  (^,  du  nouveiui  clianil 
d'inté^Tulion  A».  Considérons,  en  effet,  u  et  i'  comme  un  srstèin^ 
de  coordonnées  curvili;;nfs;  lor-«jtie,  dans  les  formules  (iG]>,  ol 
nitriUnc  à  l'une  dc!*  variables  it,  c,  une  valeur  constante,  et  qu'oi 
lait  varier  l'autre,  on  obtient  doux  familles  de  cnurl>es  u  =  consl. 
v     -  con<>t.  D'après  brs  hypothèses  faites  sur  les  formules  (t 6)» 
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ch»(|tie  point  de  la  rég^ion  A  il  passe  une  ooiirhe  et  une  seule  de 
cliacimo  des  deux,  l'umillcs.  Siipjtosôns,  pour  (ixcr  los  idées,  tprune 
combe  v  =  consl.  rencnnlce  l<>  cuiititur  C  en  ticuv  pùinls  seulo- 
mcolM,,  Mo,  correspondant  aux  vylcurs  //,,  u,.  de  «(«,<'i/j)  et 
que  luutes  Its  courbes  [v)  rencoiilranl  le  eoalour  C  sonl  com- 
(iriM;.s  entre  les  deiiK  courbes  r  ^r-  n^  r  m  h  (a  ■--'  h).  Abus,  si  J'on 
iolî-grc  d'il  bord  par  rapporta  //,  c  restau  l  can.slinit,  on  doii  laire 
varier  u  de  //,  à  u>  iux  cl  ii^  ^oiil  en  f;éDcral  dus  fnncliuiis  de  v i 
eliiilégier  ensuite  b'  n'sultal  entre  les  liinilcs  a  et  b. 


Fig.  27. 


'u*do) 


'(umOjl 


L'intégrale  double  ebercbée  a  donc  pour  expression 

/     ih   I       F  [  /(  H,  V  ),  !i  (  u,  w  )]  ]  A I  du  <h\ 
•  .1         *  II, 

Un  changement  de  variables  revient  an  fond  à  décomposer  le 
^oamp  d'inléyralion  en  régions   infiniment  peliles  par  les  deux 
*,Ystètncs  do  courbes  (m)  et  (•').  Soit  to  l'aire  ibi  qiiadiilalèrc  cur- 
viligne limité  pu-  les  courbes  (n),  (ti -{- du),  {v),  (v -{- dv),  où 
'iu  el  dv  sont  [xisilils;  à  ce  quadrilatère  ciurespoiid,  sur  le  plan 
(u,  V),  un  rectangle  de  côtés  i/ii  et  tfv.  On  ;i  donc,  d'après  lu  for- 
inule(i-),  »=  |A(i,  ri)(  du  dv,  i  étant  riiui|iiis  i-nirc  u  et  U  -h  du, 
Icnlrerel  v-^-dw  L'expression  \à{u,  v),du(/\-  s'appelle  Vtlé- 
nicnt  d'aire  dans  le  système  de  coordonnées  {u,  {■•).  La  valeur 
Intacte  de  w  est  w  =  j|A(''»  *^)|  "t"  *|  f^itdi',  s  étant  inliniment  petit 
en  même  temps  que  du  et  di'.  .Mais,  quand  on  cberebe  lu  liinitc 


•  p**(  lappoacr  Ifci  rourbes  (et 
me  !••«  les  e  «otenl  moinclrr^  c 
foaiiâtéoaué  ei,  par  eoosfqu«n 
ZF(x,  jr)e^^  foil  eUe-méme  plus  peliu 
B  postlif. 

199.  Exc«pl«s:  I*  Coordonnât*  polairtt.  —  Supposons  qoe 
l'on  pa«*«  Ar^  coordonner*  reetaogvlair»  »ax  coordonniez  po< 
laîre».  Oo  a  jr  =  pcosM.  _r  =  ^siaM,  et  l'on  oliltenl   tous  les 
point*  da  plan  en  fauant  «arier  z  de  zéro  à  -^  30,  et  bi  de  zéro  à  ■iz. 
On  trouve  A  =  p.de  sorte  que  l'éiéineui  d'aire  est  3  iJtii  (/s,  comme 
la  Géométrie  le  nionlrr  «ao»  peine.  Snpposons  d'abord  eju'il  s'ugissc 
d'évaluer  une  intégrale  double  dans  la  portion  du  plan  limitée  par 
un  arc  AB  qui  n'eit  rencontré  qu'en  un  point  par  une  denii-droilf 
issue  de  l'origine,  et  parles  deu*  droites  0.\.  OU  fciisiuit  uvccO/ 
<les  angles  w, ,  wj  {/tg.  17,  p.  ai3),  Soit  \\  =/(w)  l'cqualion  il« 
l'arc  AH;  oj  étant  compris  entre  Wi  et  Wj,  p  peut  varier  de  ï^ro 
à  K,  <l  rinlégraift  double  de  f[x,  y)  a  pour  valeur 


/       */to   /     y(p  cos«o,  p  si»iw)p  rf^. 


Si  l'arc  AB  forme  une  courbe  fermée  comprenant  l'origine  à  *oo  1 
iiilrrieur,  on  prendra  w,  =  0,  ti)j=  ar.  Tout  cbump  d'intégration  1 
peut  élrc  décojiiposé  en  plusieurs  ré<;ions  telles  que  la  préct'JfnIc. 
Sup|i()soiis,  par  rxcnqilu,  (|iie  le  contour  C  soit  une  courbe  fcrmèf  J 
convexe  liiinsatil  l'origine  à  l'evlcrieur.  Soient  OA  et  OB  les  tm-  ■ 
grnle*  nirnt'es  piir  l'origine  à  ce  contour,  K,  ^^/,  (w),  U,^/,(«) 
le»  équitlions  des  deux  arcs  de  courbe  iVNB,  AMB.  Pour  une 
valeur  diMinée  de  «o,  comprise  entre  «•),  et  Wj,  p  peut  varier  lie  fii 
t^  Ha,  ei  l'iiii  II  pour  valeur  de  l'intégrale  double 


/       c/ti*  /     y(scoscu,  p  sîniMO  </p. 


«'  C%*tir\U\nt%étit  ettiptit/ttes,  ~   Considérons  ane  Caiaitl«  4e 

hoMlofocido* 


t"*' 
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OÙ  ).  (Ic«ignc  un  paramêlrc  ailji'lraii  e.  Par  loiil  |Kvitit  du  plan  paissent  rleux 
conique*  tic  celle  espèce,  une  ('llij)<ic  el  uii<;  hy|>erl)ole,  ear  l'équalion  (ig) 
»,  quels  que  soient  t  el  )•.  uiu-  racine  X  su(Vtie'ieure  à  c',  el  une  racine 
positive  }i.  inférieure  à  a*.  De  la  rcindon  (191  et  lU-  la  relation  analogue, 
où  X  est  remplacé  par  |i,  on  tire 


Al 


y^ 


^(X_C«)(C»-|X) 


(oS|ji<c«SX). 


pour  éviter  toute  ambiguïté,  nous  ne  considérons  que  la  icgion  du   plaît 


Fig.  aS. 


a-/- située  dan";  l'anple  xQy.  Celte  région  correspond,  point  par  point, 
*'  Une  façon  univoque,  à  la   région  du  plan  (X,  |i.)  liuiilùe  par  les  droites 

X  —  <■',  Il  =  o,  [1  =  r'. 

'-orique  le  point  (X,  11)  décrit  le  contour  de  celte  rè^iion  dan;  le  sens 
•'ïdiquc  par  les  néclies,  les  formules  (v»o)  innnlrenl  que  le  point  {x,y) 
•*éerit  les  deux  ânes  Ox,  Oy  dans  le  sens  indiqué  par  les  flèches.  La 
'^orrcspondiince  est  donc  inverse;  c'est  ce  que  l'on  vérifie  en  calculant  A. 


à  = 


X-Ht 


D(X,  [1)  4  ^/X|ji(X  — c»)(c«  — (j.)' 


130.   Cliaûgement  de  variables;  deuxième  méthode.   —   Nous 

•*'lon<i  établir  b  formule  gt-nérale  (iS)  par  une  aulrc  inélhtxle,  qui 

*  appuie  imifluenienL  sur  lu  façon  inèine  (knU  nn  oali;iilc  une  inlé- 

6«"ale  double.  Nous  conservons,  bien  enlciidu,  les  hj'|»olhèses  faites 

*U    début   sur  la  correspondance  enLre  les    points  des   deu\   ré- 

5'Ons  A,  A,.  Ol)scrvons  d'abuid  que,  si  la  formule  est  vraie  pour 

^cux  IraasformalioMS  parLiculicrcs, 

r  =  ?(".  ")•         •>  =  ?!(«'.  "'). 
lesl  vraie  pour  la   transformation   oblenue  en   les   cflTectuanl 


-■    -    -       J    I.  . 

■     .         Zi   i    .■ 

_-     irsit-.  i     .\.n^,.-   -~r    -~.irr  i»>nr  oiiisif^urs  restions.  A. 

: j.:;-'i--v— r      iT- -•:■.!!  ii-ii  tt-*-'-:diin*  A,.  B,.C 

_.    -.r— ~    riLîT  .u^m    «Kir   (    -ur  .n.  t  —  3  —  C  — ...  —L.  Enfin, 
i      TTiui'-    T-     ~:.--  ■•-    •    "jii;ii'fnrïU  le  ■'.'UTabies  *e  réduit  à  une 

..  —  -■       -  c  —      ■•"!  —  —  •   —  s  ■rinz  — y  co<a: 

_•    -■    -  -"    ■■"    —  ■■"       ?•  -  —       -ini.",  —  r  <\A3. — ycoiï)dz'd 

■  i     i..~-.    ii'ii=    alun.-    i  iuurt    ifnMnir-ir  lu  formule  pour  la 
r-u:s4'-'niiai.iun  ^lir'ur'iiiiT-; 


iui  -.ail  l'irr'i-r^'tatlv.  *  ..*  "'z:>.u  .Vin;  r"::'ou  A  comprise  entre 
ts-  aie!U«~   piirailr;:fî-    i  '.'•••.  y  --  :  ,.  _•.   ^=  '  , .    Nous  supposons 


.M. 


qu'à  tout  point  de  A  no  correspond  qu'un  point  de  A'  et  inversc- 
luenl.  Si  une  parallrle  î'i  0.r  n<;  rencontre  le  contour  C  de  A  (|u'cn 
deux  points,  il  en  setii  de  même  du  contour  C  de  A'.  Aux  deux 
points  nit,  et  m,  d'ordonnée  _^^'  du  contour  C,  correspondent  deu\ 
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poinls  rn'^  el  m\  du  conlour  iJ.  iMais  il  peut  se  présenter  deiii  cas 
suivant  que  ia  correspondance  csl  dircclc  ou  inverse.  Pour  distin- 
guer les  deux  cas,   remarquons  que,   si  -r-^,  esl   positif,   x  croît 

«vec  «•',  les  poinls  m^  et  m,,  mj,  et  m',  sont  disposés  comme 
^ifig-  29  rindique,  el  la  correspondance  esl  directe.  Au  con- 
iraiie,  si  —2;  élail  négatif,  la  correspondance  sérail  inverse. 

Prenons  le  premier  cas,  el  soient  a:<,,  jr,,  x'^,  x\  les  abscisses 
•îespuinls  rn^,  m,,  ni'^,  ni\.  On  a,  en  appliquant  la  formule  du 
changement  de  variable  dans  une  intégrale  simple, 

J  '¥{x,y)dx=J  'n^{x-,y'),y]^,dx\ 
y  <i\y  étant  consi<lérés  comme  constants  el,  par  suilc, 

f'dy  f^'F{r,y   dx  =  j'^  df  T' F[^(x\  y'\  y']^,  dx'-. 

Mais  le  jacobien  A  se  réduit  ici  à  t-^  el  la  formule  précédente  peut 

sécrire 

f  f  F{.r,y)dxdy=  f  f  F[-^(x\  y'),  y']\;,\dx-dy. 

La  formule  se  démontre  de  la  môme  façon  si  %-%  esl  négatif  cl 

sVlend  évidemment  à  une  région  limilée  par  un  conlour  do  forme 
(juelconrpie. 
On  établira  tout  pareilleincnl  qu'en  posant 

(jj)  x  =  x\       y  =  '^{x\y'), 

t>na  la  formule 

f  fv{x,y   dxay=  f  f  F[x',  ^(a-',  y  )]|i|  rfx'rf/, 

le  nouveau  champ  d'intégralion  A'  correspondaal  poitil  p.ii"  |>aint 
*  la  répion  A. 

Considérons  maintenanl  les   formules  générales   de    Iransfor- 
Aiation 


(J3) 


3-=/(*i.^'i).         J=/l(^l.7t). 
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el  supposons  la  portion  s,-  assez  petite  pour  qu'une  perpendicu- 
laire à  ce  plan  ne  la  rencontre  qu'en  un  point.  La  courbe  y,-  se 
projette  sur  ce  plan  suivant  une  courbe  yî  et  nous  désignerons 
par  <Ji  Taire  de  la  portion  du  plan  langent  intérieure  à  y^,  région 
qui  est  la  projection  de  s,.  La  somme  St,-  tond  vers  une  limite 
lorsque  le  nombre  des  portions  Sj  augmente  indéfiniment,  chacune 
de  ces  régions  devenant  infiniment  petite  dans  toutes  ses  dimen- 
sions. C'est  celte  limite  qu'on  appelle  Vaire  de  la  portion  de 
surface  S. 

Soient  x,y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  S; 
nous  supposerons  ces  coordonnées  exprimées  en  fonction  Je  deux 
pramètres  variables  u  et  i\ 

(ïfi)  r=/(M,  V),        y  =  <i{ii,v),        js=<\>(u,v), 

(le  telle  façon  que  la  portion  de  surface  S  corresponde  point  par 
point  à  la  région  K  du  plan  (»,  «•)  liniiléc  par  un  contour  fermé  C. 
Noos  admettrons  que  les  fonctions  y*,  »,  ■]>,  ainsi  que  leurs  dérivées 
partielles,  sont  continues  dans  celte  région;  R  étant  décomposée 
en  parties  plus  petites,  soit  /v  une  de  ces  parties,  limitée  par  un 
contour  C/,  el  Wj  l'aire  de  ;•,•.  A  la  région  r,  correspond  sur  S  une 
portion  *,■  limitée  par  un  contour  y,;  soit  a,  l'aire  plane  corres- 
pondante que  nous  venons  de  définir.  Nous  allons  chercher  une 
«pression  du  rapport  — 

Désignons  par  a/,  p,,  y,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  a  — 
U  surface  S  en  un  point  nif  (x/,  y,,  Zi)  de  Si,  qui  correspond  à  un 
pomt  («/,  i'i)  de  /•,;  le  plan  tangent  en  ce  point  a  pour  équation 

Ï-»  perpendiculaire  à  ce  plan  menée  par  un  point  M(x,  y,  s)  du 
•^Onlour  y;  a  de  même  pour  équations 

\-x  ^\-y  ^7.-z 

«i  P/  Y, 

*lla  projection  M'  du  point  M  sur  le  jilan  tangent  en  m,  a  pour 
,  Coordonnées 

X  =       xO/ -^  Y? )-a/p/7  —  a/Y'--'- «'<«/■!•;-<- P/^/-l- Y/*/), 

J*7)  1  Y  =  —  »/P/ar -+-(«* -V- y' ).y  —  PiYi-  "+-  hi^i^i-^  hyt-^V'i)' 

Z  =  —  itfix  —  ^r(iy  H-  (a*  -«-  p?    -  —  Y/(  aixj-i-  P/^/ -»-  y* «< )• 


3i  - 


ïi^r=^» 


^]- 


doDcili] 


I-,  fi 


^  «r«>i 


»<« 


tin  (a,  v)  de  U^ 
ie<li',  r;)esllf*« 


a- 


D».  «•) 


d>    «-.  Si 


D. 


t=2^I.Xl 


t>'  -..  .►/)    " 

r)  Dix,  y) 


I>v««  '.)  ""  •'  f»( 


a  ■■  ca  «aK«r  «bsolne.  Puisque  les  dt^rivée» 
% /j  -a,  ^  aumM.  coolinuM  daas  la  rëgioa  R,  on  peol 
ti^pttm^  rt  a$3«x  peliles  pour  que  toutes  les  quan- 
tité» c^,  c|t  «î  foical  aïoiiKlrcâ  qu'an  nombre  positif  arbitraire  r^.  J 
Le  terme  eoaipl^meouire  sera  certainement  moindre  en  valeur  ■ 
abtola€  qae^  3t,0,  en  désigTiant  par  0  l'uire  de  la  région  R.  Ce 
•terme  lend  don»:  vrr*  z«'ro.  ri  la  âuniinc  St,  a  pour  limite  l'iul^- 
^rate  double 


Sf 

J  ./||D 


Dfu.  I',) 


,.,e^__^^__^^^ 


D(«,  n 


a,  ^,  Y  étant  le»  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  b  soilace  S 
au  point  (//,  ••)• 

Caleulon»  ces  cosinu».  L'<!quakion  du  plan  lan^iefll  est  (s* 99) 

.V         >  D(r.  *'        \  ^,  P(a.  -r  >                 ^I»ix. - 
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3og 


on  a  Jonc 

3 

?       _       r 

0{x,f) 

D{z,T\             ly{T,jr) 

D(K, P) 

D(u,i<t          D(a,  t.) 

±1 


Si  l'on  prend  le  signe  -\-  dans  le  dernier  rapport,  il  vient 

DQ-,  .5)       ^D(z,T)  D(r,y) 

tine  identité  cëlèbrc  employée  par  Lagrange 

{ab'—ba')*-hli>c'—cb"i*-h(ca'—ac')^ 

=  (  a»  -+-  6»  -t-  c»  ) ( «''  -f-  i'*  +  C''  )  —  (  on' -V  bb'  -+-  ce' )* 


permet  encore  d'écrire  la  quantité  sous  le  radical  EC — F',  en 
posant 

\  du  /  au  ài>  \i 


'dxy 


*^ù  le  signe  S  indique  qu'il  faut  remplacer  x  par  y,  puis  par  ;,  et 
'^^  ire  la  somme.  L'aire  de  la  surface  S  est  donc  représentée  par 
*     i  nlégrale  double 


vH) 


J^  =  f  f  /EG  -  F'  du  dv. 


Le»  fonctions  E,  F,  G  jouent  un  rôle  imporlauL  dans  l'élude 
*-*  ^5  surfaces.  Si  l'on  élève  au  carré  les  expressions  de  dx^  dy,  dz 
^%.  qu'on  les  ajoute,  il  vient 

C  T^)  ^,ï  =  f{jri^dy*-i-ds*  =  Erf«»H-  aFrfM  dv  -t-  Qdv*. 

H  est  clair  que  les  coefficients  E,  F,  G  ne  dépendent  pas  du 
*^lioix  des  axes  de  coordonnées,  mais  seulement  de  la  surface  S  et 
'i  «5  variables  indépendantes  u  et  t-  que  l'on  a  prises.  Si  les  variables 

*«,  V,  et  la  surface  S  sont  réelles,  EG  —  F'  est  nécessairement 

I^osilif. 

132.  Élément  de  surface.  —  L'expression  y'EG  —  F*  du  dv  est 
iVl(!incnl  d'aire  de  la  surface  S  dans  le  système  de  coordon- 
nées (m,  i').  L'aire  de  la  petite  portion  de  surface  comprise  entre 
les  courbes  (m),  {u-{-du)y  (f),  {v  ^  dv)  a  pour  valeur  exacte 
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Exemples.  —  i"  Soil  à  trouver  l'aire  d'une  porlion  de  surface 
repr^senlée  par  l'équation  z^=f{xy  r),  qui  se  projelLe  sur  le 
f)lan  xOy  suivant  une  région  R  où  la  fonction  f{x,  y)  el  ses  déri'- 

df  df  .  „ 

vées  ^  r^  -j^  et  ly  =  y-  sont  continues,  bn  prenant  x  el  )'  pour 

variables  indépendantes,  on  a  Et=:i -[-/>',  F=:pq,  G  =  i  +  (jf*, 
el  l'aire  cherchée  est  représentée  par  l'intégrale  double 

(3o)  •^  =  f  f  s/i+P^+q'dr  dy  =  ff  '^^J^, 

y  <lésignanL  l'angle  aigu  c[He  fail  avec  Oi  la  normale  à  la  surface, 
a"  Soil  à  calculer  Taire  d'une  portion  de  surface  de  révolution 
comprise  entre  deux  parallèles.  Prenons  pour  axe  des  z  l'aie  de 
la  surface,  et  soit  3  ^f[x)  l'équation  de  la  méridienne  dans  le 
plan  des  xz.  Les  coordonnées  d'un  poinl  de  la  surface  sont 

r  =  pcoBw,        ^=psinw,         a  =/(p), 

en  prenant  pour  variables  indépendantes  les  coordonnées  polaires 
p  elw  de  ta  projection  sur  le  plan  xOy.  On  a  ici 

rfj«  =  rfp»  (  I -1-/'' (  p  )]  H- p' rfto», 

E  =  i+/'»(p),        F  =  o,        G  =  p'. 

Pour  obtenir  la  portion  de  surface  comprise  entre  les  deux 
arallèles  de  rayon  p,  et  pa(pt-<pa)j  il  faut  évidemment  faire 
Varier  p  de  pi  à  pj  et  w  de  zéro  à  vltz.  On  a  donc,  pour  l'aire 
*^nerchée, 

^=    /       d?   I        p/n-/'«(p)d!ui  =  air    *       p /!-+-/'«(?)«/?. 

*^  l'ooa  une  seule  quadrature  à  eirecUiei".  En  désignant  par  s  l'arc 
^^  la  méridienne,  on  a 

*l  U  formule  précédente  peut  s'écrire 

/•p. 
■A*  =    f      aiTp  ds. 

-'p. 
L'interprétation  géométrique  est  immédiate;  aitprfs  est  la  sur- 
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face  lal»'Tale  d'ua  Lionc  de  cùne  dont  le  côté  serait  ds  et  dont 
circonférence  mojcnDC  aurait  pour  rayon  p.  En  assimilant  l'air 
comprise  entre  deux  parallèles  infiniment  voisins  à  l'aire  latérale 
d'un    tronc   de  cône,    on   retronve    prccisémcnt   la  formule  qiijl 
donne  X. 

Par  exemple,  l'aire  de  la  calotte  d'un  paraboloïde  de  révolutioo,  1 
engeudrë  par  la  roladon  de  la  parabole  x^  =  ^/jî,  comprise  entre 
le  sommet  et  le  parallèle  de  rayon  /•,  a  pour  valeur 


HI,  -  EXTENSION  DE  LA  NOTION  D'INTEGR.-VLE  DOUBLE. 
INTÉGRALES  DE  SURFACE. 

1 33.  Intégrales  où  le  champ  est  Inânî  ou  la  fonction  discontinue. 
—  Soiiy"(x,  i)  une  fouclinn  couliniie  dans  louLe  la  portion  du  plïn 
extérieure  à  une  courbe  Cermce  F.  L'intégrale  double  de  /(j"./)i 
prise  dans  la  région  comprise  enlreFerunc  autre  courbe  fermée C 
extérieure  à  F,  a  une  valeur  finie.  Si  celle  inléf;rale  tend  vers  une 
limite  lorsque  la  courbe  C  s'éloigne  indéfiniment  dans  tous  les 
sens,  cette  limite  est,  par  définition,  l'intégrale  double  de /(j,^) 
étendue  à  la  région  du  plan  extérieure  à  F. 

Supposons  d'abord  que  la  fonction  f{x^  y)  conserve  un  signe 
conslanl  à  l'extérieur  de  F,  par  exemple  soit  positive.  Dans  ce  cas, 
ta  limite  de  l'intégrale  double  est  indépendante  de  la  forme  de  la 
courbe  limite  C.  Soient  en  ellet  G,,  C2,  •  .  .,  C«,  .  .  .,  une  suite 
de  courbes  fermées  s'cnvelojipanl  mutuellement,  de  telle  façon  que 
Cn  s'éloigne  indénnimcul  lorsque  n  croît  indéfiniment.  Si  l'inté- 
grale double  1„  étendue  à  la  région  comprise  entre  F  et  C»  tend 
vers  une  limite  I,  il  en  sera  de  même  pour  toute  outre  suite  do 
courbes  C',,  C',,  . ,  .,  C)„,  .  .  .,  satisfaisant  aux  mêmes  coodilioDS. 
Soit  I^  l'intégrale  double  étendue  à  la  région  comprise  entre  F 
et  C)„;  on  peut  cboisir  n  as.sez  grand  pour  que  la  courbe  C, 
soit  tout  entière  extérieure  à  C^„.  On  aura  donc  V^<^\n<.\- 
D'ailleurs  i'^  augmente  avec  m\  elle  a  donc  tine  limite  l'^I.  Oo 
démontrerait  de  même  que  l'on  a  Ifl'.  Par  conséquent,  les  deu» 
limites  sont  égales  1'==  l. 
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l'iir  exemple,  soit /(.r,  j')  une  fonclîon  qui,  à  rcxlérJeiir  d'un 
cercle  de  rayon  r  ayant  pour  centre  l'origine,  esl  de  lu  forme 

le  numérateur  '\{x,  y)  restant  compris  entre  deux  nombres  posi- 
tifs m  et  M.  Prenons  pour  les  tourbes  C  des  circonférences  con- 
cenliiqiios  à  la  prcmit-re.  L'inléfjrtih;  double,  étendue  à  la  couronne 
circulaire  comprise  entre  les  deux  cercles  de  rayon  /•  et  II  u  pour 
expression 


i{i(pco$u>,  psinto)prfp 


elle  esl  donc  comprise  entre  les  deux  intégrales 

J,.     pîa-i  J^     pia-« 

Cette  intégrale  a  une  limite  lorsque  H  augmente  indéfiniment, 
pourvu  que  Ton  ail  aa  —  i  >- 1 ,  on  a  >  i  (n**  90).  Elle  augmente 
mcîf'finimcnl  avec  R,  si  %  est  ^  i. 

Lorsqu'on  ne  peut  trouver  aucune  courbe  fermée  à  rexlérieiir 
•If  laquelle  la  fonctiony(j:,  j') conserve  un  signe  constant,  on  dc- 

fïionlre  comme  plus  haut (n° 89) que  l'intégrale  /  j /(x,y)dxdjr 
•I  une  limite  lorsque  Tinlégrale  /  /  [/(r,  ^)|  £/;r  rf^  a  elle-même 

unelimile.  Mais,  lorsque  cette  dernière  intégrale  augmente  îndé- 
liniment,  la  première  intégr.ile  esl  indélerminëe.  En  voici  un 
exemple  inlèrcssani,  dû  à  Cayley.  Soil /(a^,  j>')  =r  sin(.r=' -hj>-'); 
>'  nous  intégrons  d'abord  à  l'intérieur  d'un  carré  de  côté  a,  nous 
'rouvons  pour  l'intégrale  double 

siaT*dx  X   f     cos^y*  dy  +   j     cosx*dxx   1     &\ny*dy. 

Lorsque  a  augmente  indéfiniment,  les  intégrales  qui  figurent  au 
second  membre  onl  une  limite  (n°  91).  On  démontre  que  cette 

limite  esl  égale  àl/^",  et  le  second  membre  a  pour  limite  t:.  Au 
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contraire,  si  t'no  inU-gre  à  l'iiilérieur  d'un  cercle  de  rayon 
a  pour  l'inlégrale  double 


f   tiiJij    psinp'-rfp  =  — '^[cos?']^ 


[i  — cosR»J, 


cl   le   secoud   membre   esL   indélerininc    lorsque  R  croil   ind<S3»ë| 
nimenl.  H 

On  définira  de  la  inûaïc  façon  l'intégrale  double  d'une  for 
ùan  f{x,  y)  qui  deviendrait  infinie  en  un  point  ou  tout  le  le 
d'une  ligne.  Pour  cela,  on  commencera  par  enlever  le  point  oi 

ligne  ilti  champ  d'inttgralion  en  les  entourant  d'un  contour  l: rés 

petit,  ou  très  voisin  de  la  ligne  de  discontinuité,  que  l'on  f^^B?r,T 
ensuite  iliminuer  indéfiniment.  Par  exemple,  lorsque,  dans  le  \— •*/- 
sinage  d'un  point  (rt,  b),  la  fonction  f{^x,y)  peut  s'écrire 


/{^'J)  = 


[(j--a)^  +  (y-ù)^]-> 


où  la  valeur  absolue  de  '}(.r,^)  est  comprise  entre  deux  nomb«"< 
positifs  m  et  M,  l'intégrale  double  <ie  /{x,  y),  ddns  une  régtCïi* 
qui  ne  contient  pas  d'autre  discontinuité  que  le  point  (a,  0) ,    ^Ê 
une  valeur  finie  pourvu  que  a  soit  inférieur  à  un,  et  dans  ce  c»» 
seulement. 
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134.  La  fonction  Bip,  q).  — On  a  supposé  plus  tiaut  que  le  contour 
s'éloigniiil  indi-nnimcnt  dans  (aulus  les  directions;  mais  il  e<t  évidcnl  <J' 
l'on  peut  aussi  supposer  tju'uiie  porlion  seulement  de  ce  contour  s'éloig»"*^ 
h  l'inlini.  C'est  eu  qui  a  lieu  dans  l'enenipic  cité  de  Cayley,  el  aussi  d»' 
le  suiviinl,  Soit 

où  l'on  suppose  /»  >  o,  q  >o;  cette  fonclion  est  continue  et  positive  d*' 
l'angle  xOy.  Si  nous  inlégions  d'abord  à  l'intérieur  du  carré  de  cOt«S 
formé  par  k's  a\e*  el  les  droites  a:  =  a,  j'  =  «,  on  a  pour  valeur  de  !'ir>*" 
grale  double 


aa?»p-ie-^'<far  x. 


-y'dy\ 


cliacuoc  des  intégrales  du  secoud  luciubrc  a  une  limite  lorsque  a  augmente 
indélininient.  En  elTet,  si,  dans  l'inlégrale  qui  déJinii  la  ronclioTi  T{p){n''^l 


T(p): 


■X 


lP-^€-'dt, 


III.  —  EXTENSION  DE   LA   NOTION    d'iNTÉGRALE    DOUBLE.  3lS 

on  pose  /  =  T*,  il  vient 

/•■^" 
3f)  r(/>)=    /        aa?«P-'e--»'rfr. 

i/o 

..'intégrale  double  a  donc  pour  limite  le  produit  T(p)T{q). 

Intégrons  maintenant  à  l'intérieur  d'un  quart  de  cercle  limité  par  les 
ixes  et  le  cercle  a;*-i-^*  =  R*;  nous  avons  pour  l'intégrale  double,  en 
:oordonnées  polaires, 

/      2p»(p+7)-lc-p'rfp  X     /      2C0S«/'-'çsin'?-'<prf(f. 

Lorsque  R  augmente  indéfiniment,  l'intégrale  double  a  donc  pour  limite 

r(p^q)B(p,q) 
en  posant 

(3a)  B(p,g)=  j     acos'/'-'çsin*»-'©  rfo; 

en  écrivant  que  ces  deux  limites  sont  les  mêmes,  on  a  la  relation 

(33)  r(p)r(q)  =  T{p  +  g)B{p,q). 

L'intégrale  B(/>,  q)  est  l'intégrale  eulérienne  de  première  espèce;  on 
[>eut  encore  l'écrire,  en  posant  sin'ç  =  t, 

34)  B(/>,  ?)=  f't'i-^{.i-t)P-^dt. 

La  formule  (33)  ramène  le  calcul  de  la  fonction  B(p,  q)  à  celui  de  la 
Oïjclion  r.  Si  l'on  y  fait,  par  exemple,  p  =  q  =  -,  W  vient 


par  suite  ri  -  j  =  v^r.  La  formule  (3i)  donne  alors 

•.'0 


.  +  «> 

e-^  '  dx  = 

'0 


D'une  façon  générale,  en   faisant  q  =  i — p  et  supposant  p  compris 
*i»tre  o  et  I,  on  a 

r(/,)r(i-/,)  =  B(/,,  ,-/,)=y'(^y"'^; 

On  verra  plus  tard  que  cette  intégrale  a  pour  valeur  -. • 


3l6  CHAPITRE   VI.    —    I^TÉGRALE9   DOUBLES. 

135.  Intégrales  de  surface.  —  La  «léllnition  des  intégralei  Je  sm^r^r- 
Jace  est  analoguo  à  celle  des  intégrales  curvilignes.  Soit  S  une  port  ^^Son 
de  surface  limitée  par  une  ou  plusieurs  courbes  limites  C.  Nous  sup^cmo- 
serons  que  cette  surface  présenle  deux  côtés  distincts,  que  si  l'dn  pei  iit, 
par  exemple,  un  des  eûtes  en  rouge,  l'autre  en  bleu,  il  esl  itnpo><'il>le  île 

passer  du  côté  rouge  nu  cfitë  bleu  ])ur  un  eliejiiin  continu  situé  sui —  la 
surface  saus  francitir  une  des  courbes  linillcs  (').  Regardons  la  surfac*^^  S 
comme  une  surface  matérielle  aj'ant  une  certaine  épaisseur  et  soient  m, 

m'  deu\  points  infiniment  voisins,  jiris  sur  deu\  ciHés  diiïérents.  Men^^^ns 
au  point  m  la  normulc  mn  qui  oo  tra\crsc  pas  la  surface;  on  dira,  p^^^ur 
abréger,  que  la  direction   ainsi   dclinic  sur   la   normale   correspond  à  ce 

cûté  lie  la  sirrface.  La  direrlinn  <ic  la  normale  à  l'autre  côté  de  la  surf  ^ace 

au  point  m'  sera  opposée  à  la  première. 

Cela    posé,    soit   z=i^(x,  y)  l'équation   d'une   portion   de   surface 
limitée  par  un  contour  r,  qui  n'est  rencontrée  qu'en  un  point  au  plus 
une  p»r;«llèli'  à  Oz\  fa  fonction  ç(x,  _)')est  continue  à  l'intérieur  d' 
région  A  limitée  |>ar  un  contour  C  qui  est  la  projection  de  F.  Il  est 
dent  que  cette  surface  S  présente  deux  ci'jtés;  les  directions  corresp 
Jantes  de  la  normale  font  respectivement  avec  Oz  un  angle  aigu  ou 
angle  obtus;  nous  appellerons  côté  supérieur  celui  pour  lequel  la  n> 
maie  fait  un  angle  aigu  avec  O;.  Soit,  d'autre  part,  Pijr,  k,  -s)  une  fo 
tion    continue   des   trois   vnriables  .t,  y,  ^  dans    une   certaine   région 
l'espace    reufermant   la    surface    S.   Si    l'on    y    remplace  s    par  la  fo  *>c- 
tion  f{x,jr'),  le  résultat  est  une  certaine  fonction  des  deu%  variable  ^x 
ei  jr  seulement  et  il  est  naturel,  par  analogie  avec  les  intégrales  cuc~  vr- 
lignes,  d'appeler  intégrale  de  surface  l'intégrale  double 


<35) 


/  /   P[-r.7,  o(^x,y)]dxdy, 


étendue  à  la  région  (A)  du   plan.  Imaginons  les  coordonnées  (x^  y,    •*)! 
d'un  poini  de  S  exf)rimées  au  moyen  de  deux  varialde*  auxiliaires  uet  «^  *J* 
façon  que  celte  surface  correspoudc  point  par  [>oinl  d'une  façon  univoq^** 
à  une  porlion  R  du  plan  (u,  v).  Soient  rfa  l'élément  de  surface  S  *•     "Tl 
l'angle  aij;u  que  fait  avec  Oz  la  normale  au  cûté  supérieur  de  S;  l'int.^* 
grale  double  précédeule  est  égale  {voir  n"'  13J,  132)  à  l'intégrale  dout»l* 


(36) 


/  /    P(^,  Yi  ■=)cosYt/-, 


où  l'on  suppose  T,y,  z  exprimées  en  fonclion  de  «  et  de  v.  Cette  nouvcf'e 
expression  est  plus  générale  que  la  première,  car  cosy  est  susceptibit*  oe 


C)  Il  est  très  facile  de  former  une  surface  ne  satisfaisant  pas  à  celte  condi- 
tion. Il  n'y  a  qu'à  déformer  une  feuille  de  piipicr  rectangulaire,  telle  qucAtiCI). 
de  façon  ji  coller  It;  cûlé  BC  sur  le  côté  AD,  le  point  C  venant  en  .\.  et  îc  point B 
en  D. 
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|fprendre  deux  valeurs,  suivant  le  cùlé  de  la  surface  que  l'on  considère. 
iDans  le  t-as  considéré  jusqu'ici,  ûii  l'angle  ^  '-■*t  3'g"i  nous  dirons  que 
il'inlégralc  double  (35)  ou  (36)  est  l'intégrale  de  surface 


<37) 


.17 


P(jr,  j',  x)dxdj-. 


étendue  au  cùlé  su|)éi'ieur  ih;  la  surface  S.  Mais  si  l'on  prend  pour  y 
l'angle  olnus,  tous  les  clcirienls  de  l'inlé^ralc  double  seront  chang-és  de 
signe  cl  l'on  dira  que  la  nouvelle  îiilégrale  double  représente  rititègrale  de 

surface    /   /  T  dx  dy  étendue  au  cûlé  inférieur  de  S.  En  résumé,  Tinlé- 

gralc  de  surface  /  /  Y*  djc  dy  est  égale  à  di  l'iniégrale  double  (35),  sui- 
vant le  côté  de  la  surface  S  sur  lequel  on  lu  prend. 

Celte    définition    permet   de   compléter  l'analogie   entre   les  intégrales 
•impies  et  les   inté^'rales  doubles.  Ainsi,  dans    une  inlcgrale   simple,  on 

i change  le  signe  en  renversant  les  limites,  tandis  que  jusqu'ici  nous  n'avons 
rîen  vu  d'analogue  pour  les  intégrales  doubles.  Avec  la  délinitioii  généra- 
lisée d'intégrale  double,  on  jjcut  dire  que  l'intégrale    /  j  /(  r,  y)  dx  dy, 

que  nous  avons  étudiée  jusqu'ici,  est  l'intégrale  de  surface  étendue  au 
cAté  supérieur  du  plan  des  ry,  tandis  que  la  même  intégrale  changée  de 
signe  représente  l'inlégrale  double  prise  sur  le  côté  inférieur.  \u\  deux, 
sens  de  parcours  pour  une  intégrale  sim[)lc  corrcspondt.-nt  les  deux  côtés 
du  plan  des  xy  pour  une  iiiléLjfab;  double. 

L'expression  (3(5)  d'une  iiilégrale  de  surface  n'exige  pas  évidemment 
que  la  surface  ne  soit  rencontrée  qu'en  un  poiul  au  |t]us  par  une  paral- 
lèle k  Os.  On  définira  de  la  même  façon  les  intégrales  de  surface 

JJ^ix,y,z)dydz,    JjK{x.y,s)dxdz, 

et  l'intégrale  plus  générale 

1  I  P{T,  y,  z)dxdy-hQ{x,y.  s)dyd3  -^  R(^.  J,  s)dzdx; 

celle  dernière  peut  encore  s'écrire 

i  /  /  [Pcosy^- Qcosa -H  R  cos^]  (/3', 

^H^,  Y  désignant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction  de  la  nor- 
^kféle  qui  cijrrcspnnd  au  cûlé  choisi  sur  la  surface. 

Les  intégrales  de  surface  sont  surtout  utiles  en  Physique  (uathémaltque. 

136.  Formule  de  Stokes.  —  Soit   L   une  courbe  gauche,  le  long  de 
laquelle  les  fonctions  V(x,y,  s),  Q(x,  y,  s),  ^(x,y,  s)  soni  continues. 


'iA  OL^niBB  Ti.  —  crnsaïus  dociles. 

ir-s*  e  oa^  te  L.  ^  teânic  Maum!  me  ntè^nle  carviiîgne  prise  le  long 
■  me  -Mime  3i*Be  t"  B  .  ^  inu*  t»  T'ï^ûadroas  pas.  Si  la  coarbeL 
■ss  ^r-nerf.  lie  -^  le— >mDt»s-t  ^■^•h!alIlllSlC  ea  trois  intégrales  curvilignes 
rrse*  'i  ausc  le  nirae*-  uaiU!?-  ime-s.  E«  appliquant  à  chacune  d'elles 
1  iirauii:  te  îâ-^-o.  •»  ^  'ir  m  «a  veaz  remplacer  cette  intégrale  carvi- 
.:2re  'ar  x  -jmme  »  -me-  nns^ruis  ÎDaMes.  L'introduction  des  inlé- 
.rne*   ;e  -«rrattr  îrLuitE  r"-^i«:ï5- -r^s  saipliemeat  le  résultat. 

îLxBE  .oiunre  aiir  -i.miHE  m:  -«râc?  5  i^aat  deux  côtés,  que  nous  sup- 
«iM^r^ii».  MUT  SET"  as-  »«esfc  iwin-j  j*r  une  seule  courbe  T,  à  chaque 
.■\e  e  A  «rrK^  "?i.  .iCHtnc  oc  aet  in  parcours  direct  sur  le  contour  T. 
•»■!*  rr"as-  k  «ŒTFatuir  -aiT^aru  £a  m  point  M  du  contour  menoDS 
,  nr-'iL-'i  l.~  «  1  airraaâ*-  on  ->rT"SH}nd  au  côté  considéré,  et  imagi- 
i«»  a  ««sfTieïr  .rsKi  es-  vers-  ira  X  et  la  tète  en  n.  Nous  appelle- 
-tfr  ..•3  i— T'  î  «as-  laas-  eTuc*  m  >bservatenr  doit  décrire  T  ponr 
Tti'r  •-»  _i«cï*  *  -«rracs-  t.  kiïx  irox  :-.ités  de  la  surface  S  correspon- 
rut     t-tx   -«a-    i:— r;s   -oini»-*-  -«r  e  nnttiur  F. 

..-i  «.— .  '«siêmia-  r  jwr^  aae  ponioa  de  surface  S  qui  n'est  ren- 
•im~T  s  -s  B  «KOI  .B  nua-  sur  lae  paralléi«  à  O^  et  supposons  le 
-r>-t<or      r:~^  wsi.    I    bsusHZuOC  saioiurï  a^r  ia  yt^.  3o. 


»u.    •  ttii  nr    *   t.î  5   •■■r-i-K!.!n.f  n  :   a:    ir  Krnié  C  5ur  le  plan  des  x/, 

.    •:>  it'i-w  -lu.  ..i.~  r.>o--  i^Tr-:*  -j;!  ai^a:^  temp<dan$  le  sens  indiqué  par 

e^    ff:-!!.'".    Tt^î^a.îas  pur  F  jr.   »     .:     une    fonction    continue   dans  une 

jwr>j>>a    ri.'  .•■«.l'.-ï  r-n:'<nnjnt  S  et  par  z  =  ^.x.y)  l'équation  de  celle 

>«u-":ioî.   L':aKi:çrkl-:   rarrilijne    1    Pu:,   y.  z)dx  est  identique  à  l'inic- 


m.   —   EXTEWSION   DE    L,\   NOTION    D  INTÈCBALE   DOITBLE. 
lie  curviligne 


3ig 


prise  le  long  de  la  courbe  plane  G.  A|i|iliqnons  à  celle  dernière  la  formule 
de  Green  (11°  126)  en  posant,  [lour  ]»lu5  de  prêrision, 


i'i^,J')  =  i'[-^,y,  o{a:,y)]. 


On  a 


à\'{x,y)  _  dP       dP  àf  _<)P  _0P  cosp 
dy  dy        âz  dy       ày        ds  cos"^ 


en  appelant  a,  p,  -(  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  direction   de  la 

normale  correspondant  au  côté  supérieur  de  S,  ei  la  formule  de  Green 

.donne 


t 


I    V{x,  y)cix^  i    I    (1- cos  3  —  X- cosY  ) =^, 

-/ci  J  ^U^'^'         "^        èy        'y    cosY 


l'intégrale  double  c'tant  clcndue  ù  la  région  A  du  plan  intérieure  nu  con- 
tour C.  Le  iccond  memijie  n'est  autre  cIkjsc  que  l'intégrale  de  surface 

yj('iL\o,?-'|^cosY)rf.-, 

prise  sur  le  cAlé  supérieur  de  S,  cl  nous  pouvons  écrire 

Ji     P(x,y,z)dx=l    t  -r- dz  dx -~dxdy. 

La  formule  subsiste  cvidemmenl  quand  on  change  le  cité  de  la  surface, 
pourvu  qu'on  change  en  inéinc  temps  le  sens  du  parcours  de  P,  et  elle 
-*lend  comme  la  formule  de  Green  à  une  surface  de  fornie  quelconque. 
^B  permutant  circulaircmenL  a-,  _>',  z,  on  a  deus  formules  tuiites  pareilles 

f^^QÇx,y,.,dy^f£^^dxdy-'§dyd., 
f^^R(x,y,.)d.^fJJ^dyd,-f^dxd.; 
n  les  ajoutant,  on  parvient  ù  la  formule  générale  de  Slokes 

\J  P(^yy,  *)<^— Q{a?,r.  i)f^r-*-  'U.*. >'.  «)«''» 


1Î8) 


/àP        fJRX 


I  =/I(s-|)-''-G^s)*-nï3-sj-- 


1^  itns  de  parcours  du  contour  (F)  et  le  culc  de  la  surface  auquel  on 
ét(Dd  l'inlégrale  double  se  correspondent,  comme  nous  l'uvons  indique. 


_     —  -       ._-:^  ::2  Z"  a;»MÉTRiQÇB. 


rra^.  -iBOieploshuliBi 

i_r-   ~«i-i  1«  génâiWB 
■r-:  ':-g  par  le  plw  : =• 

p.   -      î'.Si3=//-/ 
iasi  jii^apoornjns- 


\u--c 


^~  Jl  de  la  sïCli'Ji 


P-s 


:  ini  iji  égal  à  1» 

.a-i  _-:iéscoinmf 

.  .  w     =ilt'  par  ""*' 

■  -    .   :^:-.r  îiirlace  «n 

.         "2  iura  à  cal- 

•T  .Tiif r.  La  for- 

.x;    :•?  entre  deux 

:■:    r.7."j:v  Je  forme 

^    i   :  i^»  i."^  volume 

.  :î  .  .^■.-•r\allo(rt.  b) 

-. -r„_..^el 

::*  i:>rri;5pondant 

:ir.:e    f\\.dxeilU 


-i-t(-r,~  J•,■_^  I. 


I 
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dont  la  significalion  géométrique  eslévidenle,  car»l.|_,(a;,-  —  J^j_i), 
par  exemple,  représente  le  volume  d'une  tranche  cylindrique  ayant 
pour  base'la  section  faite  par  le  plan  x  =  xut,  et  pour  hauteur  la 
distance  des  deux  plans  voisins.  Le  volume  cherché  est  donc  la 
limite  d'une  somme  de  tranches  cylindriques  infîniment  minces, 
définies  comme  la  précédente  ;  ce  qui  est  bien  conforme  à  la  notion 
vulgaire  du  volume. 

Si  l'on  connaît  l'expression  de  l'aire  X  en  fonction  de  x,  le 
volume  cherché  s'obtient  par  une  seule  quadrature.  Supposons, 
par  exemple,  qu'on  veuille  avoir  le  volume  compris  entre  une  sur- 
face de  révolution  et  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe.  Cet  axe 
étant  pris  pour  axe  des  x,  soit  z  =/(x)  l'équation  de  la  méri- 
dienne dans  le  plan  des  xz,  la  section  par  un  plan  parallèle 
au  plan  des  yz  est  un  cercle  de  rayon /"(a:)  et  le  volume  cherché 

a  pour  expression  t  /    [/{x)Ydx. 

Cherchons  encore  le  volume  de  l'ellipsoïde 

xi  yi         3» 

compris  entre  les  deux  plans  x  =  Xo,  jr=:X.  La  section  par  un 
plan  parallèle  à  .r  =  o  est  une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont 


égaux  à   il/i ï»  ^l/' 1»  °"  ^   donc   pour  le  volume 

cherché 

Pour  avoir  le  volume  total,  il  suffira  de  prendre  Xq  =  —  «,  X  =  a, 
ce  qui  donne  ^  Ttaèc. 


138.  Volume  limité  par  une  surface  réglée.  —  Lorsque  l'aire  A,  est  une 
fonction  entière  et  du  second  degré  de  x,  le  volume  s'exprime  très  simple- 
ment au  moyen  des  aires  B,  B',  b  des  deux  sections  extrêmes  et  de  la 
section  moyenne,  et  de  la  dislance  h  des  deux  sections  extrêmes.  Si  l'on 
prend  le  plan  de  la  section  moyenne  pour  plan  des^^,  on  a 


=/. 


a* 


{lx*-\-imx -\-  n)dx  =  il  -^  -\-  a/ia; 
G. 


cmuutCS  O0CBLE8. 


K  =  U^  ~  %M»a -i- m,        B'=:la*—tma  +  n, 


e= -»«**=■  —  BT  —  ib,  ce  qui  coodoit  è  la  for- 


«  =  it»-»-4*I. 


limité  par  deux,  plant 

Saicat,  ea  effet,  y  =  <ix  +p, 

«é  «,  b.  p.  q  sont  des  foac- 

^<  rrricaaent  à  leurs  valears 

décrit  Hoe  surface  réside 

psr  aa  plan  parallèle  iu 


■=   f     (** — a'\i  f  r  — 


•f  >dt. 


étm.é,pt,f  par  nppart  à  /  ;  ces  dériTc« 
«•  ■■  •■«Are  fiai  4»  valeurs  de  /  entre  I, 
la  smrtm!*  nêjfëe  m  rwpww  de  plusieurs  mor- 
cscsce  eciiie 


-/ 


a**  A 


/- 


■ph"\dt. 


»  de  <-.  U 


ce  w% 

TaiMptaJa 
d^i«4*;  «a  p<«t  roMar^MT  ^'cM 
'  «a  tiamitn»  i!!liuii.a taire. 


l^P 


■r  scvKiad    membre   «onl   rvidcmOti 
(4a)  est  doac  applicable    au   volunir 
'.  «loaaeia  plapart  des  volumes  que  l'on 


*•'  PB.  Prohièae  de TiTÛni Sur  on  ravon  0.\  d'une  <.|>bcre  de  ravonR 

diantre  dêtrtTOB*  na  crrrle  C,  et  proposnns-nous  de  Iroiner  le 
'  de  U  |*«.»rtioa  de  sphère  iaiôneure  au  eNlindre  de  rcvoluiii>n  ay»«l 
sectioa  ilnMie  le  cercle  C.  Le  centre  de  la  «.pliére  étant  pris  pour  ori- 
pae,  le  quart  da  voluaie  cherché  est  ^gal  à  Tiotégrale  double 


j  =  fj^^*-xt-ydx  dy. 


rtendue  au  deiui-cerclc  décrit  sur  OA  comme  diamètre.  Si  nom  passol 
■ii\  i-iiKriloniii'os  polaires  p,  <o,  l'angle  lo  pourra  varier  de  u  à  ~  et  p  de  o 
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i  R  cos  eu,  et  l'on  a  encore 


j=  j     diùj  pv^R»-p«rfp  =  -J      ^[(Rt_pi).J,         d^ 


Si  l'on  retranche  de  la  sphère  la  portion  intérieure  au  cylindre  considéré 

Fig.  3i. 


^^    au  cylindre  symétrique  par  rapport  à  0.s,   le  volume  de  la  portion 

•"^^lante  est  égal  à 

4     ^.      8R»/it       2\       if) 


3.K._-(:_-)=^ 


R». 


''  aire  û  de  la  surface  de  la  sphère  intérieure  au  cylindre  précédent  est 
''^nnée  de  même  par  la  formule 

U  =  4  /  /  /n- />»-+- y  ««te  dy  ; 

•"^ïnplaçons  p  et  q  par  leurs  valeurs et  —  — >  et  passons  aux  coor- 

"onnces  polaires.  Il  vient 

'^0  encore 

■K 

Û  =  4R«   r'(i  — sin«u)rfu>  =  4R»/^  -iV 
Si  l'on  retranche  de  la  surface  totale  de  la  sphère  la  portion  intérieure  aux 


deux  cylindres,  l'aire  de  la  pan.»,  . 

140.  Calcul  d'intégrrales  définies  particulières.  —  Les  difTén 
ihéorèmes  qui  ont  été  établis,  tels  que  les  théorèmes  sur  la  di 

rentiation  ou  l'intégration  sous  le  signe  / ,  permettent  quelque 

de  calculer  la  valeur  de  certaines  intégrales  définies,  sans  que  1 
connaisse  l'intégrale  indéfinie.  Nous  allons  en  donner  quelq 
exemples. 
Soit 

la  formule  de  différentiation  sous  le  signe  /  donne 

d\  _  loR(i-4-  g')        r*  xdr 

dot  ~       i-(-a'  J^     (n-  txx)(i-hx*)' 

Mais  on  a,  en  décomposant  en  fractions  simples, 

X  _i/ar-4-a  *\ 

(i-H  iix){i-h  X*)  ~  1  +  a'  \n-ar*        i  -t-  axj 

et  par  suite 

J/.«            xdx                      log(i-4-««)            a 
f     ; 77 r:  = ; v. — l i  arc  lanfrx. 
'^     (i-H  aar)(i-i-ar*)               2(n-a»)          n- a'  *' 

Il  reste  donc 

dk            a             .                loe(n-a') 
-,-  = i  arc  langa  -i ^^^ — -', 

et,  en  observant  que  A  est  nul  pour  a  =  o,  on  peut  écrire 

/""loRCi-t-aî)  j      r"    « 

A=   /      — ; —-dx-h  I      T  arc  lanKacra: 

en  intégrant  par  parties  la  première  intégrale,  il  vient 
A  —  -arc  langa log(i  -4-  a'). 
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Considérons  encore  la  fonction  xy\  elle  est  continue  lorsque  x 
varie  de  o  à  i,  et_y  de  a  à  i>,  les  deux  nombres  a  et  i  étant  posi- 
tifs. On  a  donc,  d'après  la  formule  générale  (n"  123), 

Jf    dx  I    xTdy  =  I    dy  j    xvdx. 

xydx-=( \   =: — »    et,    par    conséquent,    le 

second  membre  a  pour  valeur 

D  autre  part,  on  a  aussi    /    xydy  =  {-, )   ^  -; ,  et   il 


vient 

•  X* — x" 


D'une  façon  générale,  soient  y{x,y),  Cl(x,y)  deux  fonctions 
telles  que  l'on  ait-r-  ^  -j^>  et  aroj  ^ii yoi y\i  des  constantes.  On 

a,  d'après  la  formule  d'intégration  sous  le  signe   /  , 

c'est-à-dire 

(40    f  \T'{x,y,)-V(^x,y,)\dx=  f  ' [Q(xuy)-Q(x„y)]dy. 

Cauchy  a  déduit  de  là  un  grand  nombre  d'intégrales  définies.  La 
formule  (4 1)  se  rattache  d'ailleurs  de  la  façon  la  plus  simple  à  la  for- 
mule de  Grcen,  dont  elle  n'est  au  fond  qu'un  cas  particulier.  Il 
suffit,  en  effet,  d'appliquer  cette  formule  à  l'intégrale  curviligne 

/P  dx  -f-  Q  dy,  prise  le  long  du  contour  du  rectangle  formé  par 

les  droites  a:  =  d^o»  ^  = -^1  >  .y  =.^05  y  =  J'i  • 

Voici   encore  un  exemple  d'intégrale  définie  calculée  par  un 
artifice  tout  particulier.  L'intégrale 

F(o)  =   /     log(i  —  2*cosx+!i*)dx 
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a  une  valeur  finie  pourvu  (]i)r  |al  soit  diflercnl  de  un.  Celle 
lion  F{%)  possède  its  propriélés  suivantes  : 
I»  F( — a)  —  F(a).  En  elTel,  on  a 

F(— a)=   /      log{i-H  2  a  cosar-+- a')<te, 

ou^  en  changeant  x  en  r.  — j% 

F(— a)=   /     lûg(i  —  a«  cos_>' -h  !i*)</k  =  F(a). 

a"  F(a'')=  aF(a).  Nous  pouvons  écrire  en  effcl 

aF(a)  =  F(«)-»-F(— «), 

iF(a)=    /      [log^i  —  aa  cûsj"-t- a')  H- log(i-Haaco8a?-4- a»)J  </j- 

•'0 

=    I      log{i  —  as' cosax-t- a*;  rfx. 

Posons  2x=y,  il  vient 
■  1    /•"  I    r"^  ^^ 

aF(a)  =  -    /      log(i  —  aa'cosj' -+- a*)c(y--t-  -   /       log(i — 2a*  coaj' -^- z*)dy 

si  dans   la    dernière  intégrale  on   pose  encori!  j' =:  air  —  s,    ooi 

trouve 

log(i  — 3a«co9^-t-«*)rfX  =   /      log(i  — aa«eo$<-+- a*)«£» 

cl  par  suite 

aF(a)=  -  F(««)-t-  -  F(»»)=  F(a'), 

De  la  rormule  précédente  on  déduit  successiveaient 
F(a)  =  i  F(«t)=  i  F(a*)..  .=  ^  F(a«-). 

Remarquons  maintenant  que  si  |ot|  est  inférieur  à  un,   a''   tend 
vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment;  il  en  est  de  mémel 
de  F(a'"),  car  le  logarithme  lend  vers  zéro.  On  a  donc,  si  |aj  <!, 

F(a)  =  o. 


u 
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rsque  |a|  est  supérieur  à  un,  ou  a,  en  posant  a  =     , 


3j7 


F(a)=  f    ]og(i 


^) 


dx 


101  étant  inférieur  à  un,  il  reste 

L'iniégrale  définie  I'(a)  est,  comme  on  voit,  une  fonction  discon- 
'••nue  de  a,  pour  les  valeurs  a  =  ±  i . 

i  41.  Valeur  approchée  de  Iogr(n  h-  i).  —  On  peut  employer  aussi  des 
artifices  1res  vaiics  pour  avoir,  sinon  La  valeur  exaele,  du  moins  une 
Valeur  approchée  d'une  intégrale  définie.  Nous  allons  en  donner  un 
**etnple.  On  a,  par  définition 


r( 


«  +  !)=    f 


a-^fi-'rfr; 


'*  fonction  r"e-''  est  maximum  pour  oc  =  n  et  «a  valeur  maximum 
*«t  n"e-".  Lorsque  x  croit  de  o  à  n,  a-"e~'^  croit  de  o  à  «"«-"(/i  >o), 
^^  lorsque  x  croit  de  n  à  -+-»,  a:" g--*  décroît  de  rt"e-"  à  o.  La  fonc- 
tion «««-»«—**  croit  de  même  de  o  à  «"e-™  lorsque  i  croit  de  — x  à  o, 
pour  décroître  ensuite  de  n"e-'^  à  o.  lorsque  (  croît  de  o  à  -+- ».  Nous 
pouvons  donc,  en  faisant  le  changement  de  variable 

<  4a)  ^«g_x_  n''e-'*e-'', 

'^*»re  correspondre  les  valeurs  de  x  et  de  (  de  telle  façon  que,  t  croissant 
"'^  — «  à  -f-  00,  X  croisse  de  o  à  -t-  ». 

'1  nous  faut  encore  cah;uler  -^  •  En  prenant  les  dérivées  logarithmiques 

****  deux  membres  de  la  formule  (ji),  il  vient 


dx 


■xtx 


dt         X —  B 

■^'aolre  part,  on  a  aussi,  d'après  la  formule  {\i), 
l*  =  X  —  n  —  n\o^{-\ ' 

''oions,  pour  faciliter  le  calcul,  .r  =  n  -+-  a  et  développons  log  fin —  j 
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par  la  formule  de  Taylor  limitée  au  second  terme  ;  nous  trouvons 
0  étant  compris  entre  zéro  et  i.  On  en  tire  successivement 

et  la  formule  du  changement  de  variable  donne,  par  suite, 
r(/i -t-i)  =  2n''e-"4/"    /        e-''dt-i-in"e-''  f      e-'*(i — ^)tdt. 
La  première  intégrale 

f       e-''clt  =  a  /        e-'*dt  =  /«• 


Quant  à  la  seconde  intégrale,  on  ne  peut  la  calculer  exactement,  puisqu'on 
ne  connaît  pas  0,  mais  il  est  facile  d'en  trouver  une  limite.  En  effet,  entre 
—  00  et  zéro,  tous  les  éléments  sont  négatifs;  ils  sont  tous  positifs  de  zéro 


,    /       est  moindre  en  valeur 

-+-  , 

absolue  que  I        te~''dt  =  -•  Nous  pouvons  donc  écrire 
«/o  ^ 

(43)  T{n-hi)=  )/rKn"e-"(\/i  ■+-  -^]> 

to  étant  compris  entre  — i  et  -H  i. 

Si  n  est  un  nombre  très  grand,  —^  est  très  petit,  et,  en  prenant  pour 
valeur  approchée  de  T{n  -¥■  i), 

T{n  -H  i)  =  «"«-"/anir, 

l'erreur  relative  est  très  petite,  quoique  l'erreur  absolue  puisse  être  con- 
sidérable. Kn  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  la  formule  (43), 
on  a  aussi 

(44)  logr(rt-!-i)  =  f/n-  Mlogn  — «  -f- i  log(2r) -t- s, 

e  étant  très  petit,  lorsque  n  est  très  grand.  En  négligeant  e,  on  a  ce  qu'on 
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appelle  la  valeur  asymptotiq ne  de  logr(rt  -v- 1).  Cette  formule  est  intéres- 
sante, parce  qu'elle  nous  fait  connaître  l'ordre  de  grandeur  d'une  facto- 
rielle.  ^    j  -».--  ^ 

iiâ.  Théorème  de  d'Alembert.  —  La  formule  d'intégration  sous  le 

signe    /  s'applique  à  toute  fonction  f{x,  y)  continue  dans  le  rectangle 

d'intégration.  Si,  en  calculant  de  deux  façons  différentes  l'intégrale  double 
d'une  fonction  /(x,  y),  on  obtient  deux  résultats  inégaux,  on  peut  donc 
affirmer  que  cette  fonction  est  discontinue  en  un  point  au  moins  du 
champ  d'intégration.  Gauss  a  déduit  de  cette  remarque  une  élégante 
démonstration  du  théorème  de  d'Alembert. 

Soit  F(5)  un  polynôme  entier  en  z  de  degré  m,  dont  nous  supposerons, 
pour  fixer  les  idées,  les  coefficients  réels.  En  remplaçant  z  par 

p(cosaj-i-  (sinu)), 

et  séparant  lus  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires,  on  peut  écrire 

F(^)  =  P+»-Q, 
en  posant 

P  =  Vop"  cos/ww  -\-  Aip'"-'cos(/n  —  i)w-(-. . ., 
Q  =  Aop"*  sin/nw  -)-  Aip""-'  sin(m  —  i  )a)  H-.. .. 

p 

Soit  V  la  fonction  arctangpr;  on  a 

Q^Z_p^  Q^Z-P^ 

d\  _^  dp  dp  d\    _^  du>  du> 

0;.  ~       ps-t-Q«      '        dia~       P»-i-Q*      ' 
et ,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  développer  le  calcul,  on  voit  que  la  dérivée 


seconde  -t — r—  est  de  la  forme 
dp  dm 


d^W  M 


ùpdta       (P'H-Q»)* 

M  étant  une  fonction  continue  de  p  et  de  w.  Celte  dérivée  seconde  ne  peut 
devenir  discontinue  que  pour  les  systèmes  de  valeurs  (p,  w)  qui  annulent 
à  la  fois  P  et  Q,  c'est-à-dire  pour  les  racines  de  l'équation  F" (.s)  =  o.  Si 
donc  on  démontre  que  les  deux  intégrales 

sont  inégales,  pour  une  valeur  donnée  de  R,  on  peut  en  conclure  que 
l'équation  F(2)  =  o  a  au  moins  une  racine  de  module  inférieur  à  R.  Or  la 

seconde  intégrale  est  toujours  nulle,  car  on  a    /  .     rfw  =  1  —  > 


33o 
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dV 


el  -  -  est  une  fonction  périod  ique  ili:  <<>,  lic  période  2  ic.  Calculons  de  même 
la  première  intégrale;  on  a 

dVlP=« 


àV 
L'i  un  calcul  facile  monlre  que  —-  est  de  la  forme 

à\  _  —  m  A,'p""-i-. .. 
5o>  Aîp«"'-v-...       ' 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  inférieur  à  am  en  p,  el  le  numérateur 
n'ayant  pas  de  terme  indépendant  de  p.  Lorsque  p  augmente  indéfiniment, 
le  second  membre  a  pour  limite  —  ni  ;  on  peut  donc  choisir  R  assez  grand 

pour  cjue  la  valeur  de  —  >  pour  p  =  R,  soit  égale  à  —  m  -<-  e,  e  étant  infé- 


dui 


rieur  a   rn  c 


I      (— m-(-s)</u>  est  évidcm- 

0 

luent  néj^'alive  et,  par  conséquent,  la  première  des  intégrales  (4^)  ne  peut 
être  nulle. 


EXERCICES. 

1.  En  un  point  quelconque   i\t  de  lu  ciiuînette  définie  en  coordonnée 
rectang^ulatres  par  l'équation 


^^(e'.-HC     '•), 


on  mène  la  tangente  que  l'on  prolonge  jusqu'à  son  point  de  rencontre 
avec  l'axe  0:r,  puis  on  fait  tourner  la  figure  autour  de  cet  axe.  Exprimer 
la  dilTérence  des  aires  ilécrilfs  par  l'arc  de  cliainctte  AM,  A  étant  Je 
sommet  de  la  ckalnelte,  et  par  la  tangente  MT  :  1°  en  fonction  de  l'abs*! 
cisse  du  point  M;  a°  en  fonction  de  l'abscisse  du  point  T. 

[LicKNcK  :  Paris,  1880.] 


2.  Soient  Ox,  O/,  Os  trois  axes  rectangulaires.  Une  surface  réglée  estj 
engendrée  de  la  manière  suivante  :  le  plan  sO\  tourne  autour  de  Ox;  l«l 
génératrice  D,  située  dans  ce  plan,  fait  avec  O.:  un  an^le  constant  dont] 
la  tangente  est  jk;  elle  intercepte  sur  OA  un  segment  OC  égal  à  ).<iO,  a 
désignant  une  ligne  donnée  el  6  l'angle  des  deux  plans  zOx,  xOX. 
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Calculer  le  volume  limité  (lar  h  surface  réglée  et  les  plans  xOy, 
fXOx,  ;0A,  l'angle  0  ries  (k'u\  ikinïers  étant  moindre  que  -itt; 

Calculer  l'aire  de  la  pnclion  de  surface  limitée  par  les  plans  xOyt 


iOA. 


[Licence  :  Paris,  juillei,  1882. J 


3.    Soient  Oa-,  Oy,  Os  trois  n^es   rectangulaires.  Calculer  le   volume 
'imité  par  la  surface  (Ju  paraboloTdc  elliptique  qui  a  pour  équation 


plan  des  ry  cl  la  surface  du  cjlindrc  li-x^  -+-  a^y*  =  a*b*. 

[Licence  :  Paris,  1882,  | 

■4.     Évaluer  l'aire  du   quadrilalèrc   curviligne   ilélerniiné  par   les  quatre 
►  niques  homofocales 

X  A  —  C* 


[ui  correspondent  aun  valeurs  -77)  — —^  — r— •  — ;—  de  ).. 


PÇ, 


[Licence  :  Besançon, 
3-    Les  axes  étant  rectangulaires,  on  considère  la  courbe 
y  =  v^2(sin  j-  —  cosa:), 


varunl  de 


4 


•  On  demande  de  calculer 


»"  L'aire  comprise  entre  celte  courbe  el  l'axe  des  a:; 

*'  Le  volume  engendré  par  celle  aire  en  tournant  autour  de  O.v; 

^'  La  surface  qui  limite  ce  volume, 

[Licence  :  Montpellier,  i8g8.] 

**-   Les  axes  Ox  ci  Oy  étant  reclaiigulaiies  et  A  et  B  ctnnt  deux  points 
®  l'axe  Oy,  calculer  l'inlégrale  curviligne 

1  [^(y)^'  —  fny]dj:-h\Y{y)e'  —  m](iy 

P^*e  le  long  d'un  chemin  quclcotupi»'  AMB,  allant  du  |»iinl  A  au  point  lî, 
^"'s  limitani  avec  AB  une  aire  AMRA  Je  grandeur  donnée  S;  ni  désigne 
""e  constante,  et  <f(y)  une  fonction  continue  ainsi  que  sa  dérivée  <f'(y). 

[Licence  :  Nancy,  iSgS.] 

*■  En  évaluant  de  deux  façons  dilTérentes  l'intégrale  double 
/  /        e-'y  iinaj;  dy  dx, 
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..  t,  r        sinaa:    ,  ,    n 

démontrer   que  Ion  a     1         dx  =  ±-,    pourvu    que  a  ne    soit 

pas  nul. 

8.  Trouver  l'aire  de  la  portion  d'un  ellipsoïde  ou  d'un  hyperboloïde  de 
révolution,  comprise  entre  deux  parallèles. 

*9.  Aire  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux.  —  La  moitié  de  l'aire 
totale  ^\ù  est  égale  à  l'intégrale  double 


dxdy, 

j_ 

a»        6» 

étendue  à  l'intérieur  de  l'ellipse  6* ^* -+- «'^y*  =  a' 6*.  Parmi  les  moyens 
employés  pour  ramener  cette  intégrale  double  à  des  intégrales  elliptique*) 
un  des  plus  simples,  dû  à  Catalan,  consiste  dans  la  transformation    <3U 

n°125.  En  désignant  par  v  la  fonction  sous  le  signe  /  /  ,  et  faisant  varier" 

de  1  à  H-  X,  on  trouve  que  l'intégrale  double  est  égale  à  la  limite,  poi»  **  * 
infîni,  de  la  différence 

w«6/(ft— i) /-'_   (f«  — i)rff 

celte  expression  se  prosente  sous  forme  indéterminée,  mais  on  peut  éo  x~  "'■^ 

/>-    _  ...^  _    [v^FEMEEUT 


et  l'expression  écrite  plus  haut  a  pour  limite,  comme  on  le  voit  aisémen'i 


[     J    v/('— S)(>'— 1?) 


di> 


Vl"'-- ^^)(^'-'^^'). 
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*10.  Si  du  centre  d'un  ellipsoïde  d'a\es  2a,  a6,  ac,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  les  plans  tangents  à  cet  ellipsoïde,  l'aire  de  la  surface 

bc 
podaire  est  égale  à  l'aire  d'un  ellipsoïde  dont  les  demi-axes  seraient  — > 

ac    ab 

T'T" 

[William  Roderts,  Journal  de  Liouville,  t.  XI,  i"  série,  p.  81.] 
11.  En  évaluant  de  deux  façons  différentes  l'intégrale  double  de 

étendue  à  l'aire  du  triangle  formé  par  les  droites  y  =  r,),  y  =  x,  ar  =  X, 
démontrer  que  l'on  a 

r  dx  r{x-yYf{y)dy=  f    i^ZZ^Ji:! /(y)dy. 

En  déduire  la  relation 

Ij  dxj   dx... J  /(x)dx=  ^T^^zTyï J    (^ -y)"Ay) <iy' 

Établir  de  même  la  formule 

I     X  dx  i     X  dx . ..   I     xdx  I     f{x)  dx 

et  vérifier  ces  formules  au  moyen  de  la  différentialion  sous  le  signe   /. 
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143.  Intégrales  triples.  —  Soii  F{x,y,  z)  une  fonclion  con-j 
limie  lorsque  le  poiol  M  de  coordonnées  rectangulaires  (.r,  ^, 
reste  dans  une  porlion  finie  de  l'espace  (E),  limit^-e  par  une  ou 
plusieurs  surfaces  fermdes,  Imaginons  celle  portion  de  Tespace 
décomposijn  en  portions  plus  [letites  (*?,),  (^a))  •-•  (^«)j  de 
volumes  r,,  Vj,  .  . .  v,,,  et  soient  ($<■,  T),-,  w,)  les  coordonnées  d' 
point  quelconque  »i,-  de  la  région  (e,).  La  somme 


(1) 


^^(Ç,,  irj,,  ;/)«V 


lend  vers  une  limite  lorsque  le  nombre  des  régions  (e,)  augmente 
indt^liniment,  de  façon  que  les  dimensions  de  chacune  d'elles 
lenileiit  vers  zéro.  Celle  limite  est  l'inU-graie  triple  de  lu  fonc- 
tion F(.2-,  j^,  5),  étendue  à  la  portion  (E)  de  l'espace,  cl  on 
représente  par  la  notation 


(a) 


fff  F^T.j-,  s)dxdyds. 

«/   J    ..',  Kl 


Nous  n'aurions,  pour  dcmonircr  l'cxtslcnce  de  celle  limite,  qu'à 
ri'-pélcr  ce  qui  a  été  dit  à  propos  des  intégrales  double;».  Les  inté- 
grales triples  se  présentent  dans  diverses  questions  de  Mécanique, M 
en  particulier  quand  on  clierche  la  masse  ou  le  ccntie  de  gravité 
d'un  corps  snlidc.  Supposons  la  région  (E)  remplie  d'une  sub- 
stance hétérogène  cl  soit  ]x{x,y,  z)  la  densité  en  un  point,  c'est-  B 
à-dirc  la  limite  du  rapport  de  la  masse  renfermée  dans  une  sphère 
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de  rayon  infinimenl  pelil,  cli'crîle  du  poinl  (x,  y,  z)  comme 
<:«nlrc,  au  volume  de  celle  sphère.  Si  jj.|  et  ^.,  sonl  les  valeurs 
xz3aximiim  cl  minimum  de  p.  dans  la  région  (e,),  il  esl  clair  que  la 
«Tnasse  renfermée  dans  celle  rèjjion  esl  comprise  entre  [XiVi  el 
l-«.,r,;  elle  est  donc  égale  à  ivF(f,,  t;/,  l^,),  le  poinl  (Ç/,  t,,,  Ç,) 
«3  tant  un  point  convenablcmenl  choisi  d«;  {e,).  La  masse  lotale  est 

«loDc  égale  à  l'intégrale  triple    l  /  j  y.cix  djr  dz,  prise  dans    lu 
K-^gion  (E). 

Le  calcul  d'une  intégrale  iriple  se  ramène  au   calcul  de  trois 

imé^raies   simples    successivcmeril.    Supposons    d'abord   que   la 

«-«gion  (E)  soit  lin    parallélépipède   reclangle  limité  par  les  six 

plans    j;  =  JJo,   x-=\,   y  =  yof  y  =  Y,    z  =  z<a,    z  =  Z.    Nous 

décomposerons    (E)    en    petits    parallélépipèdes    par   des   plans 

parallèles  aux   trois  plans   de  coordonnées.   Le   volume   de  l'un 

d'eux  a    pour  expression   (x/ —  uv.i  )0'* —J'*_)  )(-/—-/_,  ),   et 

nous  avons  à  chercher  la  liniile  de  la  somme 

"ù  le  poinl  (^ai,  "ruiih  v'*/)  ^st  un  point  quelconque  du  petit  paral- 
'él(îpi[iède  correspondant.  Evaluoeis  d':iljurd  la  portion  de  S  qui 
frovienl  de  la  file  d'éléments  compris  entre  les  quatre  plans 

X  =  X,--  ,,        r  =  j-,.        y  =7t-i,        y  =/*■, 

*?l    prenons  tous  les  points  (çia/.  t,,-^/,  X,ikt)  sur  la  droite  j:  =  j,_i, 
/  ==/»_! .  Celte  file  de  parallélépipèdes  donne  une  somme 

<^  nous  pouvons  comme  plus  Itaut  (n"  lï^3)  choisir  les  ^  de  façon 
l^e  la  somme  entre  parenthèses  soit  égale  à  l'intégrale  simple 

'^{Xi-i,yif-t)  =    /     F(j!r/_„^*_,,  i)ds. 
"Oqs  n'avons  plus  alors  qu'à  chercher  la  limite  de  la  somme 
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limilc  qui  est  précîsémenl  l'intégrale  doulilc 


,//• 


<i?{x,y)dxd/, 


clcndne   au    reclangle    formé    par    les    droites   .r-=zXoi   .r  :=:  \ 
y=y„^y  =  Y.  L'intégrale  IripJc  est  dune  égale  à 

•-  -T.        •• .» , 
ou,  en  remplnçanl  ^{x,y)  par  sa  valeur,  à 


(4) 


f    (IT  f    dy  f   V(T,y,z)dz. 
•/j-,        •<>,         ^it 


I>o  spiis  de  ce  symbole  est  bien  clair.   On  elFcclue  la  prcmï 
inlégraliiin  en  regardiinl  x  cl  y  comme  conslanls;  le  résultai  csl 
une  fonction  des  deux  variables  .r  el  >',   que  l'on  intègre  ensuitê^f 
eulr»,'  leîlimites  j'o  et  Y,  en  regardant  j."  comme  conslanl  et  >'CûHinie 
vîjriublc.  Le  résultat  tle  cette  seconde  intégration  ne  dépend  plus 
que  de  x,  cl  on  l'inlègre  de  nouveau  entre  les  limites  x^  et  X. 

Il  j'  a  évidemment  autant  de  manières  d'efTccluer  le  calcul  qu'il 
y  a  de  permutations  de  3  lettres,  c'est-ù-dire  G.  On  ])cut,  par 
exempte,  écrire  rinlcgrarc  triple 


/     ds  l     dx  I     F(T,y,  z)dy=         ^izjds, 

"'x,  -^x.  .V,  -'=. 


le  aii^ 


en  désignant  par  ^i''(-)  l'intégrale  double  de  F{x,y,z)  étendue 
rectangle  formé  par  les  drnitcs  x  ^  .ru,  x  =  X,  j>'  =:y^,y  =  Y.  On 
serait  encore  conduit  à  cette  expression  en  commençant  par  évaluer 
la  portion  de  la  somme  S  provenant  de  la  tranche  île  parallélépi- 
pèdes comprise  entre  les  deux  plans  voisins  ^  :=;/_,,  z  =  ;i;  e 
prenant  convonablcm^^nt  les  points  (Ç,  r,,  Ç),  cette  Iranclie  donne 
dans  S,  la  somme 

et  le  raisonnement  s'achève  comme  plus  haut. 


144.   Considérons  niaiutenanl   une  région   de  l'espace  limitée 
d'une  façon  quelconque;  on  commence  par  la  décomposer  etij 
régions  telles  qu'une  droite  parallèle  à  une  direction  flxe  conve 
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nabletnenl  choisie  oe  rencontre  la  surface  limite  qu'en  deux  points. 
Nous  nous  bornerons  au  cas  d'un  volume  limilé  par  une  surface 
qu'une  parallèle  à  Oj  ne  peul  rencontrer  en  plus  de  deux  poinls. 
L«s  points  de  celle  surface  se  projettent  sur  le  plan  xOy  à  l'inté- 
rieur d'une  aire  A  limitée  par  un  contour  fermé  C,  et  à  tout 
point  (x,  y)  de  A  correspondent  deux  points  de  la  surface  limi- 
tante, de  coordonnées  S|  =  ^^(x,  y)  et  Sg  =:  tpi(x,  y).  Les  fonc- 
tions '^,  et  <pa  sont  continues  à  Tinlôrieur  du  contour  C,  et  nous 

Fis  3î 


'•apposerons  Sj  <;  Oj.  On  décompose  encore  le  volume  considéré 
l"tr  des  plans  poralUMes  aux  plans  de  coordonnées,  mais  il  y  a  ici 
''^5  parties  irrégulières  qui  sont  des  portions  de  parallélépipèdes. 
'^   somme  des  éléments  provenant  de  la  file  comprise  entre  les 

i  plans  j:  =  Xi^,,x  =  Xi,y  ■.^yf,_,,j-  —yn  a  encore  pour  expres- 

Moh(q«12.4) 


(xi—Xi-i)(yi, 


-""-"W. 


P(Xi-i,y/i:-u  s)dz-*-  tik 


]■ 


'*  valeur  absolue  de  tu,  clanL  moindre  que  tout  nombre  donné  à 
■  avance  £  pourvu  que  la  dislance  des  plans  parallèles  voisins  soit 

'uffisammenl  petite-   La  somme    >\£,/i<.ri  —  Xi_^){yi, — yh-t) 

1        A 

»léro  pour  limite,  el  l'intégrale  triple  cherchée  est  égale  à  l'inlé- 

G,  21 
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grale  double 


X,  y)dx  d)\ 


étendue  à  la  région  (A)  limitée  par  le  conlour  C,  de  la  foïicJ 
lion  4>(x,_j')  des  variables  x,y. 


>{T,y)=   f    F(x,y,  z)dz. 


Si  une  parallèle  à  l'axe  Oy  ne  renconire  le  contour  C  qu'en  deut 
points  de  coordonnées  y^  =  |]<|  (x),  y^  =  i(^{x),  lorsque  x  varie 
de  X|  à  X],  l'intégrale  triple  a  aussi  pour  valeur 


(5) 


dx  \     dy  \      f[x,y,z)d». 


Les  limites  Z\  et  z^  dtpcndeut  à  la  fois  de  x  et  de^,  les  limites j', 
et^:j  de  X  seulenienl  et  enfin  les  limites  X\,  et  x^  sont  des  coo- 
slanles. 

On  peut  encore  intcrverlir  l'ordre  des  intégrations,  mais  lf> 
liœiles  sont  en  général  tout  à  fait  difl'érentes,  suivant  l'onlio  Jan- 
lequel  les  intégrations  soûl  effectuées. 

Remarque.  —  L'intégrale  double 

W{x)=f    dy  f    Fia^,y,c)dz 

esl  étendue  à  la  section  faite  dans  le  volume  considéré  par  le  plan 
d'abscisse  x,  parallèle  à  j:  =  o,  el  la  f'urnnile  ^5  )  peut  s'écrire 


V{x)dx. 


C'est  encore  le  résultat  que  l'on  obtiendrait  en  évaluant  d'abord 
la  somme  des  éléments  provenant  de  la  tranche  comprise  cnlrr 
les  deux  plans  x  =  ;r,_i ,  x  =  j*|.  lin  prenant  convenablement  ks 
points  (Ç,  Tj,  Ç),  cette  tranche  donne  pour  somme  le  produit 

Exemple.  —  Soit  à  évaluer  rimégiale  triple  f    1  j  scLc  dydi,  cl«nd»»i 
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au  huitième  de  la  sphère  x* -^ y* -i-  z*  =  R',  compris  dans  le  trièdreOxyz. 
Si  l'on  intègre  d'abord  par  rapport  à  3,  puis  par  rapport  à  ^  et  enfin  par 
rapport  à  x,  les  limites  sont  les  suivantes  :  x  et  y  étant  donnés,  z  peut 
varier  de  léro  à  ^R*  —  x*  —  y*;  x  étant  donné,  y  peut  varier  de  zéro  à 
^R* —  X*,  et  X  varie  de  zéro  à  R.  On  a  donc 

I  I  I  zdxdy  dz  =   j     dx  j  dy  1  z dz, 


et  l'on  en  tire  successivement 

i 
zdz=^(R*   -x^-y*}, 


I 


v'R'-"-^'  , 


et  il  reste  à  calculer  l'intégrale  définie  5    j     (K*—x*)*dx,  qui  devient,  en 
posant  X  =  Rcose, 

■K 

-   I      R*sin*<p  </<p. 

tR* 
L  intégrale  triple  a  donc  pour  valeur  (n°  110)  — ^* 

"l-fô.  Changements  de  variables.  —  Soient 

I  r  -/(II,  i>,  w), 

(•-^  )  \  y  —  oi  u,  V,  u>), 

(  z  -«{/(.u,  V,  w), 

^^s  formules  de  transformations  qui  font  correspondre,  point  par 

P*>int,  à  la  région  (E)  de  l'espace  une  autre  région  (E|);  on  con- 

"dère  M,  V,  w  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 

par  rapport  à  un  autre  sjslcnic  d'axes  rectangulaires,  en  général 

*>nérenl  du  premier.  Si  V{x,y,  z)  est  une  fonction  continue  dans 

la  région  (E),  on  a,  d'une  manière  générale, 


i  ///.' 


P(,x,y,  z)dxdydz 

) 

=  f  f  f  V[f^u,  V.  w),  ...]    "•■'^-T.LXi   dudvdw, 
les  deux    intégrales   étant   prises   respectivement    dans   les    ré- 
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j;ions  (E)  et  (E/.  C'csl  la  formule  du  changement  de  variai 
daus  tes  intégrales  triples 

Pour  démontrer  que  lu  formule  (7)  est  générale,  on  commeac» 
par  remarquer  que,  si   elle  est  établie   pour  deux  ou    ptusieura 
changements  de  variables  particuliers,  elle  est  vraie  aussi  pourfc 
changement  de  variables  obtenu  en  les  effectuant  successivemeol, 
d'après  les  propriétés  connues  du  détcrmiaaal  fonctionnel /n"  29). 
Si  elle  s'applif|ue  à  plusieurs  régions  de  l'espace,  elle  s'applicjuc 
aussi  à  la  n'gion  obtenue  en  les  ajoutant.  Gela  posé,  nous  démon- 
trerons, comme  dans  le  cas  d'une  intégrale  double,  que  la  formule 
s'appli(iiie  à  toute  transformation  où   Ton  ne  change  qu'une  des 
variables  iadépeodaales,  pur  exemple  à  une  Iransformaliou  de  la 
forme 


(«) 


X  =  X , 


y^y 


^{x\y.  s'). 


Nous  supposerons  que  les  deux  points  M(x,_y,  z)  et  M' ( jr', y,  j*) 
sont  rapportés  au  même  système  d'axes  et  qu'une  parallèle  àO: 
ne  rencontre  qu'en  deus  points  la  surface  qui  limite  la  région  lE.  ' 

Fi  g.  33. 


Les  formules  (8)  font  correspondre  à  celle  surface  une  autre  sur- 
face limitant  la  région  (E'),  el  le  cylindre  circonscrit  a  ces  deu\ 
surfaces,  a^ant  ses  génératrices  parallèles  à  O»,  est  coupé  parle 
plan  «  =  o  suivant  une  courbe  fermée  C.  Tout  point  m  de  la  ré- 
gion A,  intérieure  au  contour  C,  est  la  projection  de  deus.  points 
01,  el  ffjj  de  la  première  surface,  de  coordonnées  j,  el  «j,  et  de 
deux  points  m',,  m\  de  la  seconde  surface  de  coordonnées  5',,  i\' 
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Nous  choisissons  les  notations  de  façon  que  l'on  ait  s,  <C«ij  et 

;,  <;  z',.   Au    point  m,,  les   formules   (8)   font   correspondre  le 
point  m\  ou  le  puinl  m.,.  Pour  diâliiigucr  les  deux  cas,  il  suflil  de 

consulter  le  signe  de  -p-  Si  |^,  est  posilif,  z  augmente  avec  a'-,  les 

points  /«i  et  m',  se  correspondent,  ainsi  que  les  deux  points  mj  et 

m'j.  Au  conhiiire,  si  -~  est  négatif,  ;  diuiinue  quand  ;;'  augmente  ; 

m,  correspond  à  m'^  et  rtij  à  ni\.  Dans  le  premier  cas,  on  a 

dans  le  second  cas  on  a,  au  contraire^ 

j"¥{x,y,z)dx^-   f     ?\T,y,if{T,y,z')\^.dz. 
Dans  les  deux  cas,  nous  pouvons  écrire 


(91  I'  'F(T,y,z)dz-  f    P\x.y,H^,y,z)]\^, 


dz'. 


S'  nous   prenons   maintenant   les   inlégrales    doubles   des   deux 
"lembres  de  celle  égalité  dans  la  région  A,  l'intégrale  double 


/  f  dxdy  f      Fix,y,  z)dz, 


•^  €sl  autre  choseque  l'intégrale  lri|)le  /  /  /  Fur,  >•,  z)  dx  eiydz, 

P**>se  dans  la  portion  (  E)  de  l'espace.  De  m«^mc  l'intégrale  double 
**^  second  membre  de  {())  est  égale  à  l'intégrale  triple  de 

F[=^\y',^ix',y,z',\\^,\, 

P^se  dans  (E'),  comme  on  le  voit  en  remplaçant  x  par  x',  et  v 
P*r^.  On  a  donc,  dans  ce  cas  parliculier, 

f  I   f  PCJ.  z)dxdydz 
^fffv[r-,y','!f(x\y\z)\^^,yix'dy'dz: 


34. 

or  ici  le  délerminan 
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^    D(j-.jK.  g)  .....    M 


r.     ,      ,     ,    se  rf  (liiil  a 


La  formule  (7] 

est  donc  établie  pourlest'hangemenis  de  variaMes  d<?  la  forme  (8). 
La  forniitlt'  f^ént-rale  (^)  s'applique  encore  aux  cliangenients  de 
varïaLles  di-liuis  par  les  formules 


(10) 


a'=/(ar',  y,  j:'),        y  =  t:^(x' ,  y' ,  z' ), 


Ciii  la  variable  z  ne  cliange  |>as.  Nrms  supposons  que  ces  formules 
font  correspondre  pnini  par  point  deux  régions  (E),  (E')  de 
l'espace,  et,  en  parliculier,  que  les  sections  R,  iV  faites  dans  (E), 
(E')  par  un  nu^ine  plan  parallèle  au  plan  ;;  =  o  .se  corrcs]>ondcnt 
point  par  point.  On  a  duuc,  d'après  lu  furmnle  du  cbangenienl  de 
variables  dans  une  intégrale  double, 


(it) 


(        /   /    F(2^-^,  i]dxdy 

1       •'  •'iiti 


\ 


les  deux  membres  de  cette  égalité  dépendent  seulement  de  la 
variable  z  =  z' -  Si  l'on  intrgre  de  nouveau. entre  les  limites  Z\  el 
jj,  entre  lesquelles  peut  varier  z  dans  la  région  (E),  l'égalité 
obtenue  peut  s'écrire 


(       fffF{T,y,s)dTdyd3 

(12)     '*:;!;' 


j 


D(/.  y) 


dx'dy'dx'. 


y-v  •  •    Dix,  Y,  x)  D{af,  v)      ,  ,  If  I     /    \ 

Or  on  a  ici  j~-r-^ — ,\  =:  n,   >     .\'  de  sorte  nue  Ja  lormule  (7) 

s'applique  encore  aux  cbangeinents  de  variables  de  la  forme  (10)* 
Nous    allons    montrer   maintenant   que    tout    changement   de^ 
variables 

(i3)    a!=f(xuyi,  s,),       y  —  fi^uyi,  zt),        s  —  ^{xi,  y^.  so 

peut  s'obtenir  par  une  combinaison  des  précédents.  Posons, 
eHel,  j:'— .r,,  y^=y,,  z'~z;  la  rlrrriii^re  érjualion  (i.3j  peut 
s'écrire  s'=^{x',  y^  Zi)  el  l'on  en  lire  Zt  —  Tz{x',  y',  z'}.  Les 
formules  (i3)  peuvent  alors  ^tre  remplacées  par  le  système  des  sisJ 
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«équations 

m)  x^/lx',y,iz(x',y,z')],     y^-<f[x',y,i:(x',y,z')],     z  =  z\ 

(i5)  x'=xu        y-y\,        -'-«K^uJi' ■«•): 

la  formule  générale  (7)  s'applique,  on  vient  de  le  voir,  aux  trans- 
formations définies  par  les  formules  (i4)  et  (i5),  et  par  consé- 
quent aussi  au  changement  de  variables  (i3). 

On  pourrait  encore,  comme  le  lecteur  le  prouvera  aisément, 
remplacer  la  transformation  générale  (i3)  par  une  suite  de  trois 
transformations  telles  que  (8). 

146.  Élément  de  volume.  —  Faisons  Y{x,  y,  2)  =  i  dans  la 
formule  (7);  il  vient 

f  f  f  dxdydz=  f  f  f  \p^':i^\dud.d^. 

Le  premier  membre  est  égal  au  volume  V  de  la  portion  (E)  de 
l'espace  et,  en  appliquant  le  théorème  de  la  moyenne  à  l'intégrale 
du  second  membre,  on  parvient  à  la  relation 

V,  étant  le  volume  de  (E|  )  et  Ç,  t),  Ç  les  coordonnées  d'un  point 
de  (E,  ).  Celte  formule  est  entièrement  analogue  à  la  formule  (17) 
du  Chapitre  VI  et  nous  montre  que  le  déterminant  fonctionnel 
est  la  limite  du  rapport  des  volumes  infiniment  petits  correspon- 
dants. 

Si  dans  les  formules  (6)  on  attribue  à  l'une  des  variables  u,  v, 
w  une  valeur  constante  et  qu'on  fasse  varier  les  deux  autres,  on 
obtient  trois  familles  de  surfaces  u  :=  const,  v  =  const,  w  r=  const, 
(jui  décomposent  la  région  (E)  en  petits  solides  à  six  faces,  ana- 
logues aux  parallélépipèdes  de  tout  à  l'heure.  Le  volume  du  petit 
solide,  compris  entre  les  surfaces  [u),  («-1-  du),  {v)^  {s> -\- dv), 
(fv),  («'4-  dw),  où  du,  dv,  dw  sont  positifs,  a  pour  expression, 
d'après  la  formule  (16), 

\m-^^^^i^Àdud.d.., 

s  étant  infiniment  petit,  en  môme  temps  que  du,  dv,  dw.  On 


m 
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peut  négliger,  comme  on  i*a  dt>jà  expliqué  ptusieurs  fois  (n"  128)1 
le  terme  £  dit  civ  dw,  et  le  produit 


(<T) 


rfV- 


D(/.  ?. '{') 


U{u,  V,  w) 


du  dt>  e/u 


s^appellc  l'élément  de  volume  dans  le  système  de  coordonnées 

curvilignes  (  «,  t',  »). 

Soit  ds^  le  carré  de  l'élément  linéaire  clans  le  môrae  système  de 
coordonnées;  on  déduit  des  formules  {G) 


<*r 

au               àv 

dv  -4- 

f.'-^    'y 

•  = 

—  «M  -  .  . 
OU 

et,  en 

élevant  au  carré  et 

ajoutant,  il  vient 

(18) 

ds^  -.  H,  du* 

-^  H, 

</<■'     r-ll,rf»l 

4-  3 

F,  dv  dw 

-T-  2  F,  du  du 

-)-  aFa  t/u  d\\ 

en  posant 

(19) 

Hi 

'<£}'■ 

H,. 

<tï' 

H, 

-(^.) 

F, 

-  dx  dx 
dv  àw 

Ft^ 

-S-  -, 
du  dw 

F, 

^  da:  dx 
"      du  dv 

le  signe  S  indique  toujours  qu'on  doit  remplacer  jc  par^,  puis 
par  5,  el  faire  la  somme.  La  formule  qui  donne  dV  se  déduit  1res 
aisément  de  lu  formule  qui  donne  ds^  ;  on  trouve,  en  oOet,  en 
faisan)  le  carre  du  déterminant  par  la  règle  habituelle. 


dû 

dx 
Tv 
dx 
dw 


du 

ày 
dv 

ày 

dw 


dz 
du 

t 

as 

- 

ds 
àw 

H, 

F3 

Ft 

F, 

H, 

F, 

F, 

F, 

H, 

M, 


et  l'élément  de  volume  est  égal  à  \/M  du  dv  dw. 

Considérons  en  particulier  le  ras  très  important  où  les  surf 
coordonnées  («),  (<»),  {a>)  forment  un  système  triple  orthogonal 
c'est-à-dire  où  les  trois  surfaces  qui  passent  par  un  point  quel- 
conque de  l'espace  s'y  coupent  dfui  à  deux  à  angle  droit.  Les  j 
tangentes  aux  courbes  d'intersection  des  trois  surfaces  prisejS 
deux  à  deux  forment  alors   un  trièdre  Irireclangle;  il  faut  donc 
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que  l'on  ail  F,  ^  Fj  =^  Fj  ;=  o,  el  ces  coiidilions  sont  suffi- 
santes. Les  formules  qui  donnent  ds'  et  rf\'  prennent  alors  la 
forme  simple 

Caoi     t/f'^  Uidu-^  Ujdv^^  II, (AV,       d\  ^  )/\lJU\ùdu(ivchK. 

On  peut  retrouver  facilcmenl  ces  formules  par  quelques  consi- 
dérations de  géométrie  infinitésimale.  Supposons  dti,  d\\  dw  très 
petits,  et  assimilons  le  solitle  éléjnentairc  défini  tout  à  l'heure  k 
un  petit  parallélépipède  recLangle  à  faces  planes.  Les  arélcs  de  ce 
|i^rallélépi[ièile  sont  respectivement  y/H,  du,  y''Hjrf(',  y/Hjt/iv,  en 
négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre   supérieur.   i\ous  aurons 
les  formules  (20)  en  prenant  pour  éléinenl  linéaire  et  |)Our  élé- 
ment de  volume  la  diagonale  et  le  volume  de  ce  solide  clémen- 
laire.  L'aire  d'une  des  faces  ^JWxW^dtidp  représente  de  même 
l'élément  d'aire  de  la  surface  {«). 

Prenons  pour  exemple  les  coordonnées  polaires  dans  l'espace 


<  51  ) 


a?  —  p  sinO  cosg,        _y  —  p  sin  9  sin©,         j  — pcosO; 


j5  représente  la  dislance  du  point  M(x,  y,  z)  k  l'origine,  Q  l'angle 
f|ue  fait  OM  avec  O:^,  el  <?  l'angle  (luc  fait  avec  Ox  la  trace  du 
plan   MO-  sur  le  plan    z  =^0.  I*our  obtenir  tous  les  points   de 

Fig-  34. 


'  espace,  il  suffit  de  faire  varier  p  de  o  à  -[-  oo,  <)  de  o  à  ti,  el  o 
•'e  0  à  air.  Des  formules  (ai)  on  déduit,  en  faisant  le  calcul, 


(i»i 


rfï'  =  dp*  -r-  p*  rfO»  -^  p»  *in«6  do* 


i>Te<>nALt:s  multiples. 
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et  par  suilc 

<  a3  )  <l\  _  6î  sin  6  rfp  rfO  «/(p. 

On  retrouve  aisément  ces  formules  sans  aucun  calcul.  Les  trois 
familles  de  surfaces  (p).  (0),  (s)  sont  respectivement  des  sphère? 
concentriques  à  l'origine,  des  cônes  de  révolution  autour  deOî 
a^ant  l'origine  pour  sommet  et  des  plans  passant  par  Oc.  Ce* sur- 
faces forment  bien  un  système  tiiplt?  orlliogonal,  et  les  dimen- 
sions du  solide  ëlémentaire  sont,  comme  on  te  voit  immédia- 
tement sur  fa  figure,  </p,  prfQ,  psinSit/ç;  ce  qui  conduit  aui 
formules  (aa)  et  t'iS). 

Pour  calculer  au  mojen  des  variables  p,  d,  '.p  une  intégrale  triple 
('tendue  à  lu  région  limitée  par  une  surface  fermée  S  qui  n'est 
rencontrée  qu'en  un  point  par  une  demi-droite  issue  de  l'origint, 
L't  qui  renfiMnie  l'origine  à  riulérieur,  on  devra  faire  varier  p  de» 
à  R,  si  R  i-/"(ô,  (p)  est  l'équation  de  la  surface,  puis  8  de  oân 
et  tp  de  o  à  271.  Pur  exemple  le  volume  limité  par  celle  surface  est 
égal  à  l'intégrale  triple 

V=   /      do  I     df)  j     p*sinOrfp; 
la  première  intégration  s'elTeclue  immédiatement  et  il  reste 

Ou  emploie  aussi  quelquefois  les  coordonnées  semi-polaires  r, 
«0,  z,  oi\  X  =^  r cosw, y  =r  rsinto.  Dans  ce  cas,  on  a 


et 


rfV  —  r  d<»  dr  ds. 


Ii7.  Coordonnées  elliptiques.  —  Les  surfaces  représentées  par  l'éip)» 
ion 


(a4) 


a-» 


X-c 


où  À  est  un  paramètre  variable  et  a  >  6  >  c  >  o,  forment  une  famillf  <1« 
quadriqucs  honiofocales.  Par  chaque  point  de  l'espace,  il  passe  iroiiMf-i 
faces  de  celte  famille,  un  ellipsoïde,  un  hyperboloïde  à  deux  nappe;  ftan- 
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hyperboloïde  à  une  nappe,  car  l'équation  (a4)  a  toujours  une  racine  Xj 
comprise  entre  b  etc,  une  racine  Xt  comprise  entre  a  et  b,  et  une  racine  X] 
supérieure  à  a;  ces  trois  racines  Xj,  Xj,  X,  sont  appelées  coordonnées 
elliptiques  du  point  de  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z.  Deux  surfaces 
quelconques  de  la  famille  sont  orthogonales,  car  si  l'on  remplace  X  par  X|, 
puis  par  Xj,  dans  l'équation  (a4)i  et  qu'on  les  retranche  membre  à  membre, 
il  vient,  eo  divisant  par  Xj  —  Xj, 

a?*  y"^  z*  _ 

^  ( X7— a"K XT^"^)  '^  (;"X7— "é)(X,-ir>  ""  (X^~c,)(X,-c)  "°' 

relation  qui  démontre  l'orthogonalité  des  deux,  surfaces  (Xi)  et  (Xt). 

Pour  avoir  facilement  3:,y,  z  en  fonction  de  X|,  X|,  Xj,  remarquons  que 
l'on  doit  avoir  identiquement 

(X  — rt)(X  — 6kX     -  c)  —  x*(\  —  b){\  —  c)  —  y'-(l  —a)('k—c) 

—  i*(,x  — a)(,x  —  b)  —  (X  —  Xi )(X  —  >.,xÀ  -^»); 

ea  taisant  successivement  X  —  a,  X  —  6,  X  =  o  dans  cette  identité,  on  en 
tire 

(X3  —  a)(^a  —  Xi)(a  —  X,  ) 

(a  —  b){a  —  c) 
(X,-fc)(Xt-6)(&-X, . 

{a-b)(b  —  c)         ' 
(Xa— c)(X,-  c)(Xi-c) 
(a_c)('6-c) 

On  déduit  de  là,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques, 

,         a:  /    rfX|  rfXt  rfX.i    \ 

a     Xi  —  a        Aï — a        X3 — cr/ 

a\X|— 6       At— b       X3— /,».' 


(î6)  ;  yt=z 


-H'. 


Xj — c        Xj— c/' 


"*  faisant  la  somme  des  carrés,  les  termes  en  dlidl^,  «iXicAj,  d\id}.3 
"'^ivent  disparaître  d'après  la  relation  (a5)  et  les  relations  analogues.  Le 
"■"efflcient  de  rfXf  est 

I  r        a"*  y*  z*       ~| 

4  1. 0-i-a)^  "^  iX,-6)»  "^  aï^'c )î J 

''**>  en  remplaçant  x*,y*,  z*  par  leurs  valeurs  et  réduisant, 

(j-,  M  =  I        (À:,— X,)(Xi— X|) 

*      4  (  Xi  —  a)(,Xi  —  6  )i,Xi  —  c/ 

^Hes  coefficients  Mj  et  Mj  de  </X|  et  de  dXl  s'en  déduiront  par  permuta- 
^Uion  circulaire.  L'élément  de  volume  est  alors  /MtMjM}efX|</X,</>.3. 
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148.  Intégrales  de  Dirichlet.  —  Soil  s)  calculer  l'intc^ralc  iriple 

/  /   t  3:Pj'i zi'i \  ~  T  —  y       sfdidydz, 

prisp  à  rintérieiir  du  itHr3c<lrc  formé  |)ar  les  quatre  plans  r  —  o.  /  =  (K 
z  =  o,  X  -^- y  ^  5  —  I .  Posons 

T  -^  y  t-  z  -^i,       y-rz-\r,       -î  -  jTiC, 

\,  »),  Ç  l'taui  trois  nouvelles  variables;  ces  formules  peuvent  encore  s'écrire 


\  =  T-^y^z, 


_      y  A-  z 

'  *-H_y-t- 


;  = 


et  l'on  a  inversciiicnl  jr  =  ^d  —  T|).  J'  =  ît,(i  —  Ç  ),  z  —  çr,î[.  Lorsque  J,/, 
i  sont  positifs  et  que  la  somme  x -i- y  —  s  est  inférieure  à  un,  ;,  r,,  Çsoni 
compris  entre  zt5ro  et  un.  Inversement,  lorsque  Ç,  tj,  Ç  sont  compris  fiiin- 
iéro  et  un,  on  a  a*  >  n,  j'  >  o,  j  >  o,  x  r- y  +  z  -ii.  Le  tétraèdre  pnicc- 
dent  est  dune  remplacé  pur  un  cube. 

Pour  calculer  le  délcrminnnt  fonctionnel,  posons  X  =  ;,  Y  —  {TiiZ^Jtî. 
ce  qui  donne  x  —  \  —  Y,  >■  —  Y       Z  ;  z  r^  7.,  on  a 

Ëif^^^Zu*"*  _  ^^JlZiJ}     P'X.  y,  Z)  _  „ 
cl  l'intégrale  triple  devient,  par  ce  changement  de  variable«, 

La  fonction  sous  le  signe    /    est  le  produit  d'une  fooclion  de  l  par  une 
fonction  de  t,  et  une  fonction  de  Ç.  L'inléprale  triple  est  donc  le  produit 

f  iP*t*'^^*(i  —  ^ydlx  f  i)»'^''^'(i-T,)prf.jx  f    K''{t- ',)^à\, 

ua,  en  introduisant  les  fonctions  T  [voir  formule  (33),  p.  3tS]. 

r(p-hq-^r-^  3)r(<-^i)     r(ç->-r-4-t>)r(/>-4-i)     r(r-4-i)r(f-n)i 

r(/>  — 7  — r  — <-+-4  )  !*(/>  T-7-r-r  — 3)  r^ç-*-r-*-»J 

en  supprimant  les  facteurs  communs,  il  reste,  pour  valeur  de  l'intégnlil 
triple, 

149.   Formule   de   Greea.  —  Il  e\isie  pour  les  intégrales  triples  uni 
formule  toute  pareille  à  la  formule  iiS)  du  n*  lâG.  Considérons  d'abor4 
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nue  surface  fermée  S   qui   n'est  renconlrée  qu'en  diiux   points   |)ar   une 

parallèle  a  l'axe  O-,  et  une  fonction  R(j:,  j^,  z)  conlinuc,  ainsi  que        . 

à  l'intérieur  de  celte  surface.  Tous  les  points  de  S  se  projctleni  sur  le 
^lan  des  xjr  «suivant  les  points  d'une  aire  A  limitée  par  un  contour  rermé  C. 
tout  point  (X,  j^)  de  la  région  A  correspondent  deux  points  de  coor- 
imaéei  z,=  fi(  T,  y)  el  z^—  9t(x,  y)  dt:  la  surface  S.  Celle  surface  se 
trouve  ainsi  décomposée  en  <3cu\  morceaux  Si  cl  Sj  ;  nous  supposc- 
ronti  Si<C  ^t-  Cela  posé,  l'intégrale  triple 


ffft'^''^'^'^ 


•^tCBdue  à  l'inlérieur  de  la  surface  fermée  S,  peut  s'obtenir  en  iniégrant 
«Fibord  par  rapport  à  z  entre  les  limites  Si  et  Zt  (n°  iU).  Le  résultat  de 
«elle  première  intégration  est  R(.r,  jr,  z^)—  R{x,  jr,  Zi),  et  l'on  doit 
-«Bsuite  prendre  l'intégrale  double 


// 


I  R(^,^,  ■ïi)—  ^(x,y,  Zi)\dx{fy, 


<i«ns  la  région  A.  Or  l'intégrale  double   /    /  R(a?,  ^,  i,  ;  rfx*/^  n'est  autic 
chose  que  l'intégrale  de  surface  (n°  i3S) 

/   /     R(x,7,  z)dxdy, 

frise  sur  le  côté  supérieur  de  la  surface  Sj.  De  même,  l'intégrale  double 
'^e  R(x, _;',  *(;,  changée  de  signe,  est  l'intéjjriile  Je  surface 

/      /       B(  J", /,   5)f/xrfy, 

PHse  suivant  le  ci^té  inférieur  de  S|.  En  ajoutant  les  deux  intégrales,  nous 
POttvons  donc  écrire 

C  Ç  f~dxdydz-  f  f  h(T,y,z)dxdjr, 

lotégralc  de  surface  étant  prise  suivant  le  côté  extérieur  de  S. 
Cette  formule  s'étend,  comme  on  l'a  déjà  expliqué  jjlusieurs  fois,  à  un 
^"Ittiue  limité  par  une  surface  de  forme  i|uetcijnquc,  cl,  en  permutant  j, 
^1  «,  on  en  déduit  deux  autres  formules  toutes  pareilles, 

II/tx  ^  ''■^  ''^  -/(,  ''  '  '-  ^-  '  ''y  ''^• 

fff^dxdrdz-ffojx,r,z^dzdx. 
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En  les  ajoutant,  eu  oblieni  lu  funnulc  générale  de  Green  pour  les  intr- 
^raies  triples 

les  intégrales  de  surfaces  étant  toujours  prises  suivant  le  cûlé  enténcut. 
Si,  par  exemple,  on  fait  P  =  a:,  Q  —  R  —  o,  ou  Q  =  y^   P  =  R  t=o.  ou 
R  =  5,  P  =  Q  —  o,  on  voit  que  le  volume  intérieur  à  S  est  égal  u  I'uik 
quelconque  des  intégrales  de  surfaces 

(ag/  /    /  xdySz,  l  j  ydzdx,         j   j  zdxdy. 


ISti,  Intégrales  multiples  Les  expressions  puremcnl  analytique?  ijuc 
l'on  a  obtenues  pour  une  intégrale  double  et  une  intégrale  triple  p«r- 
mellcnt  rl'i'icndre  lit  drfirtilion  au\  ffinclioris  d'un  nombre  quelconqucilc 
variables  iiidéitendantcs.  Nous  nous  bornerons  à  indiquer  sommairemeni 
la  marebe  à  suivre. 

Soient  xi,  X\,  ...,  x„  un  système  de  n  variables  indépendantes.  Nous 
dirons,  pour  abréger,  qu'un  système  de  valeurs  xj,  x\, . . .,  x%  atiribuéc« 
ù  res  variables  représente  un  point  dans  l'espace  à  n  dimensions.  Tout< 
relation  F(X|,  ar»,  . . .,  x„)  =  o,  dont  le  premier  membre  est  une  foartion 
continue,  représentera  de  même  une  sur/ace;  si  F  est  du  premier  deçr*. 
nous  continuerons  ù  dire  (}iie  eettc  équation  représente  un  plan.  Cbnsidt- 
rons  l'ensemble  des  points  dont  les  coordonnées  vérifient  certaines  reli- 
rions d'inégalité,  telles  que 

{3o)  4''<-*'i>  ^1.  •  •    •  *"n)  =  «        (1  =  1,  a, k)\ 

nous  dirons  que  cet  ensemble  de  points  forme  un  domaine  D  dans  IVspacr 
à  n  dimensions.  Si.  pour  tous  les  points  de  ce  domaine,  la  valeur  absolnr 
de  l'une  quelconque  des  coordonnées X/ reste  inférieure  h  un  nombre  iiir, 
on  dira  que  D  est  tout  entier  à  distance  finie.  Si  les  inégalités  qui  défiaii* 
sent  D  ont  la  forme  suivante 

lîii  ^y^xii^î,         x\^XiSx\,         «■•lx„  =  .r«, 

nous  appellerons  ee  domaine  un  prismaloïde,  et  nous  dirons  que  les  n 
nombres  positifs  x}  --  xj  sont  les  dimensions  de  ce  prismatoide.  Enfin 
nous  dirons  qu'un  point  du  domaine  D  appiirtienl  à  la  fronliètt  àe<r 
domaine,  si  l'une  au  moins  des  fondions  4'<  ^^^  formules  {.'io)  csl  nuli'* 
pour  les  coordonnées  de  re  point. 

Cela  posé,  suit  D  un  domaine  lini  et/(X|,  Xt.  •■•,  x*  i  une  fonrtinn 
coulinue  dans  ce  domaine.  Imaginons  D  décomposé  en  domainet  plat'' 
petits  au  moyen  de  jilans  parallèles  aux  plans  x/=o(c=i,  /.  ' 
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CHANGEMENTS  DE  VAttlABLËS. 


Vu 


Prenons  l'un  quelconque  des  prismaloïilcs  (iétcrminés  par  ces  plans,  qui 
^ont  tout  entier»  inlérreurs  à  D;  soient  Ajti,  Ajt,,  ...,  lx„  les  diinensioDS 

de  ce  (>ristnatuïde,  et  ^^,  $i,  .    .,  ^n  les  coordonnée»  d'un  point  quelconque 

appartenant  au  prismatoïde.  La  somme 


<hi 


S  "--  s/(J,,  l, '-»\^J;,^x,...^T„, 


étendue  à  tous  les  prismaloïdes  qui  sont  tout  entiers  à  l'intérieur  du 
domaine  D,  tend  vers  une  limite  I  lorsque  le  nombre  de  ces  prismato'ides 
augmente  indéliiiiment,  de  façon  qtie  loutcs  leurs  dimensions  tendent 
vers  zéro.  On  appelle  cette  lituile  l'intégrale  nf'"  de  /(Xi,  x,,  ...,  ar„), 
prise  dans  le  domaine  D, 

l  -  I  j  ...   //(  r,,  Xj x„\dx^  (te,...  dx„. 

I<e  calcul  d'une  intégrale  «^'*  se  ramène  encore  au  calcul  de  n  intégrales 
«■impies  successives.  Pour  établir  que  la  loi  est  générale,  il  suffit  de 
«noolrcr  que,  si  elle  est  vraie  pour  une  intégrale  {n  —  i )''''i  elle  s'étend  à 
«M  intégrale  «•*''.  Considérons  pour  cela  un  point  quelconque 

{x^^  Xi,  ..  .,  Xn) 

«Je  D;  si  nous  faisons  abstraction  pour  un  moment  de  la  variable  t«,  le 
point  (Ji,  Xi,  .  .,  Tn~\)  décrit  un  cerlaiii  rlotnaine  D'  dans  l'espace 
ik  (a  —  i)  dimensions.  Nous  supposerons  que  le  domaine  D  satisfait  à  la 
Condition  suivante  :  à  tout  point  (X|,  Xj,  .  .  .,  Xn-\)  intérieur  à  D',  cor- 
respondent seulement  deux  points  sur  la  frontière  de  D,  de  coordon- 
nées <X|,  xj,  ...,  -r»-i  ;  x',l^  )  et  (x,,  x,,  ...,  x„_,  ;  x'„"),  les  coordon- 
nées x',"  et  xJ,"  étant  des  foticlions  continues  des  (/i  —  i)  variables  x\, 
^«,  ...,  x«_i  à  rintérieur  de  U'.  Si  cette  condition  n'était  pas  satisfaite, 
on  partagerait  O  en  domaines  assez  petits  pour  vérifier  séparément  celle 
condition.  Cela  posé,  considérons  la  (île  de  prismato'ides  du  domaine  D, 

l*»!  correspiiiideni  i\  nti  même   point  (.r|,  Xj x„_i'»;  on  démontrera, 

<^Oinme  on  l'a  déji^  fait  pour  une  iiilégrale  double  (n°  124 '.que  ces  prisma- 
toides  dooncot  dans  S  une  somme  éi^ale  ù 


tXx^t 


Ax, 


-'[X 


l(_'l 


/(J^l.  Xt. 


x„)dx„-i-  i. 


l'I  pouvant  être  rendu    moindre   que    tout  nombre   positif  pourvu   que 
•ailles  les  quantités  Ax,-  soient  assez  petites.  Si  nous  posons 


<i3i 


f       /(a?i,  J^j,  ...,  x„)dx„ 
j-t') 


Iqqs  voyons  que  I  est  égal  à  la  limite  de  la  somme 

£*(Xi,  Xj x„_,)AxjAxj...  Ax,_i, 


5a  nfiAPiTRB  vtt.  —  ij 

c'est-i'i-dirc  à  l'intégrale  (n  — 1 1'"'* 
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^  ^  f  1  I  /  *'*"  ^« a-„_i)rfj-,  ...rfj„. 


dans  le  domaine  D'.  La  loi  clant  supposée  vraie  pour  une  intégrale (/i  —  i)'*', 
•"lie  est  donr  (générale. 

Oti  pourrait  encore  opérer  autrement.  Considérons  l'enseniblr  de» 
poinis  (X),  X,,  ...,  x,)  pour  lesquels  la  coordonnée  x„  a  une  valeur 
donnée;  le  point  (x,,  x» ^n-t)  décrit  dans  l'espace  â  (  n  — 1 1  dimen- 
sions uu  domaine  5,  et  l'on  voit  sans  peine  que  l'intégrale  n«"*I  est  austi 
égale  à  l'expression 


(35) 


e(x„)dx„. 


•<»,>  éUBi  riaiéçrale  (/i  —  i)'"'  /   /   /  . . .   (  /(/a-,  . ..  dx,,-,  étendue  ta 

domaine  S.  Quelle  que  soit  la  façon  dont  on  opère,  les  limites  pour  let 
tliverses  inté|>ralioas  que  l'on  a  à  eiïectuer  dépendent  de  la  nature  du 
(lomaibe  D  et  varient  en  général  avec  l'ordre  des  intégrations.  Il  v  a 
r&ceplioo  si  D  est  un  prismatoïde  défini  par  les  conditions 

*ÎSjr,  =  X. x?S*,^X, 

Lfatéfrale  oittluplc  a,  dans  ce  cas.  pour  expression 
.1,  /.I.  ^x« 


t%  \'o»  |t««i  intervertir  d'une  façon  quelconque  l'ordre  des  inlégralioas. 
v«ii«  cKAM^er  les  limites  correspondant  à  chaque  variable. 

1.4  i\>rm«lc  du  cliangenaent  de  variables  s'étend  aussi  aux  intégrales  n'**. 


<Ml 


■f<=?«(*'t.  ^'t ^■.' 


(( 


1 ,  -i,  . . . ,  «  ) 


drs  formules  de  transformation,  faisant  correspondre  point  par  point  Àun 
domaine  D',  décrit  par  le  point  (x',,  xî,  ...,x^)r  un  domaine  D  décrit  pir 
li^  point  (X|,  att,  >  ■  -.  '^h'^-  On  a 


(37> 


Jï-  i 


'*'(  J"i,  X,,  .  . . ,  x„  i</x,  . . .  dx„ 


ff-  /"f'?.. 


;d(9,,  ■•..  ^m)\j_. 


•  dx' 


La  dénrtonstralioD  est  toute  semblable  aux  précédentes.  Je  me  bornerai  d 
indiquer,  dans  ses  grandes  lignes,  la  marche  à  suivre  : 

y 
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I'  Si  la  formule  (37)  est  vraie  pour  fieti\  Lransformaiion.',  elle  est  vraie 
l'oui- celle  que  l'on  olilicni  en  les  cffeetuani  surce<fiverneni  ; 

■î*  Tout  cliangcment  de  variables  s'nblienl  par  la  combinaison  de  deux 
changetnoiUà  tels  que  les  suivant»  : 

(n)Xi-J-\,       Xt-x\ x»_,=ar;_,.       r„  =  o„(.r[,  x,,  ...,x'„). 

<h)Tt  =  '^,tx\,  ...,  j:'„),       ....       x„_,  ^  4»„_,<4r', x'„),       T„^x'„. 

V  La  formule  (37)  s'applique  au  changement  de  variables  de  la 
forme  ('38  1,  comme  il  résulte  de  la  forme  (3,i)  sous  laquelle  on  peut 
mettre  une  intégrale  n'''°.  Elle  s'applique  aussi  au  cliaiigenieni  de  va- 
lables ('<9i,  d'après  la  seconde  forme  (35)  de  l'intégrale  multiple,  si  Ton 
admet  que  la  formule  est  établie  pour  les  intégrales  multiples  J'onlre  n —  1. 
On  dénnonlrcra  donc  de  proclie  en  jjroclic  que  la  formule  est  pénérale. 

Supposons,  pour  donner  un  c\(.rinple,  que  l'on  veuille  calculer  l'intégrale 
définie 

1=  I  I       .  f xfxl' ..  .xfrl^-  r,  ~  X,-.  .,-!„)?  dxidxt ...  dx„, 

où  »!,  a»,  ...,  a„,  p  sont  îles  uùiiibres  positifs,  dans  le  clomainc  D  défini 
par  les  inégalités 

olx,,        oSXi.        .   .,        olxn,        X|-+-a?, -f-,  ..-f-ar„^i. 

LrC  chaDgement  de  variables  donné  par  les  formules 

;r, —,,—..-+- ar„-r  î,,       ar,  +  . .  .h- j:„  =  5,^,,        ....       x„  =  $,5,...t, 

•^mplacc  D  par  un  domaine  D'  délini  par  les  inégalités 

oiÇiii,        o^kt^i,        ...,        o-Ç«it, 

^l  l'on  a  de  plus,  comme  le  prouve  un  calcul  facile  (n*  14K  ), 

D(ri,x,«  ...,x„  I  _  p,_,        ,         . 

Dite  t    1    ~  *'       >»      ■  ■  ■  ■•"-i* 

Un  st-   •  ■  ■•  in) 

Bction  à  intégrer  prend  la  forme 
•^^  l'intégrale  cherchée  s'exprime  encore  au  moyen  de  la  fonction  T 


•io) 


r(ai-4-i)r(a,-T-t)...r(g,-^i)r(p  -4- 1) 


ri  S|  ■+-  Sf 


»«  -t-  f^  —  «  -t- 1  ) 


a3 
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INTEGRALES    MULTIPLES. 


II.  -  INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 


151.  Méthode  générale.   —    SoienL  P(j:,  y),  Q(x,  y) 
fonctions  des  deux  variuLiles  indépendantes  x  et_>';  l'expressk 

n'est  pas  en  glanerai  la  dUTi^renliclle  totale  d'nne  fonction  des  deut 
variables  x^y.  En  efTet,  IV-qualion 


(41) 


du  -■-  Pdx  —  Qidx 


est,  comme  Ton  sait,  équivalente  à  deux  équations  distinctes 


(4») 


du 
ôx 


=  P(x,y), 


du 
ày 


=  Q(^./K 


différeotions  la  première  par  rapport  ky^  la  seconde  par  rapport 
à  j;,  nous  vojons  que  u{x^y)  doit  satisfaire  aux  deux  relations 


Ox  ày  itjr 


à*u         dQ(x,y) 


ày  dr 


àx 


Pour  qu'il  existe  une  fonction  h (j,  ^)  répondant  à  la  quest 
il  faut  donc  que  l'on  ait  identiquement 


(43) 


dP 
dy 


àx' 


Celte  condition  nécessaire  est  aussi  suffisante.  En  effet,  il  existe 
une  infinité  de  fonctions  «(.r,  j)  dunl  la  dérivée  partielle  par  rap- 
()orl  à  :r  est  égale  à  l'(x,,)');  toutes  ces  fonctions  sont  contenue» 
*lans  la  formule 


U^J     P(T, 


j)rfr-t-Y, 


Xit  étant  une  constante  chaisii*  i  volonté,  et  Y  une  fonction  arbi- 
traire de  la  vaiialjle  y.  Potir  que  celte  fonction  u{x,yt  vérifie 
Féqualion  (4  i),  il  fî^ul  et  il  suflit  que  sa  dérivée  partielle  par  rap- 
port ày  soil  égale  à  Q(.2?,  /),  c'est-à-dire  que  l'on  ail 


f'àP    .         efï       ^ 
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Mais  on  a,  d'après  la  condition  d'inlégrabilité  (43), 

et  la  relation  précédente  se  réduit  à 

Le  second  membre  ne  dépend  que  de  ^;  il  y  a  donc  une  infinilé 
de  fonctions  de  y  qui  satisfont  à  cette  relation.  Elles  sont  com- 
prises dans  la  formule 

\=  f  q{xo,y)dy-+-G, 


.>'o  étant  une  valeur  particulière  àey,  et  C  une  constante  arbitraire. 
11  existe  donc  une  infinité  de  fonctions  u(Xf  y)  satisfaisant  à 
l'équation  (40 i  ^^'^s  sont  données  parla  formule 


(44)  «=  /*   1?{x,y)dx^  f  Q(xo,>')rfr  +  C, 


^'  ne  diffèrent  l'une  de  l'autre  que  par  la  valeur  de  la  constante 
addiiive  C. 

Soit,  par  exemple, 

p_x_-i-my  .y— wta: 

x*-r-y*'        ^"  x»-+-^»' 

'*  Condition  (43)  est  vérifiée,  et  l'on  a,  en  posant  Xo  —  o,  ^o=  ', 

./o       a:»  --jr*  J^      y 

^**  eflectuant  les  intégrations  indiquées,  il  vient 

u—  -  [log(a;*-+-j'«)Jf-t-/w(arctang-  )    H-log^-i-C, 

****>  en  réduisant, 

K  —  -  Iog(x'-f-j'*)  -f-  m  arc  tang — i-  C. 
^  J' 

Lia  méthode  précédente  s'étend  au  cas  d'un  nombre  quelconque 
^c  Variables  indépendantes.  Nous  développerons  encore  les  calculs 


ÎS6 
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pour  Irois  variables.  Soient  P,  Q,  K  trois  fondions  de  x,  y,  -,! 
l'éqaalioQ  aux  difl'érentielles  totales 

(45)  «iursPtùr-^Qrfj^-t-Rrfs 

est  équivalente  à  trois  équations  distinctes 

<<«•  %-~^-    %"^-    t'^- 

En  calculant  de  deux  façons  différentes  les   dérivées 


àx  dy 


r— -  »  ^^»  «>•  ftbbent  trois  conditions  pour  que  le  problème  soit] 


di         ày 

D'après  la  première,   il    existe   une- 
•(•'»  J''»  *)  ^^^^  les  dérivées  partielles  pari 
Temeol  P  et  Q;  elles  sont  comprises! 

de  5.  Pour  que  la  dérivée  -^ 

9S 


•«-2  =  «. 


s:^-< 


■isetë^BÙfCn  tmanl  compte  des  relaLioos  (4'')i  A 


2^  =R(X#,jr«,i). 

V^  «■  coociat  qu'il  existe  une  inGnité  de  fonctions  u(:r,  >'f^ 
i  l'équation  (liS^;   elles    sont    représentées    par   lai 


»!»)■=/'   HT,jrrSidr-*'J    (iivt,y,z)dy^  j    «(or,,^,,  x)c/* -^-cJ 
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■^0%  .>'o>  -0  étant  trois  valeurs  mtmériques  choisies  à  volonlé,  et  (î 
une  constanle  arbitraire. 


152.  Étude  de  l'intégrale    f   "^  P(fx-hQdy.   -  La  question 


'  l-r.J.i 


précédenle  peut  être  traitée  à  un  autre  point  de  vue  (jiii  permet 
une  élude  plus  approfondie  cl  canduil  à  des  résultats  nouveaux. 
Soient  P(  J^)  ^k)  clQ(  f,  .>')  deux  fnnclions  continues,  el  admettant 
4des  dérivées  partielles  du  premier  ordx'e  continues,  dans  une 
région  A  limitée  par  un  seul  contour  lermé  C;  il  peut  d^ailleurs 
arriver  que  celle  n'-glon  A  embrasse  tout  le  plan,  ce  qui  revient  à 
su[>poser  le  contour  C  rcjcl<î  à  l'infini.  L'intégrale  curviligne 

I  Pdr  -hQdy, 

prise  le  long  d'un  cliemin  L  situé  tout  entier  dans  A,  dépend  en 
g^énéral  du  chemin  d'intégration;  nous  allons  d'abord  chercher  à 
quelles  conditions  celle  intégrale  ne  dépend  que  des  coordon- 
nées (j:(,,Jo  \  (.r,,  y,  j  des  exlréiniiés  de  celle  ligne.  Soient  M  el  N 
deux  points  quelconques  de  la  région  A,  et  L,  IJ  deux  chemins 
joignant  ces  deux  points,  sans  se  croiser  entre  les  exlrémilés;  ils 
forment,  [lar  leur  léuiiion,  un  contour  fermé.  l\nir  qitr;  les  inté- 
grales curvilignes  (nises  le  lung  de  L  et  de  L'  soient  égales,  il  faut 
évidemment  el  il  suffit  que  l'intégrale  prise  le  long  du  contour 
fermé  que  forment  ces  diuix  lignes,  en  marchant  toujiiurs  dans  lo 
même  sens,  soit  nulle.  I^a  question  proposée  esl  donc  équivalente 
à  celle-ci  :  Que  faut-il  pour  que  l' intégrale  cunnligne 

f  Vdx~  q  dy, 

prise  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque  situé  dans  A, 
soit  nulle? 

La  réponse  se  déduil  immédialemenl  de  la  formule  de  Green, 

OÙ  c  esl  un  contour  fermé  quelconque  situé  dans  A,  et  où  l'inté- 
grale double  est  étendue  à  l'intérieur  de  C.  Il  esl  clair  que  si  les 


358  CHAPITRE   Vil.    —    INTÉGRALES  HliLTIPLES. 

clërivëcs  des  foDCtions  P  et  Q  satisfont  à  la  rclalioa 


(43)' 


àP 
à}' 


rinlégrale  curviligne  du  premier  membre  est  toujours  nulle.  Celtej 

condition  est  nécessaire.  En  efTet,  si  -, ,-  n'est  pas  identiqu 

menl  nul  dans  la  région  A,  comme  c'est  une  foDClion  continue,  no  ! 
pourra  toujours  trouver  une  région  a  assez  petite  pour  que  le  signe 
soit  constant  dans  a;  il  est  clair  que  l'intégrale  curviligne  prise  le 
long  du  contour  de  a  ne  pourra  être  nulle,  d'après  la  formule  (^q). 

Si  la  condition  (43/  est  vérifiée  identiquement,  deui  cl»e- 
mins  L,  L',  ajant  les  m<!'incs  extrémités  M,  N,  et  ne  se  croisant  pas 
entre  ces  extrémités,  donnent  la  même  valeur  pour  l'intégrale  cur- 
viligne. 11  en  est  encore  de  même  s'ils  se  coupenl  un  nombre  quel- 
conque de  fois  entre  M  elN,  car  il  suffit  de  les  comparer  à  un  troi- 
sième chemin  L",  ne  rencontrant  aucun  des  deux  premiers,  sauf 
aux  points  M  et  I\". 

Cela  posé,  supposons  que  l'une  des  extrémités  de  la  ligne  d'in- 
tégration soit  un  point  fixe  (xq,  y„),  la  seconde  extrémité  (x,/^)  ^ 
étant  un  point  variable  de  A;  l'intégrale 


(5o) 


I.r.  v-l 


prise  suivant  un  chemin  de  forme  arbitraire,  ne  dépend  que  des 
coordonnées  (>f,y)  de  l'extrémité  variable.  Les  dérivées  partielles 
de  cette  fonction  sont  précisément  P{x,y)  et  Q{x,y).  On  a,  par 
exemple, 


(JTJI 


car  on  peut  supposer  que  l'on  va  d'abord  du  point  (:s«,  y^)  au 
point  {x,y),  puis  du  point  t  x,y)  au  point  (j:  -+-  Ax,^)en  restant 
sur  la  parallèle  à  Ox  et,  le  long  de  celte  droite,  on  a  iiy  =  o. 
Appliquons  la  formule  de  la  movenue,  nous  pouvons  écrire 

Air 


en  faisant  tendre  Aj;  vers  zéro,  il  vient  F,  =  P,  el  l'on  verrait  de 
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même  que  l'on  a  FV=^  Q-  L'inlégrale  curviligne  F{x,y}  vérifie 
Jonc  IVqualion  aux  difléreiilielles  lolaleiî  (4')'  *^  ''^n  oblienl 
l'inlégrale  géuérale  de  celle  équation  en  ajoulanl  à  F(jc,  y)  une 
cocstaole  arbitraire. 

La  nouvelle  formule  est  plus  générale  que  lii  formule  (44)» 
puisque  le  chemin  d'inlégralion  resle  indélprminé.  Il  est  tlu  reste 
facile  d'eu  déduire  la  formule  (44)-  Pour  éviter  toute  ambiguïté, 
JéâignoQS  par  (j-|,,  ^o)<  ^J^d  ^i  )  les  coordonnées  des  deux  extré- 
uiilés,  et  prenons  comme  chemin  d  intégration  les  deux  droites 
JT  =Xo,y^=yt.  Le  long  de  la  première  on  a  x^^Xo,  dx^^o, 
et  j- varie  de_j'o  ^J'i  ;  'e  long  de  la  seconde  on  a  jk  =jyi,  dy  ^=0, 
XT  ■x-arie  de  x^  k  Xf  L'intégrale  est  donc  égale  à 

f  'QiTc,y)d)r-^  f  'P(x,yt)dx: 

c  est,  à  une  dififérence  de  notation  près,  la  formule  (■{4  ). 

Alais  il  peut  être  plus  avuntaj^eux  de  piendre  un  autre  chemin 
"  îmégralion.  Supposons  qu'en  posant  x  ~.f(i),  _y  ^<f(t)y  et 
•aisant  varier  t  de  t^  à  l^,  le  point  (jr,j')  décrive  un  arc  de  courbe 
joignant  le  point  (x^,  y^)  au  point  {x,,  j,'}[  on  a 

f    ""  Pdx^qdy^  f'[P{x,y)/'(t)-^Q{x,y)^-it)]dt, 

**■  l*on  n'a  plus  qu'une  quadrature  à  effectuer.  Si  l'on  suit, 
P*r  exemple,  la  ligne  droit»',  on  posera  X  =^  Xo  -h  t{x,  —  X,), 
'"  ^^^=  J'o  4-  t[yt  — Xo)  et  l'on  fera  varier  (  de  o  à  t . 

'n\ersement,  si  l'on  connaît  une  intégrale  particulière  ^{x,y) 
*   l'équation  (4')'   ^^  ^"  déduira   l'intégrale  curviligne  par  la 
^««-Oiule 


/ 


P  dx-^  (idy=^  *(jr,  >')  —  ♦(«„  7,1. 


*^  l'.T.) 


T*>  est  l'analogue  de  la  formule  (0)  du  Chapitre  IV. 

io3.  Périodes.  -  On  peut  étudier  des  cas  plus  étendus. 
*'uservons  dabord  que  la  formule  de  Green  s'applique  aussi  à 
'^^s  aires  limitées  par  plusieurs  contours.  Considérons,  pour  fixer 
'<s  idées,  une  aire  A  limitée  par  un  contour  extérieure  et  deux 
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conlours  C,  C,  irilérieurs  au  premier  (ftg.  'i5),  et  soient  Pel  Qj 
deux  fonctions  conlioues,  ainsi  que  leurs  dërivëes  du  ju-cmier' 
ordre,  dans  cette  aire,  i  On  doit  regarder  les  portions  du  plun 
intérieures  aux  contours  C,  C,  comme  ne  faisant  pas  partie  de  A; 
on  ne  suppose  rien  sur  les  fonctions  P  et  Q  dans  ces  deux  ré- 
gions.) Joignons  les  conlours  C,  C  au  contour  fermé  C  par  lei 
transversales  ab.  cd.  Nous  obtenons  ainsi  un  contour  ferc 
abmcdndcpbaqa  ou  F,  qui  peut  être  déciiL  d'un  seul    trail.  S^ 

Fi(S    35. 


nous  appliquons  la  formule  de  Green  à  l'aire  limitée  par  ce  con- 
tour, les  intéîjrales  cur\ilignes  provenant  des  transversales  ab 
et  ct/se  détruisent,  car  chacune  d'elles  est  décrite  deux  fois  av( 
des  sens  diffétrats.  et  il  reste 

rinl^^le  curviligne t^Uinl  prise  le  long  du  contour  total  de  l'aire  Ai 
c*e5UÀ-ilin*  le  loug  des   trois  contours  C,  C,   C  dans    le   se 
indiqué  par  1rs  fléclie>,  de  façon  ù  avoir  toujours  à  gauche  l'ai 
«ovclop|>ée. 

Si  les  fonctions   P  et  Q  vérifient  la  relation  -^  =  —  dans  II 

région  A,  l'intégrale  double  est  nulle  et  nous  pouvons  écrire  II 
relation  obtenue 


(50 


/ 


en  convenant  maintenant  de  prendre  les  trois  intégrales  curviligne 

dans  le  même  sens. 

Cela  posé,   reprenons  une  région  A  limitée  par  un   seul   coi 
tour  C,  el  soient  V,  Q  deux  fondions  continues,  ainsi  que  leur 
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dérivées,  vérifiant  la  relation  -r-  =  -,^i  sauf  en  un  iinmbn^  rmi  <]e 

points  011  l'une  au  moins  des  fonctions  P,  Q  est  discontinua.  Nous 
supposerons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ait  dans  A  trois  points  a. 
bf  r  de  dl-icoiitinnilé.  Entourons  cliacun  de  ces  points  d'une  cir- 
conlércnce  dt;  ravon  1res  iielit  et  joignons  ces  circonférences  au 

f 
contour  C  par  une  coupure  {/Ig.  36  .  L'SuLégralc   /  P  cix  -+-  Q  dj'-, 

Fig.  36. 


prise  depuis  lin  |»oinl  lise  i  j"o,  _)'„)  jusqu'à  un  |ioint  viiriahlc  i  r,^) 
sur  une  ti^ne  ne  i'iancliissanl  aucune  couivure^a  une  valeur  unique 
^"  charpie  point,  d'ajtrès  le  cas  déjà  élinlié,  car  le  contour  C,  les 
^^Onpupps  cl  Ifj^  petites  circonférences  formenL  une  seule  ligne 
pouvant  être  décrite   d'un  seul   lr;sit  cimlitiii.   Nous  désignerons 

P^f  !''(./;,  y)  la  valeur  de  cette  inlégrale  prise  suivant  le  iliemiii 
'*i/-et/ allant  de  Mp(jro,  ^o»  en  Mf-r,  j". 

On  appelle  Incel  le  chemin  (Htniposé  de  la  ligne  druile  joignant 

^  point  M„  il  ((u  [loiiil  a'  infiniment  voisin  de  n,  (Jje  la  petite  cir- 

'^^^nrérence  de  rajon  aa'  et  de  centre  «,  el  do  la  droite  r/'IVIu.  L'iii- 

*grale  curviligne    /  l' c/x- +  Q  c/j-,   prise   le  long  d'un    lacet,   se 

"^^luit  à  l'intégrale  curviligne  prise  le  long  de  la   circonférence. 

^-*lle  dernière  intégrale  n'est  pas  nulle   en  giMiéral,  si  l'une   des 

^Uciions  P  ou  Q  est  infinie  au  point  »,  mais  elle  est  indépendante 

^^  rayon  de  la  petite  circonférence;  c'est  une  constante  -±:  -l.,  le 

'louble   signe   corres[)undant   aux   deux  sens  de    parcours.   Nous 

'désignerons  de  même,  par  rj  iiî.  et  ±2,  la  valeur  de  l'inlégrale 
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riirvili^nc  prise  le  long  d'un  lacet  difcril  autour  de  l'un  des  points 
singuliers  b  ou  c. 

Cela  pose,  tout  chemin  joignant  le  point  IVIgau  point  M  peut  sel 
ramener  à  une  suite  de  lacets,  suivis  du  chemin  direct  allant  de  M«J 
en  M.   I*ar  exemple  \v  cFiemin  MoundejM  petil   se  ramener  à  lu 
suite  des  chemins  suivants  iM(,/«c/M(i,  Mo</eMo,  M<,e/"Mo,  Mo/TVI;l 
le  chemin  MgrudMo  peut  à  son  tour  se  ramener  à  un  lacet  décrit 
iiutour  du  point  singulier  a,  et  de  même  pour  les  autres.   EnGi 
Mo/M  est  équivalent  au  chemin  direct.  Il  s^ensuil  que,  quel  qu* 
.soit  le  chemin  d  inlé^ralion,  la  valeur  de  1  intégrale  curviligne  ei 
de  la  forme 


(  la  ) 


F(.r,  jr)  —  F(,T,x  I  -T-m-Ji,  -^  «il!»  — />G. 


m,  n,  p  étant  trois  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs,  absolu 
ment  quelconques.  Les  quantités  -V..,  tib,  G  sont  les  périodes 
rintégrale  curviligne.  Celte  intégrale  est  donc  une  fonction  d 
variables  x,  y,  qui  admet  une  infinité  de  déterminations,  et  oou 
vo}'ons  l'origine  de  ces  déterminations  multiples. 


I 


Hemarque.  —  La  fonction  F(x,^)  est  une  fonction  bien  dëtcr^ 
minée  dans  la  région  A,  quand  on  a  tracé  les  coupures  a«,  6^,  cv 
mais  on   doit  remarquer   qu'en   deux   points  infiniment   voisina 
tels  que  m,  m',  de  part  et  d'autre  d'une  coupure,  la  differeoce] 

Y  (m  •  — h'(m')  a  une  valeur  finie.  On  a,  en  efTcl, 

*  11.  'm  •   mt" 

r 


ce  qui  peut  s'écrire 


/ 


,t  - 


«. 


/ 


lais    /     est  infiniment  petit,  et  il  reste 


F(in  )—  F(«'>  =JU. 


1^  différence  F(^m)  —  V{^m')  est  donc  constante  et  égale  i  4>  tout 
le  long  de  as.  Il  eo  est  de  même  pour  les  autres  coupures. 
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exemple.  —  L'intégrale  curviligne 


prësenle  un  seul  point  ciilii|ue,  Torigine.  Pour  avoir  la  période 
correspondante,  inlëgrons  lo  long  du  cercle  x'^ -1-^'^=  p*;  on  a 

a-— pcosu).        ^  — psinto,        x  dy  ~  y  dx  —  ^'*  dm, 

et  la  période  est  égale  à    /      rfoj  ^^  ait.  La  vérification  est  immë- 
dîate,  car  on  a  sou.s  le  signe  /  la  différentielle  lolale  de  arc  lang-  • 

134.  Racines  communes  à  deux  équations   —  Soient  X,  Y  deux  fonc- 

tiooi  coiiliiiiie'i  «les  vaiiiibles  x.y,  rfaiis  une  léyion  A  liniilée  pur  un  seul 

contour  fermé  C;  nous  supposons  que  les  dérivée!  partielles  du  premier 

Ordre  sont  aussi  continues. 

,  ,  .       \d\  —  Hd\        .  ,  .     .    ,  ,.  .        „.     ,       ,.,.  , 

L.  expression  — ^r- ^rr —  satisfait   a   la  condition  d  int(;grabilite,   car 

•^"e  est  la  ditTérentieile  totale  de  arclang^-    Il   s'ensuit   qiio   i'intëgrale 
ilëfinie 

,53  ,  Ç  X  rfY  -  Y^ 

^,„-  X»VY«     ' 

prise  le  long  du  coniour  G  dans  le  sens  direct,  est  nulle  si  les  coeriîcienlîi 

*  «^  et  de  dy  sous  le  sijjne    /    restent  continus  à  l'intérieur  de  C,  c'esl- 

•-aire  si  les  deux  courbes  X  =^  o,  Y  =  o  n'ont  aucun  jioinl  couiintin  ;i  l'inlr- 

"*ur  de  ce  contour.  Mais  si  ces  deux  courLcs  ont  un  certain  nombre  de 

»ts  communs  a,  b^c^  ....  Tintcgrale  (53)  est  égale  à  la  somme  des  inlé- 

•cs  prises  dans  le  sens  direct  le  long  des  petites  circonférences  décrites 

**  points  a,  b,  c,  .  .  .,  comme  centres.  Soient  (a,  p)  les  coordonnées  d'un 

*  ccs  points  communs;  nous  supposerons  qu'en  ce  point  le  déterminant 
fo, 

Y 

^  0  ne  sont  pas  tangentes  en  ce  point.  Nous  pouvons  alors  décrire  du 

''^"itd,  P)  comme  centre  un  cercle  c  de  raj-on  assez  jietil  pour  que  If 
•***»iil  X,  Y  décrivi!  autour  du  point  (o,  o)  une  petite  pnrlioii  de  surface 
^•^■ne,  limitée  par  un  contour  y»  <!"'  corresponde  poinl  par  pninl  au 
•"««■clcc  ('n-35et  127). 

lorsque  le  point  (T,y)  décrit  la  circonférence  c  dans  le  sens  direct,  \c. 

tint  (X,  Y  I  décrit  le  contour  y  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  rétro- 


'*eiionneI  ^   '-- —     n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  que  les  deux  courbes  X  =  o, 
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Srade.  suivant  le  *igni?  tlu  déterminant  fonctionnel  dnn«  ce  petit  m 

Or  l'intégrale  définie  le  long  de  la  petite  circonfcrence  est  rgale  à  la  vari| 

Y 
lioade  arciang^.  et  par  suite  3  3i  a-.  En  raisonnant  de  même  pour  tout 

les  racines,  on  en  conclut  que  l'on  a 


<54) 


f. 


XtiY~\d\ 
X«— Y» 


^awiP  —  N), 


P   déstgvaat  le    sosbre  iJes   points  communs  aux    deu\    rourbe< 

,  ,    L»(  X,  Y 1  ...        „  ,  .        , 

Msqaeis  ^ es»  positif,  et  >  le  nombre  des  points  comnriun-t  pom 

iwnwtb  le  dêtcn»UM»t  e«t  néfalif. 

Llali^tale  rféfiaic  ém  prcaûer  membre  est  aussi  égale  à  la  variation  de 

Y  Y 

arc  la*ç=  le  Imi^  ée  C  c'esi-i-dire  à  l'indice  de  la  Tonction  =^  lorsque 

yiait  ('>  r  «décrie  le  c«»te«U'  C.  Si  les  fonctions  X,  Y  sont  des  poKnooiri, 
«I  s*  le  co^lowf  C  est  lanM  «Tares  de  courber  unicursales,  on  eft  rameni 
a  I  ik  wlrf  rîM^Ke  ^«ae  n«  pitr«îettr<  fonctions  riuionneltes,  ce  qui  n'eiigft 
^»*  et*  ayfrmi— I  êléawtaires  i  n*  77).  D'ailleurs,  quelles  que  «oieot  l 
X,  T.  es  |p**t  toejours  calculer  l'inli^grale  définie  (  54'  a^ec  bdi 
«  à  s,c«  qei  suffit,  puisque  le  second  membre  doit  être  «ij 

La  fa^mmèt  '  Si^  Me  Sût  coonallre  le  nombre  exact  des  |>oinl«  coroniiin 
Ws  fke  si  le  déterminant  fonctionnel  conserve  un  »i^nc 
;  à  fit iriiei  4(  C-  Des  travaux  récents  de  M.  Picard  ont  pcrmi< 
ce  rc««ltel  '  '  '■ 


préoédenta.  ~  l.-es  résultats  des  derniet^ 
Mes  eHMbfication  essentielle  aux  intégrales  euni- 


i 


•  I*JkSI 


*«• 


11=/  Pdr-Qdy^R 


*((>«$  ilJÀfraefoes  par  P.  Q,  R  trois  fonctions  continues  ainsi  que  lrur« 
-«•  partielles  du   premier  ordre,   dans   une   région   i  E  >  de  l'espace, 

>:  pjr  une  seule  surface  fermée  S.  Cherchons  d'abord  les  condition» 

pcMtr  q«e  rinteçrale  curviligne   précédente   ne  dépende  que  des  exiré- 

■lilès  (x*. /"«.  «,  I,  (JT,  _r,  *i  de  la  ligne  d'intégration.  Cela  revient  encore 
ft  vbercher  dans  quels  cas  l'intégrale  curviligne,  prise  le  lon(;  d'une  eourbi" 
fermée  quelconque  V,  est  nulle.  Or,  d'après  la  formule  fie  Stokcs  i  o"  136 1. 
CttlC  intégrale  curviligne  est  égale  à  i'iiiiégrale  île  surface 


I  7't^ilé  d'Analvte.  t.  11. 
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(tendue  à  une  surface  S  liniiu'e  par  le  contour  F.  Four  que  celte  inicgrate 
de  surface  suit  nulle,  (]uel  que  soii  le  cuntntir  F,  il  faul  évidcniiiietiL  el  il 


suffit  • 


que  l'oa  ait 


(S6) 


dP  _  àQ 

àP    _  &R 

àQ       OR 

ôjr         <)x' 

às  ~  àx' 

^  ~   tty 

Si  ce*  conditions  sont  remplies,  U  e<t  une  fonction  des  variables  x,  y,  z. 
dont  la  difft-rcnlielle  totale  est  P  di- -\- Q  dy  -  Rds,  et  i]ui  est  uniformi: 
«laos  la  région  E  de  l'espace,  l'our  avoir  la  valeur  de  U  en  un  point,  on 
pourra  choisir  arbitrairement  le  chemin  d'inlégrai;ioa. 

Si  les  fondions  P,  Q,  R  vérifient  les  relations  (  5G),  mais  deviennent 
inlinies  en  lous  les  points  d'une  on  plusieurs  lignes  dans  (  E  ),  on  un  déduit 
des  conséquences  analogues  à  relies  qui  onl  été  iléveloppécs  au  n"  133. 

Si,  par  exemple,  l'une  des  fonctions  P,  Q,  R  devient  infinie  en  tous  les 
point*  d'une  courbe  fermée  -f.  l'intégrale  U  admettra  une  péiïodc  égale  à  la 
valeur  de  rinlégralc  curviligne  prise  le  long  d'un  contour  fermé  traversant 
une  fois,  el  une  seule  fois,  une  surface  i  limitée  par  la  courbe  y. 

On  peul  aussi  se  proposer,  pour  les  iiiléf^rales  de  surface,  une  question 
tout  à  fait  pareille  à  celle  qui  a  été  traitée  pour  les  intégrales  cui'vilîgnes. 
Désignons  par  .\,  B,  G  trois  fondions  eoniinues,  ainsi  que  leurs  dérivées 
du  premier  ordre,  dans  la  région  E  de  l'espace  limitée  par  une  seule  sur- 
face ferinéu  S.  Soit  S  une  surface  prise  dans  E,  el  limitée  par  un  contour 
de  furnie  quelconque  P.  L'iniégrale  de  surface 


i>:) 


^  f  f  Kdy 


dz  -1   BdsdT-hCdx  dy 


dépend  en  général  de  la  surface  S  elle-même,  et  non  pas  seulement  du 
contour  F.  Pour  que  cette  inléf^rale  ne  dépende  que  du  eoniour  F,  il 
taudra  que  l'intégrale  double  étendue  à  une  surtace  fermée  quelconque 
prise  dans  E  soit  nulle.  La  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  nous  esl 
donnée  immédiaiemeni  par  la  formule  de  Green  (  n"  140).  Nous  savons,  en 
*"*t,  que  l'inté^trale  double  précédente,  étendue  â  une  surface  fermée,  est 
*8ale  -à  l'intégrale  triple 


ffm-î-t)^"^'"- 


**eodue  au  volume  limité  par  celte  surface,  Pour  que  cette  dernière  inté- 
K^ale  soii  nulle,  quel  que  soil  ee  volume,  il  fiiut  évidemment  que  les  fonc- 
''0(n  A,  B,  G  vérifient  U  relation 


ù». 


àx 


dR 


àC 

dz 


—  G, 


""^  cctic  condition  esl  suffisante. 

La  formule  de  Slokes  en  donne  une  vérification   facile.  En  cfTet,  étanl 
'donnée*  trois  fonctions  A,  B,  G  veriliant   la  relation  (58  i,  on   peut,  d'une 
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infinité  de  manières,  déterminer  trois  autres  fonctions  P,  Q,  R,  telles  que 
l'on  ait 

D'abord,  si  ces  équations  admettent  une  solution,  elles  en  admettent 
une  infinité,  car  elles  ne  changent  pas  quand  on  remplace  P,  Q,  R  par 

p^^.      Q^^,      R^^ 
ox  dy  dz 

respectivement,  X  étant  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  x.  Cela  étani, 
prenons  R  — -  o;  on  tire  des  deux  premières  relations  (Sg  i 

V  ^.    i    B(x,y,  z)d3-i-f{x,y),        Q^—j     \(x,  y,  z)dz —  i>fX,y}, 

(f(x,y)  et  ^(x,y)  étant  deux  fonctions  quelconques  de  x  et  de  y.  En 
portant  ces  valeurs  dans  la  dernière  équation  (Sg),  elle  devient 

J,     \  àx       dy  j  Ox       dy  >  .r .      . 

ou,  en  tenant  compte  de  la  condition  (58), 

S--,>-C(^,r.--o); 

on  peut  encore  choisir  arbitrairement  une  des  fonctions  o,  if. 

Ayant  ainsi  déterminé  trois  fonctions  P,  Q,  R  satisfaisant  aux  équa- 
tions (59),  l'intégrale  de  surface  est  égale,  d'après  la  formule  de  Slokef,  à 
l'intégrale  curviligne 

^  V  dx^(Xdy-r-Bdz\ 


f 


(Pi 
elle  ne  dépend  donc  que  du  contour  F. 


EXERCICES. 

1.  Calculer  la  valeur  de  l'intégrale  triple 

j  I   i[5(x  -y)^-hiaz~  4a*]dxdydz, 

étendue  au  volume  défini  par  les  inégalités 

ars    _^2  _  „~    -  Q^        j-î.^j,2.^^ï__.  2a*<  o. 

[Licence  :  Montpellier.  iSj'l 
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2.  Calculer  l'aire  de  !a  surface  représentée  par  l'équation 

et  le  volume  limité  par  cette  surface. 

3.  Etudier  les  propriétés  de  la  fonction 

X  T  Z 

F(X,  Y,Z)r-f   dx  f   dy  f  f{x,y,z)dz, 

^x,  Jy,  J^t 

considérée  comme  fonction  de  X,  Y,  Z.  Étendre  les  résultats  du  n°  12r>. 

4.  Trouver  le  volume  limité  par  la  portion  de  la  surface  représentée 
par  l'équation 

( X»  -,- _y*  -!-  3* ,)'  —  3  a*  xyz, 

qui  est  située  dans  le  trièdre  Oxyz. 

5.  Ramener  à  une  intégrale  simple  l'intégrale  multiple 

f  j  •■■  f  sf'i'x^' . . .  x%'F{xt-*-  xt^ . .  .-i-  x„)  dxfdxt . . .  dx,„ 

étendue  au  domaine  D  défini  par  les  inégalités 

o^^ii        o'^Xj,         ...,        o'£x„,        ari -t- Xj -h ...-(- ar„  ^v  « 
(on  procède  comme  au  n"  148). 

6.  Même  question  pour  l'intégrale  multiple 

//.../.?..;.... ,;-F[(îi/V....(g)'-]^„(x,......, 

étendue  au  domaine  D  défini  par  les  inégalités 

oiXu  0^a7j,  ...,  O^Xn,  (—  -H...-r-     —  )        .1. 

*7.  Démontrer  la  formule 


SII-J'^"^'-^'=r7i 


(->■; 


l'intégrale  multiple  étant  étendue  au  domaine  D  défini  par  l'inégaliii- 

-•>?*  -4-  SK%  -i-     .     -■—  /r*  <^  I  - 


EXERCICES. 


*8.  Déinunlrer  lu  formula 


,-.71  ^  lit  -■«-1  I 

/     M  f       l'facosB -t- ésinftcosip -+  csinft  sin!p)sinO  rf<p  =  >7T   /       P(uR}| 

'  0  "A)  •/-[  ' 


OÙ  a,ù,c  sont  des  constantes  quelconques  et  où  t'on  pose  R  =  /a'  -^6*-f-e'. 

[Poisson.] 
[On  peut  observer  i]ue  l'iniéyrale  double  re}jrésente  une  certaine  inté- 
grale de  surface   clcnduc   à    la   splière  x* -t- jr* -r  x*  =  t ,  el   prendre  le 
plan  bx  ■+•  cy  -+-  ai  =  o  pour  nouveau  plan  des  xy.\ 

"9.  Soit  p  —  F(6,  ç)  l'équation  d'une  surface  fermée  en  coordonnées 
jicdaires.  Di^'uinnii'er  que  le  volume  Iniiité  par  celte  aurface  esl  égal  à  i'in 
tcgralc  double  étendue  à  louie  la  surface 


I 


(a, 


-     /     /   p  COSf  rfl, 


d9  étant  rélémenl  d'aire,  et  f  'angle  que  fait  le  rayon  vecieur  avec 
normale  extérieure. 

*1(l.  Un  ellipsoïde  étant  re])résenlé  par  l'équation 

V»  «* 


fi'«  —  6*       |ji*- 


—  1. 


définissons  un  point  de  sa  surface  par  les  coordonnées  elliptiques  v  et 
c'est-à-dirc"    par  les  rar-inea  de  l'équation  précédente  où  l'on  aurait  rei 
()lacé  ;jt.  par  l'inconnue  (  tiotV  n"  tl7>.  L'application  des  formules  (ag^' 
volume  de  cet  ellipsoïde  conduit  n  In  relation  suivante  : 


L'application,  de  la  formule  {a.)  donne  de  même 

J„         J^     /(*'— pV)(c«-  pV)(v«— &V)(c»  — v«)       a 

[Lahé.j 

11.  Délerroiner  les  fonctions   P(x,  y),  Q(a^,  ^),  continues   ainsi    iju'j 
leurs  dérivées  partielles,  de  telle  façon  que  l'intégrale  curviligne 

/  V(x-+-  X,  y    -  ^}dx  -r-  Q(x  -t-  a,  j -i-  p)  dy, 

prise  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque,  soit  indépendante  dcs^'nn- 
siantcs  X,  p  el  ne  dépende  que  du  ootitour  lui-raéme. 

{Licence  ;  Paris,  juillet  1900.I 


CHAPITRE  VIII. 

DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES. 


I.  —  PROPRIETES  GENÉR\LES  DES  SERIES.  -  RÈGLES 
DE  CONVERGENCE. 

i56.  Définitions  et  généralités.  —  Les  propriétés  élémontaires 
des  séries  sont  exposées  en  détail  dans  tous  les  cours  d'Algèbre. 
Nous  en  résumerons  rapidement  les  points  principaux. 

Considérons  d'abord  une  suite  indéfinie  de  quantités 

(l)  *0,        .«1.        »J,         ...,        A-,,,         ... 

dont  chacune  occupe  un  rang  déterminé;  celte  suite  est  dite  con- 
vergente si  Sn  tend  vers  une  limite  .v  lorsque  le  rang  n  augmente 
indéfiniment.  Toute  suite  qui  n'est  pas  convergente  est  dite 
divergente;  cela  peut  arriver  soit  que  s„  finisse  par  rester  siipé- 
rieur  à  tout  nombre  donné  à  l'avance,  soit  que  Sn  ne  tende  vers 
aucune  limite,  sans  augmenter  indéfiniment. 

Pour  qu'une  suite  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit  qu'à 
tout  nombre  positif  z  on  puisse  faire  correspondre  un  nombre 
entier  n  tel  que  la  différence  Sn+p — ««  soit  moindre  que  s  en 
valeur  absolue,  quel  que  soit  le  nombre  entier  positif  p. 

La  condition  est  nécessaire.  En  cfTet,  si  s„  a  pour  limite  s 
lorsque  n  croît  indéfiniment,  on  peut  trouver  un  nombre  n 
assez  grand  pour  que  toutes  les  difTérences  s  —  .v„,  x  —  Sn+\ ,  ■  •  • . 

s  —  s„^p,  . . .,  soient  inférieures  en  valeur  absolue  à  ;  •  La  difTé- 
rcnce  s„^p  —  .v„  sera  donc  moindre,  quel  que  soit/),  que  a     =  £. 

Pour  démontrer  la  réciproque,  nous  introduirons  une  nouvelle 
notion  très  importante,  due  à  Cauchy.  Supposons  tous  les  termes 
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de  (il  suir€(i)  inft'rit-urs  en  vaK-ur  absolue  à  im  nombre  posilif 
tous  les  nombres  con»|in'4  entre  —  N  el  -t-  N  |jeiiveiJl  élrc  sc|»ai-^i^s 
cii  deiii  classes  de  la  façon  suivante.  Nous  dirons  qu'un  Dntnb  ^^h^c 
a[)()ariilenl  à  la  classe  A,  s'il  existe  une  inllnil*^  de  lernies  de         d 
suiic  (1)  siipciSeursà  ce  noinbrc,  et  à  la  ctassf  U,  s'il  n'e\isle  qu'i      _3F 
nombre  (itii  de  lorinc>  de  la  suite  (1)  su|n'TiRurs  à  ce  noniliie.  U 

esl  clair  qu'un  nombre  cotiipris  entre  — N  cl  +  IN  apparlîcnl  B 
l'une  des  drii\  classes,  cl  que  Imil  nonibrc  do  la  classe  A  esl  fn^Htf^ 
rieur  à  un  nombre  quelconque  de  la  classe  Ij.  Soil  S  la  liuiL 
supérieure  des  nombres  de  la  classe  A,  qui  esl  on  m^me  temps 
limite  inférieure  des  nombres  de  la  classe  B.  G'esl  ce  nombre 
que  Caucliy  appelle  /«  plus  grande  des  limiU-s  (  '  )  des  termes 
la  suite  (1).  Il  ne  f.Hit  pas  confondre  S  avec  la  limite  sunéricu 
des  termes  de  la  suile  (1);  ainsi.  |>our  la  suite 

I       I  I 

I ,     -,     -  1     • . . ,     -,     ... 
•l        \  n 

la  limite  supérieure  (n"  68)  esl  i,  taudis  (|ui:  la  plus  grande  (M  «s 
limites  est  o. 

Il  esl  facile  de  justifier  le  nom  adopté  par  Cauchv.  D'après 
déliniliou  ultime  du  nombre  S,  il  existe  toujours  une  infinité  «J(^1 
termes  de  la  suite  (1)  couqirîs  entre  S  —  £  et  S  -+-  £,  aussi  petit  c»  •'«' 
soit  le  nombre  positifs.  (Considérons  alors  une  suite  de  nonibr~c' 
positifs  ili'i'foissants  e,,  t^j,  ,  .  .,  •„,  . .  . ,  le  icrme  général  t„  \c^  »»' 
dant  vers  zéro,  et  à  cbaipie  nombre  e,  faisons  correspondre  ■-•"^ 
nombre  a,-  de  la  suile  (1)  compris  entre  S  —  î,-  el  S-{-e,.  Ne»  •"^B 
obtenons  ainsi  une  suile  de  nombres  a,,  «j,  ...,  a„,  ...  apps  ~ 
tenant  à  la  suite  (1)  el  ayant  pour  limite  S.  D'ailleurs  il  est  cl»  ■''« 
d'après  la  façon  niéine  dont  on  a  défini  S,  qu'on  ne  pourrait  |r»**' 
détacher  de  la  suite  (i)  une  suile  partielle  a^fanl  pour  limite  «*' 
nombre  su|)érii'ur  A  S.  Loisqu'une  suite  est  convergente,  la  lin»  î** 
esl  éviJfniinenl  fe  nombre  S  lui-mériic. 

Cela  (vosé,  supposons  que  la  difFcrence  5„+;,  —  .v^  de  deux  lerir»e5 
de  la   snile  (i)  soil    riilV'rieure  en   valeur  absolue  à    un   nonilï*"** 


t<?^ 


(')  KèêumtM  nnalyliqut*  de  Turin,  i833  (Œuvres  complétée.  1'  scrie,  1.  X, 

P-  49)- 

L^  dénnilion  Vélcod  d'clle-mtiiie  à  tout  ensemble-  ijc  aombre*  limitiï  lupérto'* 
reœeiii. 
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positif  e,  quel  que  soit  le  nombre  positif/».  Tons  les  termes  de  la 
suite  (1)  sont  compris,  à  partir  de  s„,  entre  s„  —  s  et  s„  +  e.  Soit  S 
la  pins  grande  des  limites  des  termes  de  cette  suite;  d'après  ce 
qu'on  vient  de  voir,  on  peut  dt^lacher  de  la  suite  (i)  une  suite  par- 
tielle ajanl  pour  limite  S,  et,  tous  les  termes  de  celle  suite  par- 
tielle étant  compris,  à  partir  d'un  certain  ran^,  entre  s„  +  e 
cl  s,,  —  £,  il  est  clair  que  la  valeur  absolue  de  S  — .s„  est  au  plus 
(*gale  à  E.  Soit  maintenant  «„,  un  terme  quelconque  de  la  suite  (i), 
dont  l'indice  »i  est  supérieur  à  n.  Nous  pouvons  i^crire 

Sfti  —  O  =  (  5//I 5/1  )  -I-  \Sff  —  o  )j 

Cl  la  valeur  absolue  du  second  membre  est  inférieure  à  ae.  Comme  & 
«•st  un  nombre  positif  arbitraire,  il  s'ensuit  que  le  terme  général  «,„ 
il  |>our  limite  S,  lorsque  l'indice  m  augmente  indéfiniment. 

lieinarque.  -  Si  S  est  la  plus  grande  des  limites  des  termes 
(le  la  suite  (i),  tout  nombre  supérieur  à  S  est  de  la  classe  B,  et 
tout  nombre  inférieur  à  S,  de  la  classe  A.  Le  nombre  S  lui-même 
peut  être  de  la  classe  A  ou  de  la  classe  B. 

lo7.  Étant  donnée  une  suite  infinie  quelconque 

«U,       Ml,       Ml,        ...,       M„,       ... 

on  dit  que  la  série 

(a)  Mo-H  M|-l-  Mj-I-.  .  .-H  Mn  -t.  .  . 

est  convergente,  si  la  suite  formée  par  les  sommes  successives  des 
termes  do  celte  série 

So=  M«,  Si=Mu-hM,,  >,,         «,-|-  «,-T   .  .  .   +-  M„,       ■      

est  elle-même  convergente.  Soil  S  la  limite  de  celte  suite,  c'est 
à-dire  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  S/,  lorsque  n  augmente 
indéliniinent  ;  S  s'appelle  la  somme  de  la  série  précédente,  et  l'on 
indique  cette  dépendance  par  l'égalité 

S  —  «0  ->-  «I  -i- .  . .  4    u,,-^.  ■  ■—  2.  "v- 

v  =  « 

Une  série  qui  n'est  pas  convergenle  est  appelée  divergente. 
Reconnaître  si  une  série  csl  convergente  ou  divergente  revient 
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<lonc  ù   recoiinailie  si    la   siiiie   foimcc  par  les  sommes  succes- 
sives So,  S|,  Sa,    ...  csi   rllc-iiithne  convergenle  ou  divergenicj 
liiversemenL.  pour  savoir  si  une  siiile  ttifinio  (|uelconque 

*!))      -'il      -'il       -  •  ■ .      *«■       •  ■  • 

esl  convergente,  il  suffit  trexantiner  la  série 

car  la  somme  S»  des  (ti  -\-  \)  premiers  termes  de  celle  série  est 

(•videinnient  éf;ale  nu    lerino   L;i^t)('riil  .V/,  di"    la   suite    considérée.] 
(]i"Lte  remarque  esl  d'une  .i|)|ilK;ilion  fréquoiile. 

La  série  (a)  est  convergente  ou  divergente  en  même  temps  (jue 
la  série 


(3) 


'p-^■^- 


oluenne  en  supprimant  les  fi  premiers  termes  de  la  série  (a),  tn 
elIVl,  soient  S„(«  >/>)  la  stHutne  des  n  -+-  i  [iremiers  termes  de  \i 
série  (i),  et  S«_y,  la  somme  des  n  — />  r  *  premiers  termes  de  I* 
série  (3)  : 

~n-i>=  «/>-+-  M/,-.t^..-—  "„; 

lu  diirércuce  Sy^  —  l"„_p  =;  »„  4- «i -h  .  . .  H- //y,_,  ne  dépcndaul 
pas  (le  rt,  si  la  somme  S«  lend  vers  une  limite,  il  en  est  de  mém*' 
ilfS„_^,Êt  inversemeiil.  Il  Miil  de  là  que,  pour  reconnaître  si  ODf 
série  est  convcrj^enle  ou  rliver^cnle,  Ou  pcul  toujours  négligir 
iuit«inl  de  termes  que  Von  voudra,  au  tommencen>ent  de  la  série. 
Siienl  S  la  somme  d'une  série  convergente,  S«la  somme  des/i-f-1 
preuiiers  termes  de  la  série,  el  l\„  lu  somme  de  la  série  conmien- 
I  .ml  an  terme  w„+, 

On  a  évidemment 


S  =  S„ 


lu.. 


Il  pst  en  général  imposstidr-  de  calculer  exactement  la  somme  S 
«lune  série  (ronvergrnle;  si  l'on  |)rend  pour  valeur  a|>procliée  deS 
t.t  somme  S„  des  n  -f-  i  preiiiiois  termes,  l'erreur  commise  est 
égale  à  I\„.  Puisque  S„  a  pour  limite  S  lorsque  n  augmente  indé- 
liniment,  la  difTérence  R„  lend  vers  zéro,  cl  l'on  peut  loujoiir* 
prendic  un  nombre  de  termes  assez  grand  pour  que  l'erreur  com- 


i|)h 
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mise  en  remplaçant  S  |)ar  S«  soit  tuoliiclre  que  loiil  nombre  donné 
H  l'avance,  du  muin*  lhcorl(|iicm<-iit.  Il  siiHU  de  cnnnnîtce  iinr 
limite  sn[n'Tieiii'('  de  \\„  pour  se  r«Mi(Ire  compte  île  ra|ipt<»xiiiialt«iii 
obtenue.  Il  est  clair  que,  dons  l.t  pratiiint',  les  seules  séri<*s  qui  se 
prèlenl  ;ju\  calcids  niiméii(|ties  sont  celles  pour  lesquelles  le 
reste  l\„  lend  assez  rajjiderneiiL  vers  zért).  ^^ 

De  la  délinilioti  rnOtnc  de  Ui  comergence  résultenl  un  certain 
nombre  de  firopriélés  qu'il  nous  >unii'ii  dViionrer  : 

i"  Si  l'un  iiinlli[die  tous  les  U'riiifs  d'une  série  ]>ar  un  nombre 
constiint  a,  dilli/icril  de  z«'ro,  la  nouvrjle  série  est  ciwncrgenle  ou 
divergente  en  même  tfutps  mik^  hi  iirt-mii'ir  ;  lorsorio  \,i  |irfUiii-re 
est  convergente  cl  o  pour  sotuiiif;  S,  \a  sottirne  de  la  seconde  série 
est  it  S  ; 

2"  Si  l'on  ;i  deu\  séries  convergetjles 


Hû-(-  M|-4-  Ml-»-. 

l'O    -<-    fl    -r-  fl    -»-. 


ayunt    respectiv^'iucul    pour   soumres   S   et    S',    la    nouxelle   série 
obtenue  i-ii  les  ajoutanl  terme  ;i  Icriiie, 

est  converf;cnlc  et  a  pour  somme  S  •+-  S'.  Il  eu  sérail  de  même  si 
l'on  ajoul;Ml  terme  à  terme />  séries  convergentes; 

3"  <  )n  ne  modifie  pas  \a  (•f)irvei';;enee  ou  lii  diverfjfcniH"  d'une  si'-i-ic 
en  cban^Ciint  la  valeur  d'un  nomlirc  liui  de  trrtiies  de  cette  série; 
Car  cela  revient  à  auf^menler  ou  l'i  diuiiimer  toutes  les  soiuuies  S„ 
d'une  cpiimlité  constante,  à  partir  d'une  valeur  assez  t^rnidc  de  n. 
La  critérium  de  converj;ence  d'une  suite  iniinie  quelconque, 
appliqué  aux  séries,  donne  la  rèf;le  générale  de  con\rri;ence  de 
Claiiciiv  (').  Pott/-  (fit'una  série  sott  convergente,  il  faut  et  il 
■tuf /il  'fu'r'i  tout  nombre  positif  e  on  fniisse  faire  correspon'lrf 
'in  nombre  entier  n,  tel  que  la  somme  d'un  nombre  iineleon<jn<- 
de  termes  à  partir  de  iin-^-t  soit  moindre  en  valeur  absolue  que  i. 


On  a  en  ellet  S„ 


+P 


S„  =  n 


"+• 


'«4-a 


'ii+P 


.  E. 


P 


liculicr  le  terme  général  »«4.i=:S„^|  —  S„  doit  tendre  veri  itéro 
lorstpje  n  augmente  itidéUiinueat. 


^ 


(')  Extrcieea  de  Afnlftémaliqites;  1837.  Œuvres  complètes,  t.  VII,  T  sdrie. 
p.  »67. 
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La  lîgic  de  Caiicli^  c^l  «U^^olumenL  gcni'i;ile,  mais  plie  esl  diffî" 
cilenieril  applicable  dans  la  [tr)»li<|iie  ;  elle  n'est  au  fond  que  le 
df'vcloppenienl  de  la  notion  inéme  de  limile.  Nous  allons  rappeler 
les  rtgles  praiîrjiies  les  plus  usitées  pour  reconnaïlre  la  conver 
gcnce  011  la  divergence  d'une  simic.  f^es  régies  DllVent  loiilcs  a 
caraelf'-re  commun  de  n'être  aji|ilit;diles  <jue  dans  des  cas  pnrliru 
liers,  mais  elles  stiffiscnl  dans  lu  [dupiui  des  cas. 

lîJS.  Séries  à  termes  positifs.  —  Les  séries  dunl  tous  les  terme* 
sont  positifs  ont  une  gr.mde  ini|iiirl!incc,  el  noris  commenceroDS 
par  les  étudier.  Dans  une  telle  série,  la  snmntc  S„  va  en  croissant 
avec  n  ;  pour  que  la  série  soit  coïKcrgenle,  il  suffira  donc  que  celle 
somme  S^,  reste  inférieure  à  une  limite  iixe,  quel  que  soit  n.  Le 
procédé  le  plus  général  pour  déeidei-  de  la  cimvergencc  ou  de  lit  H 
divergciK'c  d  une  série  cousïsic  à  i(in<]uirer  la  série  proposée  à  une 
autre  série  déjà  étudiée.  On  s'appuie  pour  cela  sur  les  deux  pro- 
positions suivantes  : 

i"  Si  une  série  à  tertues  positifs  a  loiis  ses  termes  inférieurs 
on  tiu  (dus  égaux  respeetivemenJ  à  ceux  d'une  autre  série  conver- 
gente à  tenues  [losilifs,  [a  [iremière  série  est  convergente. 

C:ir  la  souiiue  S„  des  n  jueniiei-s  termes  de  la  série  proposée  est 
évideuïmetil  plus  petite  que  la  scmmuic  S'  tie  l^i  seconde  série;  elle 
a  doui:  une  liuiileS  inCi'ricitre  à  S'. 

a"  Si  une  siVie  à  termes  |)o-vilil"s  a  tous  ses  termes  [dus  grands 
res[ipr'tivemeiit  (pte  ceux  d'une  série  divergente  à  termes  positifs, 
elle  est  également  divergente. 

Car  tii  somme  des  it  premiers  termes  de  ];i  première  série  esl 
supérieure  à  la  somme  des  n  preuiieis  ternies  de  la  seconde  el  par 
suite  augmente  iiidéliniiucnt  ave<;  /i. 

Ou  peut  faire  la  cum|iaralsoii  de  deux  séries  d'une  autre  façon, 
en  s'appnjant  sur  le  lemmc  suivant  :  Soient 


(li) 
(V) 


«0  -f-  «  I  -f-  M.  - 

it  -t-  l»!  -4-  l'i  - 


deux  séries  à  lernies  positifs.  Si  la  série  (U)  est  convergente  el  si. 


1 


partir  d'un   ceiLaiii    rang,   on    a    constammenl  — 


»'/. 


^*-i,  I» 


série  (V)  esl  aussi  convergente.  Si  la  série  (U)  est  divergente  ri 
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si,  à  partir  d'un  cerlain  liing,  oq  a  conslammenl  — ^^'  <  -^^t  la 
série  (V)  csl  également  clivetgcnte. 

Pour  démontrer  la   preiniiTc  partie,  supposons  que  Tinégalilé 


Vh-I 


< 


soil  vf'riliée   pour  n^ p.  Comme  on  n'alt^^re  pas  la 

convergence  d'une  série,  ni  le  rapport  d'un  terme  au  précédent, 
en  multifdianl  Ions  les  termes  pfir  un  même  facteur  constant,  on 
petit  supposer  iip<;  tip.  et  11  rst  évident  qtie  l'on  aura  i'p+i  <C  "^^.t, 
puis  ^'p+i<i  ttp^-^,  .  ..La  série  (V)  sera  donc  convergente.  La 
seconde  p:trtie  du  leinmc  s'établit  de  la  niéme  façon. 

Etant  donnée  une  série  à  termes  positifs,  de  caractère  connu, 
on  peut  la  [ircntlre  comme  ternie  de  conijiaraison,  et  l'on  oblienl 
ainsi  deux  propositions  pcrmettiint  dans  certains  cas  d'affirmer  la 
convergence  on  la  divergence  d'une  antre  série  à  termes  positifs, 

suivant  que  Ton  compare  les  lernics  eux-mêmes  des  deux  séries, 

ou  les  rapports  de  deux  termes  consécutifs. 

1."9.  Règles  de  Cauchy  et  de  d'Alembert.  —  La  série  la  plus 
sinijile  que  l'on  puisse  |irfndre  cotiinie  terme  de  comparaison 
fit  la  progression  géoméïriqiic  de  raison  r,  qui  est  convergente 
*'  /■  <  1 ,  et  divergente  si  r^i.  La  comparaison  d'tjne  série  à 
'ftnes  positifs  avec  une  progression  géométrique  conduit  ù  la 
•■^le  siiivaule,  due  à  Cauchy  : 

L^rsfjui',  dans  une  série  à  termes  positifs,  \/ u„  est,  à  partir 
"  On  cet  tain  rang,  constamment  moindre  quun  nombre  Jixe, 
^^férieur  à  l'unité,  la  série  est  convergente;  si'\^u„  est,  à  partir 
'^'un  certain  rang,  constamment  supérieur  à  l'unité,  la  série 
*•<  divergente. 

Dans  le  premier  cas,  on  a,  en  cfTel  i/u„<iA<Ci,  et  par 
''^ïile  «„  <  A".  Les  termes  de  la  série  sont  donc,  à  partir  d'un 
•^«riain  rang,  moindres  que  ceux  d'une  progression  géométrique 
*«e  raison  plus  petite  que  lunilé.  Dans  le  second  cas,  au  coniraire, 
^nay'u,,  >  I,  et  Urt  >  i;  le  terme  génér;d  ne  tend  flone  pas  vt;rs  zéro. 

La  rf^gle  précédente  est  a(>plicaljle,  toutes  les  fois  que  y/«,,  tend 
Vers  une  limite,  et  Ton  peut  encore  énoncer  la  proposition  sui- 
rantf!  : 
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Si\/ii„  tend  vers  une  limite  /,  lorsque  n  croit  indé/inimeni, 
la  série  est  convergente  si  l  est  inférieur  à  un,  et  divergente  \ 
si  l  est  supérieur  à  un. 

Si  /=  I,  il  V  a  doulc,  siuif  dnns  le  cas  où  ^u„  tend  vers  l'unilé 
en  lui  rrstanl  supérictir;  la  sêri«  esl  alors  divcrgenlc. 

El)  coin|>»r;iiil  de  nièine  le  r«i[»pi>rl  de  deux  lermcs  consécutifs 
d'une  sérit:  à  lorraes  positifs  ;m  rapport  de  deux  termes  coDsécatifj, 
d'une  progression  gëomt'>lri«|«i<',  on  obtient  la  règle  de  d'Alenibert: 

Lorsque,  dans  une  série  ù  fermes  positifs,  le  rapport  d'un 
terme  au  précédent  est,  à  partir  d'un  certain  rang,  inférieur 
à  un  nombre  fixe  plus  petit  que  l'unité,  la  série  est  conver- 
gente. Si  ce  rapport  est,  à  partir  d'un  cet-tain  rang,  supérieur 
à  l'unité,  la  série  est  divergente. 

On  en  di^'diiit  comme  corollaire  que  si  le  rapport  — ^^  tend 

rers  une  /imite  /,  lorsfjue  n  augmente  indéfiniment,  lu  série 
rst  convergente  si  /<',  et  di^-ergente  si  />i.  Le  seul  cas 

douteux  est  celui  où  /:=  1,  à  moins  que  -^^  ne  tende  vers  un  en 

lui  restant  sujiéricur.  La  série  est  alors  divergente. 

ficmarr/ues  diverses.  —  La  rùglc  tie  Gauchy  est  plus  générale  que  relie 
(le  d'Alejuburl.  Supposons,  ea  effet,  que  les  termes  d'une  série  soient,! 
(•artlr  d'un  cerloiii  rang,  plus  petits  que  ceux  d'une  progression  gcoiné- 
irîque  déLToissanle;  le  terme  j^énèra]  m„  sera,  pourvu  que  ;i  soit  pl«J 
(•rainl  ([u'un  nombre  li\o  p,  intiTieur  à  Ar",  A  étant  une  constante  et  r 

I 
rtani  plus  pctil  que  un.  On  aura  <li>nc  v'Mn<  r\",  et  le  second  m^mlirc 
il  [lOiir  liniile  r  lorsque  n  au^'iiicnic   iiitléliniineiil.  En  désignant  par  k  un 
nombre  (i\e  compris  entre  /■  ei   1,  on  aura  donc,  à  partir  d'un  certaii 
rang,  yu„<.ti.  Nous  sommes  donc  toujours  dans  un  cas  où  la  ré^ie  di 

Gauchy  c<t  applicable,  mais  il  peut  se  faire  que  le  rapport     *''"•  prenne] 

des  valeurs  supéi  ieurcs  à  un,  aussi  loin  que  l'un  aille  dans  la  série.  PrenoBt 
par  exemple,  la  série 

H-  /-|sinai  -»-  r'|sinaa|-t-. . .-(-  r"|sinna|-4-. . ., 

où  /■  <  I ,  a  étant  une  constante  quelconque.  On  a  'Ifû],  =  r  y^,  siniix|<> 
tandis  que  le  rapport 


sin/ia 
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Il  prcndri'  eu  péïK'ral  une  infinrtt'  de  valeurs  su|tt'Tieures  à  un,  lorsiiuf  n 
aagincnte  inJéfiiiinifDl. 

11  y  a  cependant  avantage  à  conserver  la  règle  de  d'Alembert,  qui  est 
>ouvcnl  d'une  appliciition  plus  facile.  Ainsi,  dans  la  série 


i-f- 


I  .a 


X" 


i.j.-; 


le  rapport  d'un  termo  au  prt-ct^dcnt 


a  zéro  pour  limite  lor.'îque  n 


:ittgmen(e  indcftniment,  tandis  qu'on  ne  voit  pas  itntnédiateraciit  ce  que 


•ievicot  y«^  =  jT 


pour  lIi's  v:i)eurs  très  grandes  de  n. 


j/i  .a  .  . ,  n 

Quanil  on  .1  reconnu,  pur  i'iip[)lii.-.'iij<in  d'um:  dcsi  règles  pn-cédenles, 
que  les  lurnicH  d'une  s<*ri«  sont  rcipcctivcincnt  nioinilre^,  à  pailir  d'un 
l'.eriain  rang,  que  ceux  d'une  progression  géoniêlrique  dùcroissonie 


A,     Ai;     A/». 


A  r" , 


il  est  facile  d'avoir  une  limite  de  l'erreur  comnnise  quand  on  prend  pour 
-onime  de  la  série  la  somme  de  ses  m  [ircmiets  termes;  celle  erreur  e.*l 
(■videmmeoi  moindre  que  la  somme  lir  la  proj^ression 


A  r'»  ■+-  A  /•'"'-'  -+-  A  /■'"■♦-*  -(-...= 


Ar'» 
I  —  r 


Lorsque  les  deux   expressions  v^«„  et     "*'  ont  chacune  une  limite,  ces 
I       «leu»  limites  sont  les  mêmes.  Considérons,  en  cITct,  la  série  auxiliaire 

^^^4)  «0-1- «i-r -+- Ujj:'  +  .  . .+ «„j:«-4-.  . ., 


»»6  ar  est  positif.  Dans  celte  série,  \r.  rapport  d'un  terme  au  précédent  u 


u.,^, 


t«ur  limite  Ijr,  l  étant  In  limite  «lu  rapport  >  la  série  (  î  )  est  donc 


«-. 


«.'onvergcnio  si  l'on  a  x<  .  »  et  divergente  si  ar  >  -y  •  De  même,  en  dési- 
gnant par  /'  la  limite  de  ^u„,  l'expri-ssion  '^ii„jr"  a  pour  limite  i'r,  de 
sorte  que  la  série  (i)  doit  être  convcrgcnie  si  l'on  a  x  <     ,.  et  divergente 

six>  j7-  Pour  que  ces  deux  caractères  de  convergence  ne  soient  pas  en 

roatradiction,  il  faut  évidemment  qus  /=  /';  si  l'on  avait  par  exemple. 

/>  /',  tout  nombre  x  compris  entre  .  et  t?  rendrait  ia  série  convei-gente 

d'après  la  régie  de  Gaucliy,  tandis  que  le  même  nombre  rendrait  la  série 
divergente  d'après  la  régie  de  d'Alembert, 
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Plus  géncralt'Jiiijnl,  lorsque 
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-^^^  Icnd  vers  une  limite  I,  yu„  lend  vers! 
u„ 

la   «u'tiie  liiniln  ('j.   Supposons,  en   etTcl,  qu'il    |iariir   J'un    certain   râii 

Ions  li'«  rapports 

^«•+^1         >'n-vt         _"^-^l' 

soient  compris  entre  l  —  i  <sl  l  -h  i,î  désignant  un  nombre  positif  que  l'onj 
peut  supposer  aussi  pelil  que  l'on  vrut,  pourvu  que  n  soit  assez  grand.  OnJ 
iiura  jiussi 

nu  encore 


lorsque,    n   restant  llve,    le  notnbn»  p   au;»mcnlc   indértnimont.   les  aeoi 
termes  cxtrcmes  de  celle  d()tibl<"  rni'-!.;;ilité  tendervl  re.speclivemcnt  vers/  — s 
et  /  4-  i.  On  aura  donc,  [loiir  itiulc  valcirr  dti  m  supérieure  a   une  limilel 
iinnvciiable, 


/-•/ï 


111/ — 


a«. 


et,   eoniiix;   t   esc    arbitraire,  on    en  conclut    que    y^u,„  a   pour  limite  1(1 
nombre  t. 

Il  est  ù  remarquer  que   la   réciproque   n'est   pas  vraie.   Prenons,  pari 
exemple,  la  série 


I,     «, 


f/<,      it-h. 


„n(,H~l^      itlO». 


OÙ  <t  et  b  sont  ileii\  nombres  différents.  Le   rapport  d'un  terme  au  pri!c'- 

ilent   est    aiicmaiivenicnl   a   ou  />.   lamlis    que    l'espression    vUn   a  po"' 

limite  yaù  lorsque  n  nugmenlc  indêfinimnnl. 

La  jiroposition  précédente  peut  servir  à  trouver  la  limite  de  cerliiinf» 

ex|)ressions  qui  se  présentent  sous  forme  indiHc^rminée.  Elle  nous  moniri'. 

par  exemple,  que  '^ i  .■>....  n  augmente  iiidériniment  avec  n,  car  le  rap- 

i ,% , , , n 

iiort •  sugiriente  lui-mcme  indéfiniment.  On  verra  de  ménjf 

'         i.a. . .  (  rt       1  ) 

que  î/yj  a  pour  limili'  l'unitô,  ainsi  qui'  ï/|i>n«. 

IGO.  Applicadoii  de  la  plus  grande  des  limites.  —  Cauchy  a  présenté 
1(1  règle  précédente  *nus  une  forme  plus  fjénéraic.  Soit  On  'c  terme  généf»' 

•l'une  série  à  termes  positifs.  Considérons  la  suite 
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si  les  lormes  <le  cette  suite  n'ont  pas  de  limite  supérieure,  le  terme 
grnéral  «„  ne  tend  pas  ver*  zéro,  ei  la  série  est  divergente.  Si  tous  les 
termes  de  la  suite  (5)  sont  ninin^lrcs  qu'un  nombre  fixe,  soil  tu  la  plus 
grande  des  litaites  des  termes  de  celle  j.uile. 

La  sfirie  Srt,  est  convergente  si  u>  est  inférieur  l'i  un.  et  divergente 
si  (ik  est  supérieur  à  un. 

Pour  <l/'monlrcr  la  |H'(iiiirre  partie,  soit  i  —  i  un  minibrc  compris 
entre  to  et  i.  D'apros  la  (l»'liiiitia[i  Ai:  In  plus  grande  des  limites  (  ti*  lîS(î), 
il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  île  termes  de  la  suite  (5j  su|)ér'ienrs  à  i  —  et;  on 
peut  dont'  trouvei'  un  nombre  entier  p  ti'l  que,  [lour  toute  valeur  de  a 
supérieure  à /},  on  «it  v/a^  <  i  —  a.  La  série  £«„  est  ilonc  eonvergenlc. 
.\u  contriiire,  si  l'on  a  tu  >i,  soit  i -i- a  un  nombre  compris  entre  i  et  lo; 
il  y  a  une  inlînité  de  termes  de  la  suite  (  5)  supérieurs  à  i  +  x,  et  par  suite 
une  infinité  de  valeurs  de  n  p^ur  Ici^queltcs  a„  est  plus  grand  que  un.  La 
série  Zon  est  donc  divergente.  Il  u'j  a  doute  (|ue  dans  le  cas  où  co  =]. 

161.   Théorème  de  Cauchy.  —  Lorsque -2^  ou  \/ii„  Icnd  vers 

l'unilé,  Stitis  être  cot»slammenl  sii[>ériciir  à  m»,  les  rt'gles  de 
d'Alcinbcrl  cl  de  Cauchy  ne  |HriutlUiil  |ias  d'ariirmei'  la  conver- 
gence ou  1»  diverj^ence  d'une  scrie.  Il  faut  dans  ce  cas  pretidre 
pour  termes  de  coiiiparaisini  d'autres  séries  joiiissanl  <le  la  uiènie 
propriété,  el  de  caractère  contiii.  La  proposition  suivante,  que 
CauL'liy  a  di'diiile  de  l'élude  des  intégrales  définies,  permet 
souvent  de  décider  de  la  convergence  ou  de  la  divergence  d'une 
série,  lorsque  les  règles  |)récédeiiles  ne  |)ermeUeiil  pas  de  rieti 
affirmer, 

Soil!5(.r)  une  fonclioii  |>nsilive  ii  partir  d'une  certaine  valeur  rt 
«Je  Xy  allarU  cunslamiueiiL  en  di-ciDiss^tnl  cl  Icndiiiil  vers  ziéro 
quand  x  augmente  indéfiniment  La  courbe  ^;='^(,r)  esl  as^mp- 

fole  à  l'axe  des  j?,  el  l'intégrale  délinie    /    o{^x)dx  peu!  lendrc 

vers  une  limile  finie  ou  non,  lorsque  /  croit  indéfiniment.  Cela 
pose,  la  série 

<6)  ç(rt  )-+- o(M -i- 1  ) -i-. .  ,-(-(p(a -+- /i) -t-. . . 

est  convergente  si  t' intégra fe  pn'cé(/enle  tend  vers  une  limite, 
ft  di\.'ergenle  dans  fe  cns  contraire. 

(luiisidi-rons,  en  ellel,  les  rectangles  construits  avec  la  base  un 
el  les  bauleurd  respectives  <p(a),  cp(a  +  t),   ...,  o(a  +  n);  ces 
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rectangles  élanl  lous  extérieurs  à  la  courbe  y=  f  (-^X  'a  somme 
(le  leurs  aires  esl  évidemmenl  supérieure  à  l'aire  de  la  courbe  com- 
prise entre  l'axe  des  x  et  les  deux  ordonnées  x  =  cr,  x  =  a  +  n, 

_<f+ii 

(5(rt  ) -4- (s(a -f- 1) -t-..  .H-o(a -H  n)  >   /         <s{T)dx. 

Si  nous  prenons  au  contraire  les  rectangles  intérieurs  construits 
avec  la  base  un  et  les  hauteurs  respectives  ç(a  -t-  i),  3(a  -H  2),  . .., 
'^(a  +  'Oi  '^  somme  des  aiies  de  ces  rectangles  est  moindre  qae 
l'aire  de  la  courbe,  ce  qu'on  peut  écrire 

o(t)  dl. 
■'  tt 

Cela  posé,  si  l'intégrale    /    tf(x)dx  tend  vers  une  limite  L 

•'a 

lorsque  /augmente  indéfiniment,  la  somme  ç(a)  +  . .  .  +  ©(a-l-/i), 
restant  constamment  moindre  que  ^(a)  +  L,  tend  vers  une  li- 
mite; la  série  (6)  est  donc  convergente.  Au  contraire,  si  l'inté- 

I        ^{x)  dx  croît  au  delà  de  toute  limite,  il  en  est  de  même, 

II 

(l'aprùs  la  première  inégalité,  de  la  somme 

«('rt)-^  'iCrt  -f-  l)-t-.  .  .-t-  0(/J  -)-  71  ); 

lii  série  (6)  est  donc  divergente. 

Prenons  par  exemple  '^{x)^  --,  où  ia  est  positif,  et  n  =  \. 
Celle  fonction  'i{x)  satisfait  bien  à  toutes  les  conditions  tic 
l'énonc('',  et  l'intégrale    /    -~  tend  vers  une  limite  lorsque  /croit 

indéfiniment,  pourvu  que  ji.  soit  supérieur  à  l'unité,  et  dans  ceca» 
sculemenl.  1!  en  résulte  que  la  série 


I 


'ili  "*"  'i.\>-  "*"  'j|i  "*"■■■  "*"  nV- 


est  convergente  si  u  est  plus  grand  que  un,  et  divergente  si  ati- 

Sup|)Osons    encore    'i(x)^=  — i-^ ,   a  =^  1,    m.  élanl   positif 

cl   logT   désignant    le   logarithme   népérien.    Ou   a,   en    suppo- 
sant lJi<  1 , 


f 
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'e  second  membre  a  une  limite  finie  si  p.  >  i  et  augmente  indélî- 
nimenl  si  p<Ci.  Dans  le  cas  particulier  où  u  =  i ,  on  voit  de  la 
méoie  façon  que  l'intégrale  croit  au  delà  de  toute  limite.  La  série 


esi  donc  convergente  si  [Ji  >  i ,  et  divergente  si  ja  5  i . 
Plus  généralement  la  série  dont  le  terme  général  est 


n  l"j;n  lo*;'/»  log^/i . . .  log/'-'  «(log/'/v;!^ 

esl  convergente,  si  l'on  a  ja  >  i  et  divergente  si  ^'1\ .  On  a  écrit, 
pour  abréger,  log-'/t  à  la  place  de  log  log /i,  log=>nà  la  place  de 

logloglog/i 

Uien  entendu  on  ne  donne  à  Tcntier  n  que  les  valeurs  assez  grandes 

pour  que  logn,  log-/i,  log'/i,  .  .  .,  log/"/!  soient  positifs,  et  l'on 

suppose  les  termes  manquants  remplaces  par  dc^  zéros.   On  le 

démontre  comme  pour  les  séries  précédentes;  si,  par  exemple,  on 

a   u  ^  I ,  la  fonction 

I 

:r  log j:  log- j- (log/' .*•)!■' 

<ïst  la  dérivée  de ;- (log'':c)'~f-,  et  cette  dernière  fonctiou  ne 

(end  vers  une  limite  finie  lorsque  x  augmente  indéfiniment  que  si 
*  on  a  u,  >  I . 

La  propoiilion  de  Caucliy  est  susceptible  d'appliculiuns  A'un  autre 
genre.  La  fonction  <p(ar)  satisfaisant  toujours  aux  coiidilions  cnoncées 
plas  haut,  considérons  la  soniiue 

o(/i)-t-o(rt-r-i)-h...-T-ot./i  -;-/.;, 

<'ù  n  et  p  sont  deux  nombres  entiers  que  l'on  fait  croître  indénuinicnt. 
Si  la  série,  dont  le  terme  général  esl  i5(  n),  esl  convergente,  la  «•oinme  précé- 
*leote  a  zéro  poiir  limite,  car  elle  est  la  diiïcrence  des  deux  sommes  S„-i-;m  i 
*'t  S„  qui  tendent  l'une  cl  l'autre  vers  la  somme  de  la  série.  Mais  si  cette 
"ërie  est  divergente,  on  ne  peut  plus  rien  afiirmer.  lin  reprenant  la  repré- 
sentation géométrique  de  tout  à  l'heure,  on  parvient  ù  la  double  inégaliié 


OiJ-)  </.r 
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comme  <f(n)  tend   vers  zéro  lorciquc  n  croit  indéfiniment,  on    voit   que 
la    limite   de    la    somme    considérée    est    la    même  que  celle  de  l'inté- 

<:ralc    /         (»{x)dx,  et  elle  dépend  de  la  façon  dont  les  nombres  n  et  p 

rruisscnt  au  delà  de  toute  limite. 

Par  exemple,  pour  avoir  la  limite  de  la  somme 

I  I  I 


n       n-h  i  n  -^  p 

il  suffit  de  chercher  la  limite  de  l'intégrale  définie   /         —  =lo"(  i  ■+■  —  |. 

./„  ^  V         «/ 

Il  est  clair  que  cette  intégrale  n'a  une  limite  que  si  le  rapport  —  a  une 

limite;  si  a  est   la   limite   de  ce   rap])ort,  la  somme  précédente  a   pour 
limite  log(i  -+-  a),  comme  on  l'a  déjà  démontré  (n"  49). 
Pour  avoir  la  limite  de  lu  somme 

Il  I 

\/n        \/it  -t-  I  ^n  -^  p 

il  faut  de  même  chercher  la  limite  de  l'intégrale 


/ 


\'.r 


pour  que  celte  expression  ait  une  limite,  il  faut  que  le  quotient  -^  ai 

V  " 
lui-même  une  limite  a.  L'expression  précédente  peut  alors  s'écrire 


ri  l'on  voit  qu'elle  a  aussi  pour  limite  a. 

Hy2.  Critères  logarithmiques.  —  En  prenant  comme  terme  de 
(;ompaiaison  la  .série 

il  I 

~tli  "     T;À       •  •  •  •"  -,j.  -•••■• 

C^auchy  a  clé  condiiil  à  une  iiôiivelle  règle  de  convergence,  tout  à 
fait  analogue  à  celle  qui  est  relative  à  \/it„  : 

•S;,  à  partir  d'un  certain  ran",  -,-   -  -'-  est  constamment  supe- 
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rieur  à  un  nombre  fixe  plus  grand  que  V unité,  la  série  est 

convergente.  Si  .  ^  "  est  constamment  inférieur  à  l'unité,  la 

série  est  divergente. 

\o" — 
u 
Lorsque  -. tend  vers  une  limite  l  quand  n  augmente  indé- 

finiment,  la  série  est  convergente  si  /  >•  i^et  divergente  si  1<C  i . 
Il  y  a  doute  si  /=  i . 

Pour  démontrer  la  première  partie,  remarquons  que  de  l'iné- 
galité 

log —  >  /-log/J 
on  déduit 

—  >  "*, 

M/1 
OU 

comme  l'on  a  /»  >  i,  la  série  est  donc  convergente. 
De  même,  si  l'on  a 

log —  •<  lo"  H, 
"Il 

on  en  déduit  u„  >  "^'^  série  est  donc  divergente. 

Cotte  relaie  permet  de  reconnaître  la  convergence  d'une  série 
toutes  les  fois  qu'à  partir  d'un  certain  rang  les  termes  de  celle 
série  sont  respectivement  moindres  que  ceux  de  la  série 

A        A  A 

11*        -1^  nV- 

où  A  est  un  facteur  constant,  et  |i,  >  i .  Si  l'on  a,  en  efiet, 


on  en  déduit 


ou 


^  A 


logM„H-  fxlogrt  <  logA, 


logn        '         log/t' 


384  Cllit'ITHE    VIII.    —    l)KV8tX>PPEUE;NTS   EN   SKRIE8. 

et  le  second  iiieniLM'e  a  pour  limite  u.  lorsque  n  augmenle  inc 
nimcnt.   A  [larlir  il'iin  certain  rang^  on  aura  donc  en   df^signaDl] 
par  K  un  nombre  compris  en  Ire  un  et  {i, 


•og: 


log« 


>K. 


En  preoanl  de  même  comme  termes  de  eomparai»on  Jcs  séricd 


/((  lojJHl!^ 


I  /«  lo'^'  ;;. (  Jog'/i  |t* 


on  obtient  une  inliniléde  rrf^les  de  convergence,  qui  se  déduironl 

de  l;i  nrécèdcnle  (  '  )  en  leinplarant  dans  l'éDOocé  -, par  -; — —^ 

[  \    /  11  \npn    '  log'n 

lo"- 


'nii„iosn  /-<  1    I         T        1-  •     I  j 

\)\}i<.  l'!"-^!—, >  ■•••  '-•es  règles  s  uppliqucut  a  des  cas  de 

plus  en  plus  étendus;  il  est  facile  de  s'assurer,  en  effet,  que  si  j 
l'une  d'elles  permet  de  reconnaître  la  convergence  ou  la  diver- 
gence d'une  s(5rie,  il  en  sera  de  inênic  de  toutes   les  suivantes.! 
Mais,  aussi  loin  que  Ton  aille  dans  la  série  des  essais,  il  peut  sel 
faire  que  rajjplfcatioii  <l(;  ces  règles  he  permette  jamais  de  recon-i 
naître   le  caraïUùre  d  une   série.    MM.    du   Bois-liejmond   (*)  elj 
Pringslieim  (')  mil  eu  eflet  formé  des  séries,  tant  convergente*] 
que  divt'rgiMileSj   pnnr  lesquelles  les  critères  logarithmiques  nt 
donnent  aucune    indication.    Ce  r<!'snltal  est   d'un   grand  inlërél 
lliéorique,  mais  les  séries  convergentes  de  celte  espèce  sont  évi- 
demment très  lentement  convergentes  et  ne  paraisseol  pas  sus- 
ceptibles d'applications  au  calcul  numérique  ('). 


(')  Voir  BEBTnANi),  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  t    I,  p.  %i^■,^ 

Journal  de  Liouvitle,  \"  série,  l.  VII,  p.  35. 

(')  Ucber  Convergenz  von  neihen...  (Journal  de  Crelle,  l.  70.  p.  85;  iSt^Vj 
(')  Atlgemeine   Théorie  dcr  Divergenz...  { Malhematische  Annalen,  t.  i3\\ 

1890). 

(*)  Dans  un  ciemple  de  série  convcrgcnie,  dû  à  M.  dii  Bois-Fleymood,  il  (su<| 
drail,  «l'aprés  l'jutcur,  ralculcr  la  .sonimi;  li'un  nombre  de  termfï  dgiil  »a  fo/i/mai 
de  la  Terre  exprime  en  millimvtrea  cubes  pour  avuir  seulcmcni  la  raoïlic  de  U 
somme  de  celle  série. 
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163.   Rdgle  de  Raabeet  Duhamel.  —  En  conservant  les  m^imes 

séries  comme   lerines   de   comjiaraison,    mais   en   comparant  les 

rapports   de    ilenx    termes   consiîcntifs    an   lieu    de   comparer   les 

termes  eux-mêmes,  on  est  conduit  à  de  nouvelles  règles,  moins 

jîén<^rales,  il  est  vmi,  rjue  les  précéilentes,  mais  qui  sont  souvent 

d'une  applicalinn  jvliis  commode  dans  la  pratique.  Ainsi,  soit 

<7)  I/o-  «i-(- Mi-+-.  •  ■-!- "n-f-.. . 

«ine  série  à  termes  positifs  dans  laquelle  le  rapport  — "—  luad  vers 

l'unité,  en  étant  constamment  inférieur  à  un.  On  peut  lécrire 

I 


u„ 


*•  tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéiinimenl.  La  eompa- 

»*îson  de  ce  rapport  avec  ( — zi^]    conduit  à  la  règle  suivante, 

obtenue  d'abord  par  Raabe  ('),  [)uis  par  Duhamel  (*)  : 

«Si,  à  partir  d'un  certain  rang,  le  produit  nx„\est  constant- 
"*ertl  supérieur  à  un  nombre  firc,  plus  grand  que  un,  la  série 
^•"  con\'ergentf.  Si,  à  partir  el'un  certain  rang,  ce  produit 
***  constamment  plus  petit  que  un,  la  série  est  divergente. 

L.a  seconde  partie  de  la  prnpirsilion  est  immédiate.  Si,  à  partir 
"^  Un  certain  rang,  on  a  n7.„<i  \,  on  en  déduit 


> 


*l  le  rapport  -^  est  supérieur  au  rapport  de  deux  termes  consé- 


u 


'^lifs  do  la  série  harmonique  :  la  série  est  donc  divergente. 

Pour  démuntrer  la  première  partie,  su|)pns«His  qu'à  partir  d'un 
''^«*taio  rang  on  ait  constamment  na,j>  k'i>  t .  Soit  p  un  nombre 
•^nipris  entre  i  et  /i",  i  <C  a-<  ^;  la  convergence  de  la  série  sera 

assurée  si,  à  partir  d'un  certain  rang,  le  rapport  — ^^  est  moindce 
'lUe  le  rapport  (-    —1    de  deux   termes  consécutifs  de  la  série 


('(  Zeitschri/t  fur  Mathematik  und  fhysilc,  l.  X;  i83ï. 
(')  Journal  de  Liouville,  l.  IV;  i838. 


î5 
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dont  le  terme  gcHeral  esl  «"1*.  il  faut,  pour  cela,  que  l'on  ait 


(8) 


< 


0-^)' 


ce  qu'on  peut  écrire,  en  développant  n ---  -  J    par  la  formule  de 
Taylor  liuiiléc  au  terme  en  — -» 


I 


Xn  restant  loujours  moindre  qu'un  nombre  Hxc  lorsque  n  augmcnlc 
indtfiuimciil.  Cette  condition  devient,  en  simptifiant, 


X„ 


or  le  premier  niciuLic  a  pour  limite  [i.  lorsque  n  croît  iudcGui- 
menl.  A  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande,  ce  premier  membre 
sera  donc  moindre  que  niï/i,  ce  qui  snflit  pour  démontrer  l'inc'ga- 
lilé  (!S)  el  par  suite  la  convergence  de  la  série. 

Lors([ue  tu  prudiiit  /ta„  tend  vers  une  limite  /^pour  n  inlini,  on 
peut  appliquer  la  règle  précédcnle.  La  série  esl  convcrgcnle 
si  /]>  t ,  et  (livergenle  si  /  <  i .  H  v  a  doute  [)0iir  /  ^^  i ,  sauf  dans 
le  cas  où  /ja,i  lend  vers  un  en  lui  restant  constamment  inférieur; 
la  série  est  alors  divergente. 


Lorsque  le  produit  nxn  a  |iuiii'  limite  l'unité,  ou  compare 


««-►-I 


au  rip- 


po 


rt  lie  deux  termes  consécutifs  de  la  série 
1  I 


2(lûg2)I^ 


«(logrtjti 


qui  est  converf^enlo  si  fJ.>i,  et  divergente  si  {Jtîi.  Écrivons  le  ra|»|>ort 
lie  deux  termes  consécutifs 


1^' 
n' 


pn  tendant  vers  icro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Si,  à  partir  d'un 
certain  rang-,  le  produit  p^logn  est  constamment  supérieur  à  B» 
nombre  Jixe  plus  grand  que  l'unité,  la  série  est  convergente.  Si  ce 
produit  esl  constamment  inférieur  à  l'unité',  la  série  est  divcrgetUt. 
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Pour  (lémonlrer  la  première  pat-Lie,  supposons  que,  pour  lûtitcs  les 
valeiir«  âe  n  supérieures  à  un  nombre  p,  on  ail  p„  logn  >/:>!.  Soil  |i 
un  nombre  icJ  que  i  <  |x  <  A".  La  convergence  de  la  série  sera  établie  si, 
à  pariir  d'un  certain  rang,  on  a 


U9) 

ce  qui  peut  s'écrire 


Un 


I 


I  -T- 


n      r      logn      "11^ 
n         n         \         '1/  L  Jog/i        J 


en  appliquant  la  fnrniiile  »li;  Taylorau  secoiiil  membre, 

l-J ^^>(l-t--l-< j -+-  A„ , 

n         n        \         n  /  \  log«  L         l'igft        J    ) 

X,  restant  infi'rieur  en  valeur  absolue  à   un  nombre  ('i\e  lorsque  n  croit 
indéliniment.  Celle  ijit/^atité  devient,  en  sinijjliliani, 


P„log/i>  n(n  -+-  i)log^i-t-  ^J 


>A(«-l-i)riog(i--  ^^  H 


log« 


orlc  produit  (n  —  i  >  log  (  i  -i-      )  a  pour  limile  l'unité  lorsque  n  augmente 
indcfininienl,  rar  on  peut  Tècrire,  fra|ircs  la  formule  de  Tajior, 


110) 


(«  -H  i)lofrf  [  -f-       )  =  I  H 0 


0. 


i  tendant  vers  zéro.  Le  second  membre  de  l'inéyalilc  [irécédenle  a  donc 
pour  limile  |i.,  cl  l'inégalité  est  assurée  à  partir  d'un  certain  rang,  puisque 
ic  premier  membre  est  supérieur  à  un  nombre  A  >  [n. 


M 


n  démontre  de  même  la  seconde  partie  en  coni|jaranl  le  rapport 


"rt+i 


an  rapport  de  deux  termes  const;culifs  de  la  série  dont  le  terme  générât 


L'inégalité 


K«+l 


> 


Io''j 


n  -+-i  log(n  -»-i; 


tH t-i-^<(l-t--  IH j '- 

n        n       \        tij  \_  Uygn         \ 
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or  II!  second  membre  lend  vers  l'uniti*  par  valeurs  sujiéricure*  à  l'unitéJ 
comme  le  montre  la  fornuile  (lo).  L'inégnlilé  est  donc  assurée,  à  partit 
d'un  certain  ranj;,  puisque  le  prcmîer  membre  ne  dépasse  pas  l'uniié. 

De  la  proposition  précédente  rtn  déduit  encore,  comme  corollaire,  que, 
si  le  produit  ^„  logn  lend  vers  une  limite  /,  lorsque  n  croît  indéiliiiment, 
la  série  est  convergente  si  /  ^  i  ,  et  divergente  si  /<  i.  Il  y  n  tinute  pour 
1=  i,sauf  dans  le  cas  où  le  produit  ^„  logn  reste  toujours  inférieur  âuu; 
la  série  est  alors  divergente. 

Lorsque  p«logrt  lend  vers  l'unité  en  lui  restant  supérieur,  on  écrira  de 
même 


«-» 


Tf/i 


n  lojjrt 


■Yn  tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  On  aura  d« 
énoncés  tout  pareils  buk  précédcnls  en  considérani  le  produit  y«  log'-». 
et  ainsi  de  suite. 

Corû/faire.  --    Lorsque,   dnns   une  série  ù  termes  positif*,   le  rnppori 
d'un  terme  au  précédent  est  de  la  forme 


_         r 

n 


pétant  un  nonibic  positif,  r  étant  rnn»l;>iil,  el  la  v.ilcur  absidue  de  H^ 
restant  inférieure  à  un  nombre  fixe  lorsque  n  croît  tiidélinimenl,  la  série 
est  convcr.s^cnte  si  r  est  plus  grand  que  un,  et  divergente  dans  tout 
les  autres  cas. 


Si  nous  posons 


on  a,  en  elTct, 


"»H-I 


nV- 


r 

I 

n 


H, 


n'+l* 


el  par  suite  lim/isc,,  =  r.  La  série  est  donc  convergente  si  r>  l  et  diver- 
gente si  r<i.  Le  seul  ca»  douteux  est  celui  où  r-  i.  l'our  lever  l'arabi- 
gu'ilé,  posons 


M«-4-t 


%' 


il  vient 


P„Iogn  = 


loifn        M  -!-  I  .     Ingrt 
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et  le  second   nieinbre   tend  vers  ïéro  lorsque   n   au{;nietvte   indéfiniment. 
jssi  petit  que  soii  le  nombre  positif  jj,.  I^a  série  est  drjiic  ilivergiMile. 

Suppft.^ons,  [>ar  exempte,  que 


I      tendant  vcr^  1  unité  lorsque  n  croit  iadéfiniiiienl, 


■  soit  une  fonction  rationnelle  de  n, 


nP-^  6i  nP-*-^  btttP- 


oii  peut  aussi  l'écrire,  en   efffcinani  la    division  et    s'arrétant   au   terme 
I 


M» 


Uh-*-i  _       .    Q|  —  bf 


o(/j  ) 


^(n)  étant  une  fonction  nitionnclle  de  n  f]ui  tend  vers  une  limite  finie 
lorsque  n  croit  indéfiniment.  D'après  le  résultat  qui  précède, /«o/vr  que  la 
férié  soit  convergente,  il  fitut  et  il  suj/it  que  l'on  ait 

bi  ^-  «1  -H  1 . 

Ce  théorème  est  dû  à  Ghuss,  qui  l'a  démontré  directement;  c'est  une 
des  [iremiéres  règles  générales  de  convergence  (' J. 

464.  Séries  absolumeat  convergentes.  —  Occupons-nous  main- 
lenanl  des  séries  donl  les  lernit-s  peuvent  avoir  des  sijgnes  e|iicl- 
cc>iu|ues.  Lorsque  à  paiiir  d'un  rang  assez,  élevé  tous  les  termes 
ont  le  même  signe,  ce  cas  se  ramène  itnmédiatemeat  au  précédenl. 
Il  suffit  donc  d'étudier  le  cas  où  il  y  a  dans  la  série  une  infinité 
«II-  ternies  |)Osllifs  cL  une  iiifinilé  de  termes  uégatii's.  Nous  allons 
d'abord  ilémunlror  la  pruposilion  suivante,  qui  est  fondamenlate  : 

Une  série  à  termes  quelconques  est  convergente  lorsque  la 
iérie  formée  par  les  valeurs  absolues  de  ses  termes  est  elle- 
même  convergente. 

Soient 

(il)  Mo-*- «1-*-..  .-+- «n-r.  .. 

une  série  donl  les  termes  peuvent  avoir  un  sif^ne  quelconque  et 
(la)  Uo-H  L'i-i-...-H  Ub-(-... 

(')  Disquùiitiones  générales  circa  leriem  infinitam  i  -t-  — =-  x-i- {Œuvre* 

complètes^  t.  Ili,  p.  i38.) 
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fa  série  formée  [>iir  lc>  viilfnrs  ahstiliics  des  termes  de  la  première, 
)îi  riin  fi  j»ost'  L„=  |"«|-  ■^'  '**  ^jérie  (la)  est  canvcrgonle  il  en  C5l 

lie  jiiême  d<;   la   série  (i  i);  c'est   une  conséquence  du   lliéurème 

génétal  d«  convergence,  puisqu'on  a 

\l4„  -+-  M«*i-t-  ...-f-  U„^f.\  <  U„+  U„^i-+-.  .,-4-l)„*p, 

<l  que  l;i  seconde  soinme  pi-iil  rire  rendue  moindre  que  lout 
iioniliro  donné,  pourvu  que  l'on  prenne  le  nombre  n  assci  grand, 
le  nontljre/)  reslant  arbitraire. 

On  peut  encore  s'en  rendre  compte  autrement.  Écrivons 

u„  =  («..,-+-  l'«>  —  L)„, 

et  considérons  la  série  auxiliaire  dont  h  terme  général  esl  ««-f-  Vnt 

(l3)  (Hu-+-U„)-t-{Ui-+-  U|)-4-...-4-(l«„-4-  U„  )-!-..,: 

S„,  S^,,  S'„  désignauL  respeclivcnient  les  sommes  des  n  premiers 
termes  des  séries  (t  i),  (i  a)  et  (i  3),  on  a  évidemment 

Or  la  série  (12)  est  convergente  par  hjpothèse;  il  en  esl  de 
même  de  la  série  (13)  qui  n'a  aucun  terme  négatif  et  dont  le  terme 
géniTal  rsLaii  plus  égal  à  m,  U„.  Les  sniunics  S'„»  S„,  et  par  suite  S„. 
tendent  donc  vers  des  limites  lorsque  h  aiiiiiuenle  indéiiniment, 
c'est-à-dire  (pie  la  série  proposée  (11)  esl  eonvngfnlc.  On  voit  de 
plus  que  celle  série  peut  être  considérée  comme  provenant  de  lu 
soustraction  terme  à  terme  de  deux  séries  convergentes  à  termes 
positifs. 

Tunle  série,  telle  ipie  les  v;ileiirs  absolues  de  ses  termes  forment 
une  série  conv«'rgçtilf,  csi  dite  tihxaiitntent  onmergente.  On 
|)cul,  dans  une  paieillc  séri<',  modifier  l'ordre  des  termes  d'une 
façon  arhilraire  sans  changer  la  soniiuc  de  celle  série.  Considé- 
rons d'abord  une  série  convergente  à  termes  positifs,  de  somnifS. 


("4) 
et  soil 

<<5) 


do  - 


i,. 


une  autre  série  ayant  les  mêmes  Icriiics  fpie  bi  première,  raniifj 
dans  nti  ordre  difl'érent,  de  telle  façon  que  chaque   terme  de 
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3gt 


série  (i4)  se  retrouve  dans  h  st-rie  (i5)  à  une  place  rjiielconque, 
et  qu'inversement  charjue  terme  de  la  série  (i5)  se  retrouve  aussi 
dans  la  séné  (i4),niais  à  un  rang  dilTôrenl. 

Soil  S',„  la  somme  des  m  [iremiers  termes  de  la  série  (if»); 
puisque  tous  ces  termes  se  retrouvent  dans  la  série  (lO,  il  esl 
clair  que  l'on  peut  prendre  un  iioniljre  n  assez  yrand  pour  que 
les  m  premiers  termes  de  la  série  (i5)  fussent  partie  des  «  pre- 
miers termes  de  la  série  (i/j).  On  a  donc 

ce  qui  prouve  que  la  série  (i5)  esl  convergente  et  a  une  somme 
S'?  S.  Toul  pareillement,  on  doit  avoir  S  5  S',  et  par  suite  S'=S. 
Le  même  raisonnement  prouve  que,  si  l'une  des  séries  (i  4)  et  (i  5) 
est  divergente,  il  en  est  <le  m*^nie  de  la  seconde. 

Ou  |)eut  aussi,  dans  une  série  convergente  à  termes  positifs, 
grouper  les  termes  ensemble  d'une  façon  arbitraire,  c'esl-à-dire 
former  une  nouvelle  série  dont  eliaquc  lennc  soil  égal  à  la  somme 
il'un  certain  nonibre  de  termes  de  la  première,  pris  d'une  faron 
«(uelconque,  sans  clianger  la  somme  de  la  série.  Supposons 
d'abord  que  l'on  groupe  ensemble  un  certain  nombre  de  termes 
eonsécutifs,  et  soit 
^ifi)  .\u->-  <Vi  -»-  Aj-T-. . .  -H  A,„-t-. . . 

la  nouvelle  série  ainsi  obtenue,  où  l'on  a,  par  exemple, 
Aq  =  a^-*-  af  -^- . . .  -\-  a j,,         Aj  =:  O/.^t-^. . .-+-  a^, 
Al  =  «7-1-1 -1- ... -'-tïn         ••-• 

La  somme  S'„,  des  ni  piemicrs  Icmies  de  la  série  (i6)  est  égale 
à  la  somme  S^des  N  premiers  termes  de  la  série  proposée  (N  >■  m). 
Lorsque  m  augmente  indélinîmciil,  il  en  esl  de  même  de  N  et,  par 
Suite,  S^,  a  aussi  pour  limite  S. 

En  combinant  les  deux  opérations  précédentes  on  voil  que, 
vtant  donnée  une  série  convergente  à  termes  positifs,  on  [»eul, 
sans  changer  la  somme,  la  remplacer  par  une  autre  série  dont 
cbaque  terme  esl  formé  par  la  somme  d'un  certain  nombre  de 
termes  de  la  premièrf!  pris  dans  un  ordre  quelconque.  Il  suffit 
*{ue  chaque  Icrjue  de  la  première  série  entre  dans  un  des  groupes 
<pn  forment  les  termes  de  la  seconde  série  et  dans  un  seul. 

Toute   série   absolument   convergente    pouv;inl    être   regardée 
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comme  la  (liirércnce  de  deux  sc'iics  coiivcrf,'enles  à  lermes  positifs, 
les  opérations  prL"C(5dciites  sont  encore  léyllinies  pour  une  pareille 
série.   On  voit  donc  qu'une  série  absotumenl  convergente  peut 
Olre,  au   point  de  vue  du  nalcul  numérique,   Lrailée  eomine  unci 
somme  d'un  nombre  Hni  de  termes. 

165.   Séries  semi-convergentes.    —    Une  série  à   lermes  quel- , 
conques  peut  être  convergente,  sans  que   lu  série  formée  parles 
valeurs   absolues  de   ses   tenues   soit  convergente.    C'est  ce   que 
prouve  très  clairement  le  tiiéorème  sur  les  séries  alternées  dont  je 
me  borne  à  rappeler  l'énoncé  : 

Une  série  à  termes  altet  nalivement  positifs  el  négatifs  est 
convergente  si  la  valeur  absolue  de  chaque  terme  est  plus 
petite  que  ta  valeur  absolue  du  terme  précédent,  et  si,  en 
outre,  les  termes  décroissent  indéfiniment  en  valeur  absolue 
quand  leur  rang  s'éloigne  indéfiniment. 

Par  exemple  la  série 


I H  -  —  7  -*-•■ 


(-1)" 


est  convcrgeule;  nous  avons  trouvé  (n"  49)  que  la  somme 
égale  à  loga.  La  sénu  loritiée  par  les  valeurs  absolues  de5  leruie^i 
qui  est  la  série  harmonique,  est  divergente.  Les  séries  conver- 
gentes, qui  ne  sont  pas  ;djs(»litnieiit  convergentes,  sont  dites  semi- 
convergentes.  Leslravuux.  de  Caucliy,  de  Lejeune-lJiricblet  el  de 
Riemann  ont  bien  montré  la  nécessité  de  distinguer  enlre  les 
séries  absolument  convergentes  et  les  séries  semi-convcrgeules. 
Ainsi,  dans  une  pareille  série,  on  n'a  pas  le  droit  de  changer 
l'ordre  dans  lequel  les  lermes  se  succùdenl  ou  de  grouper  ces 
lermes  d'une  façon  arbitraire  j  ces  opérations  peuvent  avoir  pour 
résultat  de  modifier  la  somme  de  la  série,  ou  même  de  chnngcr 
une  série  convergente  en  une  série  divergente,  el  iavcrsemeul. 
Reprenons,  par  exemple,  la  série  convergente 


I 
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donl  la  somme  est  évideniment  la  limite  de  l'expression 


^^  \j.n  ^  i        'tn  -^-  ij 


lorsque  m  augmente  indéfiniment.  Écrivons  les  termes  de  celtf 
série  dans  un  aiilre  ordre,  en  faisant  suivre  chaque  terme  positif 
de  deux  termes  m'uatifs. 


t        I        I        I        I 


^       (i       «        ■        2fi-t-i       4/n-a       4"-^-4 

on  démontre  aisrnicnl,  en  considérant  les  sommes  Sj„,  Sjn+i. 
Sj,,^!,  que  celle  nouvelle  série  rst  converj^enle.  Elle  a  (tour  soniinr 
la  limite  de  l'expression 

2/—'- î L_\ 
\  -i  «  -t- 1       .\h  —-x       4  w  -+-  4  / 

lorsque  m  uugmenle  indéliniinenl.  Mais  on  a 

an-i-i       4n-)-2       4/i-K4~~aVart-+-i       nn-^ij* 

et,  par  conséqiient,  la  somme  de  la  seconde  série  est  égaie  à  la 
moitié  de  la  sunnuc  de  la  première. 

D'une  façon  générale,  élaiil  tlminée  uin;  ^l'i-'k:  qui  «;sl  couvergenle  sans 
l'élrc  absolument,  on  peut  ranger  les  leniics  de  celte  sOric  rians  un  ordre 
tel  que  la  npuvelle  fiéi  ie  soit  coiivei  jjeiile  tl  ail  |iiiur  scimine  un  nombre 
quelconque  A  iJonné  à  l'avance.  Désignons  par  S,,  la  somme  des  p  prc- 
rai(;rs  termes  positifs  de  celle  série,  par  SL  la  somme  des  valeurs  absolues 
des  g  premiers  termes  nègalif.s;  la  somme  des  p  -t-  «7  premiers  termes  est 
évidemnienl  S^, —  S'^.  Lorsque  li'.s  <leux  nombres/^  et  q  ju;^tnenlcnt  indé- 
fiDiment,  il  doit  en  lUre  de  même  ilcs  deux  sommes  Sj,  et  S^,,  sans  quoi  la 
J^rie  serait  divergente  ou  absolument  conver<;ente.  D'autre  pari,  la  série 
élant  convergente,  le  terme  gcnéi'al  doit  tendre  vers  zéro. 

Cela  posé,  nous  formerons  une  nouvelle  série  ayant  pour  somme  A  de 
la  manière  suivante  :  Prenons  les  termes  positifs  de  la  série  proposée  dans 
l'ordre  où  ils  se  présentent  jusqu'à  ce  que  leur  somme  soit  supérieure  à  A  ; 
écrivons  à  leur  suite  les  («rcmiers  termes  négatifs  dans  l'ordre  où  ils  se 
présentent,  et  arrêtons-nous  dès  que  la  somme  des  termes  érriis  esl  infé- 
rieure à  A;  écrivons  ensuite  les  termes  positifs  en  commençant  par  le 
premier  des  termes  négligés,  et  arrèlons-nous  dès  que  la  somme  des  termes 
écrits  est  supérieure  à  A,  puis  reprenons  les  termes  négatifs,  cl  ainsi  de 
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suite.  Il  est  visible  que  les  souinies  des  termes  de  cette  nouvelle  série  sont 
lanlikl  |>l(Jï  glandes  ii't  laiilnl  [dus  petites  que  A,  niais  qu'elles  différeut 
de  \  tl'une  qiijtrit il('-  qui  ilcimril   iiidêJiiitnirnl. 


16(5.  Règle  d'Abel.  —  On  doit  à  Abcl  un  llu'nrèmp  pcrmollanl  de  rccon- 
tifiîlre  In  convcrj^erice  de  (•ciLaiiins  séries,  qui  écliîijqiedl  aux  règles  pré- 
cédentes. La  démonstration  repose  sur  un  leinine  dimt  on  s'est  déjii 
servi  (n°  7S). 

Soit 

Mo  -+-  M|  —  .  .  .  -*-  U,,-^..  . 

une  série  convergente  ou  indéterminée  (c'est-à-dire  telle  que  la  somme 
des  n  premier»  termes  soïi  toujours  niioindre  en  valeur  absolue  qu'un 
noniljre  duc  A.);  soil,  d'autre  [i.irl, 

Ep,      t|,       .  . . ,      în, 

une  suite  do  iinmL)r«;s  positifs,  dont  rliaciin  est  plus  jietit  que  le  prèciilent 
et  tels  que  liin  ;„  —  o,  pour  h  =  ».  (;<>];>  posé,  la  série 


iK) 


Ejtt, 


t„  tt„  -+  ... 


est  convergente,  sous  les  conditions  énoncées. 

Il    résulte    en   eil'et    des   hvfvollièses   (pic   l'on   a,   quels   que   soient  If 
noiiiI>ri's  n  et  />. 

[»„..i  -+- -+-  Mj,,  /,|  <  aA, 

et,  par  suite,  d'après  le  temiiie  rappelé  tout  ii  l'heure, 

puisque  £/, ,.1  tend  vers  /.éro  lorsque;  n   aiigrnenle   indénniment,    on  p^"' 
prendre  n  assez  lirand  pour  que  l;i  \.nle)ir  iilisoluc  de  la  somme 

soit   moindre    que   tout    nombre   donné   à   Favaiioe,  quel    que   soil  p.  L» 
série  (17)  est  donc  converj^enle,  en  vertu   du  tln'îorthne  général  ^  il*  IS*'' 
Lorsque  la  série  Wj-i-  M| -h.  .. -+- k„-(-   ..se  réduit  à  la  série 

I  I-HI  —  i-^i  —  I  ... 

doni  les  termes  sont  alternali  veinent  -1- 1    et  -    1,  la   proposition  préri!- 
dcnie   se    ri'diiil   ati   ibéoréme    rap|jelé    [dus   haut,  concernant  les  série*  1 
allernées. 

N'oici  un  autre  esem]i!e.  La  série 

sin  0  -t-  sinaO  -H  sin3  0  -t-. . .--  sinnfJ  +. . . 

est  conver^eiile  nu  indéterminée.    Lorsque  sinO=o,  la  série   a  tous  w^ 
termes  nuls;  lorsrjuc  sin't^o,  la  somme  des  n  premiers  termes  est  égile. 
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d'après  une  formule  de  Trigonométrie,  à 


sm  — 
■>. 


i^^). 
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et  par  conséquent  est  moindre  en  valeur  absolue  que 
que  la  série 


sin- 
2 


sinO       sinxO 


sinnO 


On  en  conclut 


est  convergente,  pour  toute  valeur  de  0,  et  l'on   démontre  de  la  même 
façon  que  la  série 

ccsO       cosaO  cosnO 

I  ■!.  '  '  '  '        n      ~^-  ■  ■ 

est  convergente,  sauf  pour  6  —  aXrir. 

Corollaire.  —  On  peut  énoncer  une  propriété  plus  générale,  en  se  bor- 
nant aux  séries  convergentes.  Soient 

Mo  -f-  Ml  -f- . . .  -H  «„  -H  . . . 


une  série  convergente,  et 


E0>       6), 


•  1     ^flj 


Une  suite  de  nombres  positifs,  allant  toujours  en  croissant  ou  en  décrois- 
sant, et  tendant  vers  une  limite  k,  différente  de  zéro,  lorsque  n  augmente 
■  ndéfîniment,  la  série 


<'8) 


e„Mo  -1-  S|Mi- 


est  aussi  convergente. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  nombres  e/  aillent  en  croissant; 
nous  pouvons  écrire 


60=  A — ccq,         ei=^-  —  ai, 


E;,  k  X/it 


et  les  nombres  ao,  aj,  ...,  a«,  ...  forment  une  suite  de  nombres  positifs 
décroissants,  «n  tendant  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment.  Les  deux 
séries 

kuo  -t-  A'«|   -i- . . .  -r-  ku„    -1-  . . . , 
ao  «0 -+-  *i  Wi -r- •  •  • -t-  «n  "n -+- •  •  • 

sont  l'une  et  l'autre  convergentes  et,  par  suite,  il  en  est  de  même  de  la 
série  (18). 
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SERIES  A  TERMES  IMAGINAIRES.  —  SERIES  MULTIPLES. 


167.   Déflaitions.    —    Nous   iodiquerons    dans    ce    paragraphe 
quelqiie:i  géncralisations  de  la  notion  de  série.  Soit 

(ig)  tio-^  U|-+- a,-^.  ..— K„-4-.  . . 

une  st'rio  ilonL  les  termes  sont  des  quanlités  imaginaires 

celle  série  est  dilc  ronver^cnte,  si  les  deux  séries  formées  par  les 
|>arlies  réelles  eL  les  cnefficienls  de  t"  sont  si'parémcnl  couver- 
g^enles, 

(ao)  ttu— c»!  "-at-i-. . . -+- o„-i-   . ., 

(.ai)  ù„  >- f>,      bt^...^b„  — 


M 


Soient  S'  et  S"  les  sommes  des  deux  séries  (ao)  cl  (ai)  :  la  sommr 
de  la  série  (19)  est  S  =  S' -f- /S"  ;  il  est  évidcnl  que  cette  soininc 
est  cneore  lu  limite  de  ht  somme  S„  des  n  premiers  termes  de  la 
série  (n/)  lorsque  le  nuniUre  /(  mij^iiieiili;  nuléiinimcnl.  On  voil 
qu'une  série  à  termes  imaginaires  n'est  au  fond  que  l'ensemble  df 
deux  séries  à  termes  réels. 

Lorsque  la  série  formée  par  les  modules  des  dill'érenls  lemi» 
de  la  série  (i<j) 


(■") 


/aj-f-  bl-h\/a\'i-bl-i-.. ,  + /o,î -+- 6* -r- . . , 


est  convergente,  il  est  clair  c|ue  chacune  des  séries  (ao)  el(ai)wl 
absolument  convergente,  car  on  a 

et 


la  série  (ig)  est  dite  elle-même  absolument  convergente.  On 
peut  modifier  l'ordre  des  termes  d'une  pareille  série,  ou  groupe' 
ces  termes  d'une  façon  arbitraire,  sans  changer  la  somme. 

A  loule  règle  permeltanL  d'aflirmcr  qu'une  série  à  terme* 
positifs  est  convorgenle  correspond  une  règle  penuellant  d'»'' 
(irmer  qu'une  série  à  termes  quelconques,  réels  ou  imaginaire-S 
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^t  absolument   convergente.    Ainsi,   lorsque  dans   une   série  le 

tnodiilc  du  rapiiorl     ""^-  est,  à  partir  d'un  certain  rang,  plus  petit 

qu'un  nombre  fixe  inférieur  à  l'unité,  la  série  est  absolument  con- 
vergente. Soit  en  efl'ct  Uj  =  |  H||  ;  si,  à  partir  d'un  certain  rang,  on 


a  constamment 


Mn-f-i 


«e  qui p 


<:;A-<^i,  on  peul  écrire  cette  inégalité 
A  <  t, 


'Û7 


rouve  ane  la  série  des  modules 


Uo-t-U,- 


U, 


icsl  convergente.  Si  le  rapport  — ^  tend  vers  une  limite  /  lorsque  n 

Un. 

LToU  indéfiniineiilj  la  série  est  convergente  lorsque  |/(<[i,  el 
divergente  lorsque  |/|  ^  i  ;  dans  ce  dernier  cas,  en  effet,  le  module 
du  terme  général  «„  ne  tend  pas  vers  zéro,  les  deux  séries  (ao) 

*t  (2i)ne  peuvent  être  à  la  fois  convergentes.  Il  j  a  doute  si  J/|  =^  i . 

I 

D*unc  façon  générale,  soil  fu  1j  plus  grande  des  limites  de  '(/L)«  lorsque  n 
•ugrueute  indélînimeni.  La  séiie  (19)  est  absoJumeiii  convcigentc  si  uj  <  i,- 
*t  divergenlc  si  lu  >- 1 ,  car  dans   ce  cas  le  module  du  terme  général  ne 
lend  pas  vers  /.i5ro  (n"  161).  Il  y   a   douie  si   w  =  1  ;  lu   série   peul  être 
fcbsoluinent  convergente,  simplement  eoiivergenie,  ou  divergente. 

168.   Multiplication  des  séries.  —  Soient 


^0 


«„-<-  «l-r-  U,-(-, 


(<iei]x  séries  à  termes  quelconques.  Multiplions  d<?  toutes  les  ma- 
jttiéres  possibles  un  terme  de  lu  première  série  [»ar  un  Icrtiie  de 
'3  seconde,  et  groupons  ensemble  tous  les  [troduils  //,(/  pour 
, 'csquels  la  somme  i -t-y  des  indices  est  la  même;  nous  obtenons 
UiQ^i  uQe  aouveile  série 


'<»î) 


«o^'o—  (  "«'1-+-  «iV»)-^-  («nij-K  u^V^- 


«,P,) 


'•iirsfjue  les  deux  séries  (2"^)  et  (a^)  sont  absolument  conver- 
gentes, la  série  (a5)e5t  aussi  convergente  el  a  pour  somme  le  pro- 
duit des  sommes  des  deux. premières.  Ce  théorème,  dû  à  Cauchy, 
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a  élé  géïKM'alisé  par  M.  Merlens  ('),  qui  a  montré  cju'il  était 
encore  vrai,  |»ourvu  rju'une  seule  des  deux  séries  (aS)  et  (ai)  fût 
absuluriieiiL  convergente,  la  seconde  pouvant  être  simplemenl 
con verge u Le. 

SiipposLins,  pour  fixer  les  idées,  que  la  série  (a'i)  soil  absolu- 
ment convcrgenle,  cL  soil  iV„  le  Icnrio  général  de  la  série  (as) 


«Ol*/!-^  «if/.-! 


U„Vt. 


Pour  démontrer  la  proposition,  il  suflil  de  faire  voir  que  les  deux 
dilTérences 

tfo-^-  II' !-+-•.. -t-  «V,„        — («0-^  "l-i-     .     -t-  «„)       (fo-;-f,-H...-^-t>fl), 
IVO-V  ir,-T-...-+-  U',„^-,  — («(,-(-  H|— .  ..-+-M„+,)(fo-+-  l'iT^--.  .-Kt'„^.|), 

tendent  vers  zéio,  lorsque  /)  croît  indéfinimcnl.  La  dénion:5liation 
étant  hi  même  d;uis  les  deux  cas,  considérons  lu  première  dilic- 
rence,  que  nous  jiouvons  écrire,  en  ordonnant  par  rapport  aux  (/|. 


0  =  fi„(i>„+i  H- 

-+■  Un-*-)  (l'O" 


»'sn-l)-i    . 


La  série  (aS)  étant  absolument  couvergenle,  la  somme 

reste  inférieure,  quel  que  soit  n,  à  un  nombre  positif  fixe  A;  de 
niénif,  la  série  (-'-i)  étant  convergente,  le  niotlule  de  la  soiiiinc 
*'o  "+"  ''1  +  ■  •  •  +  ''«  l'cste  inférieur,  ipiel  que  soit  ti.  à  un  nornbir 
positif  fixe  B.  Cela  posé,  £  étant  un  nombre  positif  quelooui|ut' 
donné  à  l'avance,  nous  pouvons  choisir  un  nombre  positif  «i  asseï 
grand  pour  que  l'on  ait 


U„^,-^...-^U 


n-t-p 


< 


kiH-1- 


.+      *'fl-HflK 


tV  -hB' 
A-hB' 


quel  que  soil  le  nombre/»,  pourvu  que  n-^/n.  Le  nombre  n  étant 
choisi  de  celle  façon,  on  aura  une  limite  supérieure  du  luodulc 
de  5  en  remplaçant  «0,  «,,  u^,  .  .,  «an  parti,,,  U|,  .  .  .,  Uj*  res- 
pectivement,   puis   t'„+,  +  v„+2  4- ...  -h  i',,^.^    par  j- — g  et  cnfio 
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fp7-4-  .  .  •  ^-  f/i_),  i'o4-.  .  .-i-  *'n-25  •  ■  •  1  ^'o  par  B-  'I  vient  alors 


|5|<Uo 


-^U, 


\-f-B 
H-  U„+i  B  -+-  U„+,  B  -...-+-  U„.  B, 


I  ou  encore 


l^l'^Â^Hî^^"^^'"  •••-^^"-'^ 


B(U„ 


.  ^  Utn)  < 


t\ 


tB 


A-,-B       Ah-B' 

ou  entlu  lô|  •<  £.  La  ditlérence  S  a  doue  zéro  pour  liaiile. 

169.   Séries  doubles.  —  Consiiiérons  un  ccliifjiiier  rectangulaire 
qui  serait  liiiiili)  en  liant  et  à  gauche,  mais  qui   se   prolongerait 
indt^nninienl  eu  has  el  à  droite.  Cet  cclii(|uler  (ontient  une  infi- 
nité de  colonnes  verticales,  qui  seront  nuinërolées  de  o  à  +00,  el 
MBe  infinité  de  iileâ  horixonlales  qui  seront  numérotées  également 
B|o  à -i-GO.  Concevons  mainteuanl  i[u'à  cliaque  case  de  cet  échi- 
quier on  fasse  correspondre  uu  nombre  qui  sera  inscrit  dan;^   Ici 
case  correspondante;  soil  dij,  le  uonihre  correspondant  à  la  case 
qui  est  située  dans  la  file  de  rauy  (  et  dans  la  colonne  Je  rang  />'. 
Nous  obtenons  ainsi  un  tableau  disposé  comme  le  suivant 


i<a6> 


«M 

aoi 

a«t     ■ 

«On 

«l« 

«11 

«Il     • 

.        <«!«       ... 

ajo 

rtj, 

a„     . 

a.,, 

rt<«o 

a  mi 

"»w>       . 

.       Omn 

I 

j 

Nous  supposerons  d'abord  que  tons  les  termes  de  ce  tableau 
sont  réels  et  positifs. 

Imaginons  niaititcnaoL  une  suite  de  courbes  C,,  Cj,  .  .  . ,  G„,  . . . , 
s'éloignant  indéfiniment  dans  toutes  les  directions  et  tonnant,  avec 
lies  deux  droites  qui  limitent  le  lubleau,  une  suite  de  courbes 
.fermées  s'enveioppant  mutuellement.  Soient  S|,  S3,  ...,  S„,  ...» 
Iles  sommes  des  termes  du  tableau  qui  sont  à  l'intérieur  de  ces 
courbes  fermées.  Si  la  somme  S„  tend  vers  une  limite  S  lorsque  n 
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rtiigmenlc  indéfîniment,  on  dit  que  la  série  double 


-1-  »  +  • 


1=0  k  —  t 

esl  convergenLe  et  a  pour  somme  S.  Pour  justifier  celle  dcfinilloo, 
il  esl  indispensable  de  d<?inonlrer  que  la  limite  S  esl  indépendaoKi 
de  la  forme  des  courbes  C  Iniagîuons,  cii  efTel,  une  autre  suite  de 
courbes  s'éloi^nanl  iiidéfinimenl  diins  tous  les  sens,  C',,  (V^,  . . -, 
C'„,,  ...,  el  soient  S',,  S'^,  ....  S^„,  ...  les  sommes  corres- 
pondantes. Le  nombre  m  élanl  tixé,  on  peut  toujours  cboisir  le 
nombre  n  assez  grand  pour  que  la  courbe  C„  soit  lout  entière  ii 
l'extérieur  de  C'„,  ;  on  a  donc  S',„<lS.,  et,  par  suite,  S'^-<;  S,  quel 
que  soit  m.  Or  celle  somme  S',„  croît  avec  l'indice;  elle  tend  donc 
vers  une  limite  S'5  S.  On  démontrera  de  la  même  façon  «^ue  l'on 
a  aussi  S  ^  S';  par  suite  S'=  S. 

On  [lourra  prendre,  par  exf-niple,  [loiir  former  les  courbes  (!, 
les  deux  côtés  d'un  carré  dont  le  côté  anjjmenle  indtTMiimeol,  ou 
des  droites  également  inclinée.s  sur  Ifs  deux  calés  de  l'échiquier; 
les  sommes  correspondantes  seront  les  suivantes 

aoQ-t-(«i»-+- «Il -t- «»•)-+- •••-'-(««« -+-«/»! +  •••-*-  o„„-f-  a,_,,„-t-...-+-ao»)t 
a«o-+-(a|<,-t-aoi)-+-(aio-+-Oii-+-aoi)-T-.  ..-(-(a„oH-  «„_!,, -r-. . .-»-  «„); 

si  l'une  de  ces  sommes  tend  vers  une  limite  lorsque  n  croît  indé- 
finiment, il  en  est  de  même  de  la  seconde  et  ces  limites  sont  égales. 
On  [leut  aussi  laite  la  sointiie  du  Uibleau  |.iar  lignes  ou  par 
colonnes.  Supposons  en  effet  que  la  série  double  (27)  soit  coir- 
vergente,  el  soit  S  la  sonime.  Il  est  clair  que  la  somme  d'un 
nombre  quelconque  de  termes  du  tableau  est  inférieure  à  S,  ol  il 
eD  résulte  que  toutes  les  séries  telles  que 

(a8)  a/e-t- a/|-^...-^-«i,,  H-. . .         (t  =  o,  1.  •/,  .  . .  1, 

obtenues  en  prenant  les  termes  d'une  file  horizontale  sont  conver- 
gentes, car  la  somme 

a/o  -I-  a;i  -+-...  -f-  a//, 

est  toujours  inférieure  4  S  el  va  en  croissant  avec  n. 

Soient  0-0,  i, .....  v/,   ...  tes  sommes  des  diverses  séries  con- 


I 


< 
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vergenles  ainsi  oLli-mies  ;  lit  noiiVL'Ilc  série 


(as) 


»o- 


.-«/- 


est  l'galeraenl  convergente.  En  eflel,  considérons  la  soinnic  «k's 
leniU'S  du  lableati  ï a/*,  tels  f|iic  l'on  ;ilt  /^/»,  k\^r.  CoiLe  somme 
est  loiijoiifs  moindre  i^nn  S;  si,  laissanL  lîxi^  le  nombre  /),  nn  fait 
croître  iiidclliiimeiil  le  nombre  /',  elle  a  pour  limite 


To-4-  T| 


On  a  dum;  (mijimis 


.-\-'3p<C  S,   et,  cuinitit-  celle 


somme  vu  en  croissant  avec  le  nombre  p,  on  en  conclut  ijue  la 
série  (aj))  est  conveigenle  et  a  pour  somme  un  nombre  S  ^  S. 
Inversement,  si  toutes  les  séries  (28)  sont  convergentes,  et  si  la 
nouvelle  série  (ig)  lormcc  [tar  les  sommes  des  premières  est  con- 
vergente et  a  pour  somme  ï,  il  est  évident  que  la  sumuie  d'un 
nombre  Lpielc4)n(|uc  <le  termes  du  tableau  {'>.(f)  est  inférieure  à  £. 
On  a  ilonr  aussi  S£2,  el,  ftar  suite  2  =  S. 

Tout  ce  cpjeuous  venons  detlire  des  séries  obtenues  en  [)reuanl. 
des  fdes  htirixoutales  s'ap[>li(|ue  «'vidcmnicnt  aux  séries  obtenues 
en  prenant  des  colonnes  verticales.  Pour  avoir  lu  somme  d'une 
série  double  dont  tous  les  éléments  sont  positifs,  on  [umiI  l'évaluer 
soil  par  lignes,  soit  par  colonnes,  soil  en  prenant  des  courbes 
limites  <le  focine  ipu-lconque.  En  particulier,  si  la  si'rie  est  con- 
vergente quand  ou  fait  la  somme  par  lignes  horizontales,  il  en 
seni  de  mênu"  i|Uiirnl  uci  l'éviducra  par  colonnes,  et  la  somme  sera 
la  tnéme.  Oii  pourrait  énoncer  pour  les  ^éries  doubles  à  (ormes 
positifs  une  suite  de  théorèmes  analogues  à  ceux  qui  ont  élé  éta- 
blis pour  les  séries  siiuftles.  Par  exemple,  si  une  série  à  double 
entrée,  à  termes  positifs,  a  ses  termes  respectivement  moindre-' 
{jue  ccuï  d'une  autre  série  double  convergenlCj  I.1  première  série 
est  également  convergente,  etc. 

Supposons  mainteiumt  «|ue  les  élénienls  du  tableau  (aG)  aient 
des  signes  quelconques.  Si  la  série  double 


22i"- 


l  =  IH 


jb 


loi 
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est  convergente,  il  en  sera  cJe  même  tic  hi  série  double 


do) 


<  =  o  A— « 


Imaginons  en  elTel  iI*mi\  t;iliIe;Mix  ;i  floiible  entrée,  T',  T"  ana- 
logues au  tableau  (26),  <|ih^  l'on  obliendrail  en  remplaçant  an 
par  «,A -l-|rT,iIi  puis  par  ]«a|.  La  somme  d'nn  nombre  (pielcoaquft 
de  termes  tlii  tahtcHii  {.i(i)  est  égale  à  la  (lifl/rencc  entre  la  somnn* 
des  termes  eon■e^^p(>n(l:l11ts  <hi  tableau  T'  et  la  somme  des  terme* 
corre'^poniluiits  du  taldeju  T".  Or  ces  tleiiN,  sommes  leiulenl  vers 
des  limites  délei-minres,  et  iiiiir-[yi>nd;inle.>>  di'  bi  fiicdri  dont  on 
fait  croître  iiub'liiiijneiit  fr  iiiiiiil»(>'  des  L'cnifs  dont  ou  ealcnl 
somme,  car  les  deux  séries  doubles  à  termes  positifs 


(3n 


ï:i|a,*|,     ÏSJart  +  laaii 


le  la   i 


snni  convergentes,  la  première  par  bvpothèse,  ta  seconde,  comme 
iiy^inl  ses  termes  au  |)lus  égaux  h  ceux  de  la  série  ~£a|a/A|.  On  dit 
t[ue  la  série  double  (  io)  csl  absoltinn'nt  convergente;  on  pcul 
Tévaluer,  soil  par  ligihcs,  soil  par  colonnes,  comme  pour  une 
série  à  termes  iiositil's. 

lùilin,  lorsipie  les  élémeiils  du  tableau  (àC)  sont  imaginaires, 
on  peut  évidemment  le  décomposer  en  deux  tableaux  en  prenant 
d'une  part  les  parties  réelles,  d'autre  pari  les  parties  imaginaires. 
Si  le  tableau  à  double  entrée  obtenu  en  rempla(;unt  chaque  terniv 
|>ar  son  module  donne  naissance  à  une  série  double  convergente, 
cbaciiii  <bs  tableaii-v  [tartiels  donne  naissance  à  une  série  double 
absolument  convergente.  La  série  double 


-iM|A- 


est  elU'-méine  absolument  convergente;  d'après  ce  que  l'on  vient 
de  voir,  on  peut  évalner  la  somme  soil  par  lignes,  soil  par 
colonnes,  soit  de  tonte  ;iiitre  l'acon. 

170.  Une  série  d^tilile  absoluint'nl  l'tjnvergenle  peut  étro  reinplncéc  p»' 
une  série  cvniinaire  formi-e  dcî  mihnps  tfrnifs.  Il  suffit  <lc  montrer  qu'on 
jteiii  lijujouis  niinuTolcr  le>  cilf.is  d'un  écliiquit-i-  indêlini  Ici  que  (36),'!'' 
telle  façon  que  cliaquc  oase  ait  tin  titniiéto  itéicriuiiit',  aucune  d'elles  o'éliot 
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oubliée.  K»  d'autres  termes,  si  l'on  consiilèru,  d'une  |i!irl  l:i  stiitf  iiHturelItf 
(Il's  ndinbre* 

(3a;  o,      1,     a,        ..,     n,      ..., 

d'aulrt;  [Viul  tmis  les  syslcmes  <Je  deux  noiiiUres  entiers  {i,  Xi,  dû  ilo, 
ASo,  im  peut,  à  chacun  de  ces  «y^'èuies,  faire  ccjrrc*|iiindie  un  des 
rii>tiil>res  de  la  ^uile  Cii)  de  fa«;on  <(u'iiiverseiiient  à  un  nombre  n  ne  cor- 
responde qu'un  seul  de  ces  systéines.  Écrivons,  en  effet,  tous  ces  systèmes, 
les  «tis  à  la  suite  des  autres,  de  hi  rtianière  suivante 

(0,0),      (1,0;,     (0,1).     ii,i>!,     il,*),     (o,  -a)     .... 

et,  d'une  façon  générale,  après  avoir  écrtl  tous  les  systèmes  pour  lesquels 
i>ti  a  i -*- k  ■'C  n,  écrivons  tous  les  systèmes  pour  lesquels  i -i-  k  =  n,  en 
commençant  par  le  système  (n,  o)  et  faisant  décroître  i  successivement 
il'uiie  unité  jusqu'à  zéro.  Il  est  clair  que  cliaque  système  (1',  A)  n'en  aiirn 
qu'un  noiiiliri"  Jini  avant  lui  et  c:L'cu|iera  par  con:*équent  un  ran;,'  déier- 
minè  diiu-s  lit  suite.  Itiiaginous  inainleiianL  qu'on  l'ci'ive  le$  lermes  de  la 
série  double  absolument  convergente  Z^aa-  dans  l'ordre  que  nous  venons 
(le  définir;  nous  obtenons  une  série  ordinaite 

(3î)      f'uu-+-  «lo-f-  «01  -*-  «lu-^-  «M  -t-  «««-♦-.  •  .-t-  a„t-^  a„_t,i-(-. ... 

iloiir  le*  termes  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  série  ilouble  considéi'ée, 
qui  est  al)<!ulunient  convergente  comme  elle  et  a  la  même  somme.  Il  csi 
clair  que  ce  mode  île  ti-ansformalion  n'est  pas  unique,  puisqu'on  peut 
permuter  l'ordre  des  termes  d'une  façon  arbitraire.  Inveisemcnt,  toute 
série  ordinaire  absolument  convergente  peut  être,  d'une  Infinité  de  ma- 
nières, Iraiisfurniée  en  une  série  double,  el  ce  jinirédé  rimslilue  un  moyen 
puissant  de  di'intiuï^ti'niiuii  pour  certaines  identités  (  '  1. 

On  voit  (jiie  lu  iiiiiLoii  de  série  à  double  entrée  n'est  pas  distincte  an 
fond  de  la  notion  ordinaire  de  série.  Dans  une  série  ribsiduinenl  conver- 
gente, on  a  vu  plus  biiiit  qu'on  pouvait  remplacer  un  nombre  lini  de 
lermes  par  leur  somme  eirecluée,  ou  ranger  les  leruK^s  lUns  ut»  ordre 
arbitraire.  Kn  cbercbant  à  généraliser  encnie  celle  pnqiriété,  on  est  eon- 
<luit  tout  niiturelîcnient  à  introduire  b-s  séries  à  donblr  <M>lrée. 

171 .  Séries  multiples.  -  La  tioiioti  de  sôfif!  à  double  entrée  est 
encore  siisce(jLil*le  d'une  j^t.mdo  esleasioii.  Tout  d'ahoid,  011  peut 
coo<iidt'rcr  des  séries  donl  clia(|iic  léritie  cimn  défietid  de  deux 
indices  duiil  chacun  peul  varier  de  — x>  k  -+- x.  On  puni  ima- 
giner les  termes  de  celle  série  disposés  suivant  les  cases  d'un 
échiquier  rectangulaire  indéfini  dans  tous  les  sens,  el  Ion  voit  que 

(')  TA\sHt\,  tiitroiluclioii  II  la  théorie  des  fonction*  d'une  variable,  p.  fi'j. 
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)a  série  ;'i  double  eulrée  ïS<7mn  peiil  se  partager  en  quatre  séries 
doubles,  lelles  que  celles  que  nous  avons  éuidiéps  jusqu'ici.  Un< 
exlension  plus  imporlanle  est  la  suivante.  Considérons  une  série 

dont  c]ia(|iie  ternie  (im,.m^ m    d('|jen(l  de  p  indices  /«,,  /«j.  .  ..,1 

tUp,  puuvanl  varier  de  o  à   -i- x,  un  de  — ^d  -^  -i-sc,  ces  indiceSLl 
pouvant  d'ailleurs   i'Are  assujeltis  à   vérifier  certaines  inégalités.] 
Quoi(|u\>n  ne  poisse  jjIiis  se  servir  d'une  représentation  géomé- 
trique analogue  à  la  précédenlc  dès  qu'il  y  a  plus  de  trois  indices,! 
un  peu   de   réllexion   suOil   pour  montrer   que  les   propo>ilion» 
établies  pour   li's  séries   doubles   s'étendent  sans  dilTicullé   aui 
séries  niiilliples  d'ordi-e  p. 

Supjiosons  d'abord  que  tous  les  termes  rt,»,,,,,^..  .,,„  soient  réels  ell 
pasitits.  Imaginons  que  l'on  prenne  la  somme  d'un  certain  nombre 
de  termes  de  eeilf  série,  que  l'on  ajoute  ensuite  a  cette  soninie  la 
somme  d'un  certain  nombre'  de  termes  négligés,  el  ainsi  de  suite, 
de  telle  sorte  qu'un  lernie  quelconque  de  la  série   figure  dani 
toutes  les  sonmies  successives  au  bout  d'un  certain  nombre  d'opé- 
rations. Soient  S,,  Sj,   •  .  .,  S,,,  .  .  .  les  sommes  successives  ainsi 
obtenues;  si  S^  tend  vers  une  limite  S  lorsque  n  augmente  indé- 
llaimcnt,  la  série  est  convergente  et  a  pour  siutiuie  S  ;  comme  dans 
le  cas  de  deux  indi<'es,  celle  limite  S  est  iuiléprndante  de  la  façon 
dont  on  lait  crnîlrc  le  notiibie  des  Icitncs  ajoutés.  Si  les  terme», 
cjnl  des  signes  qurlcotupies  mi  simjI  itmi^inaires,  la  série  est  encore] 
convergente  pourvu  (pie  la  série  Inrjut'»'  |p;u-  les  modules  soit  con-j 
vergenie. 


172.  Généralisation  du  théorème  de  Cauchy.  —  On  peut  souvent 
iléeidcr  de  la  convergence  ou  de  la  divergence  d'une  série  mul- 
tiple, au  mo^cn  du  théoréine  suivant,  qui  est  la  généralisation  du 
ibéoréme  de  Caucliy  {n"  ifil).  So\vf[x,  y)  une  fonction  des  deux 
variables  x  el  }%  qui  est  positive  pour  tous  les  points  {x^y)  exlé- 1 
rieurs  ;»  une  certaine  courbe  feimi'e  F,  et  telle  quey(j',  )*)  diminue 
lorsque  le  jioiul  (r,  y)  s"éloi<;ne  de  Torigino.  Considérons,  d'une 

part,  l'inlégrale  double   /   /_/'(.!:,  j')  rfxt/y,  étendue  à  la  couronne 

comprise   entre  ta   courbe  F   et  une  autre  courbe   extérieure  Cj 
qui  grandit  indcliniment;  d'autre  part,  la  série  à  double  entrée 
Sy(//i,  /)),  où  l'on  attribue  au\   indices  /7î,  n  toutes  les  vuleur» 
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cnlirres,   posilives  et  ncsalives, 


icllt 


k 


poi 


u( 


m,  n)  soil 


extérieur  à  P.  Dans  ces  coiidilinns,  la  série  ilouùle  est  conver- 
génie  htrsqiie  l'intégrale  double  a  une  limite,  et  inversement. 
Les  panillètes  aux  axes  de  coordonnées  .r  =  o,  ±  1,  d=  2,  . .  ., 
et  _r  -~^  o,  ±  f,  zh  2,  ,  .  . ,  d('ciiin[)oseiU  l'aire  comprise  entre  les 
deux  courbes  C  et  F  en  un  cerlaîn  tinnilne  de  ciurés  et  de  [lorlions 
irrégiilières.  Si  nous  prenons  flinis  chiicnn  «les  cnrn's  le  sommet  \e 
pins  éloijjné  de  l'origine,  il  est  clair  que  la  somme  ^f{^m^  n)  cor- 
respondante sera  inférieure  à  l'intégrale  double   /  j  J\x,y)dxdy^ 

étendue  :'»  l'aire  rotnprisn  cnlre  G  et  F.  Si  celle  iutéf^rale  doiilde 
tend  vers  une  liujite  S,  lorstpie  \\i  courbe  C  s'éloigne  indélininienl, 
il  suit  de  là  ipic  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  de 
la  série  double  esl  toujours  moindre  tpj'un  nombre  fixe;  cette 
série  esl  donc  convergente.  On  voit  de  lu  même  façon  *pie,  si 
la  série  double  est  convergeule,  l'inlégrale  double  esl  toujours 
moindi'e  qu'un  nond)re  fixe;  celle  intégrale  tend  donc  vers  une 
limite.  Le  llH-on'-rne  s'r'liMiil  à  une  série  multiple  à  p  indices,  sous 
des  h vjiotlii'ses  r(>nvenables;  le  terme  de  comparaison  esl  alors 
une  fnlégrid*^  nuilliiile  d'ordre  p. 

Par  exetnpie,  la  série  double  dont  le  Lentie  ^jénéral  esl  -, — i -— » 

r  °  (ni»-i-rt')M' 

les  indices  m  et  n  prenant  louLes   les   valeurs  entières  de  — ao 

ù  -T-ac.  sauf  m  -     a  =  o,  est  convergente  si  ja  >  1 ,  et  divergente 

si  {1^1 


(•J41 


étendue  \  la  portion  du  plan  extérieure  à  un  cercle  concenlriquc 
à  l'origine,  a  une  vatotir  finie  si  [x  >  i  et  augmente  indéfiniment 
si  p-i»  ("'  133). 

Plus  généralement,  la  série  mullipie  dont  le  terme  général  est 


{m\^m\  -t-  ..  .-r-  ml)\f- 

la  combinaison  /»,  =  mj,:=  .  .  .  = /Hp=  o  étant  exclue,  esl  con- 
vergente si  Ton  a  2  jji  >/>  (  '  ). 


{')  On  trouvera  des  propositions  plus  générales  ddiis  le  Ti'ailè  d'Analyte  de 
M.  Jordan,  tr>rnc  I;  p.  i63. 
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173.  Définition  de  la  convergeace  uniforme.  —  Une  série 

(35)  «o(.2r)-t- M|(a-)-f-...-^  «„(a:)-4-,.. 

dont  les  termes  sont  des  fondions  conlinue*  il'iinc  variable  Jt:d.ins 
un  intervalle  (a,  U),  et  qui  est  convorgenle  pour  toute  valeur  dejr 
com|>rise  dans  cet  inlcrvallc,  ne  rr-prcscnte  pas  nf'cessaireincnl 
nue  foncliiin  continue  de  colle  viinaUle,  roninie  on  serait  lenlc  de 
le  croire,  il  >iillil,  |ioiir  s'en  convaincre,  Ac  nprcndrc  la  série 
(voir  n"  i). 


X*- 


X» 


I-+-X*        (i-^x*)* 


(l-t-X«)" 


dont  la  somme  csl  disconlinue  pour  x  =  o.  Comme  un  grand 
nombre  de  foricli(3ns  se  pri'sonltTil  en  Analyse  sons  forme  de 
séries,  on  n  d»1  éLiailier  les  propriétés  des  foneiions  représentées  de 
cette  façon  et  la  première  question  qui  se  présente  csl  précisément 
de  eliercher  à  reconnaître  si  la  somme  d'une  série  est  une  fonction 
continue  d'une  variabk".  (^uoi(|u'on  ne  possède  pas  de  solution 
yémuale  de  ce  problème,  suii  élude  a  conduit  à  nue  notion  exlrê 
menient  iuiporlanle,  celle  de  la  convergence  uni/orme. 

On  dit  cpi'unu  siirlc,  telle  que  (3ô\  est  utii/ormrmrnt  couver 
gente  dans  un  iuLervalle  (a,  b)  si  à  tonl  nombre  positifs  on  peu 
faire  correspondre  un  nombre  entier  positif  n  lel  que  la  valeu 
absolue  du  resio  II,,  de  celte  série 


Rn=Ui,(x)-h. 


U„+p(T) 


soit  moindre  que  £  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  dan 
t'intervalle  (a,  //).  l^a  condition  que  le  uonibrc  «,  ^nii  correspon 
à  une  valeur  donnée  de  e,  soit  le  même  pour  toutes  les  valeuL~=' 
de  j:  de  l'intervalle  («,  Z/),  est  essenlielle  dans  celle  dcfinitiorB  . 
Pour   chaque    vak-ur   de  x   apparlonanl  à    cet    intervalle,    il    e»l 
certain  qu'il  cvisle  un  nombre  entier  n  satisfaisant  à  la  condition 
que  \\,t  soit  moindre  que  e,  mais  rien  ne  prouve  a  priori ^ue^  pour 
une  valeur  donnée  de  n,  aussi  grande  qu'on  la  suppose,  le  resle  K* 
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reste  conslammenl  plus  pclil  que  s  en  valeur  absolue,  lorsque  x 
varie  de  a  k  b.  Ainsi,  pour  la  serin  considérée  lout  à  Theure,  on  a 

R«(-r)  -  fj:^.i^r  PO"r  a:§o; 

la  série  n'eslpas  unilormémenl  convergente  dans  l'intervalle  (o,  i), 
car  il  est  impossible  de  trouver  un  nombre  entier  n  tel  que  l'on 
ait  R«(x)  <;  e,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  i . 
L'importance  des  séries  uniformément  convergentes  provient 
de  la  propriété  suivante  : 

La  somme  d'une  série  uniformément  convergente  dans  un 
intervalle  (a,  0),  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues 
d'une  variable  x  dans  cet  intervalle,  est  elle-même  une  fonc- 
tion continue  de  cette  variable. 

Soit  a?o  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6,  ei  Xo-\-  h  une 
valeur  voisine,  comprise  aussi  entre  a  et  b.  Choisissons  un 
nombre  n  assez  grand  pour  que  le  reste  R«(j;) 

R„(a:)  =  M„_H,(x)-t-  «„^_,(ar)-i-.  .. 
soit  moindre  que  ^  en  valeur  absolue  pour  toutes  les  valeurs  de  x 

de  l'intervalle  (a,  b),  t  désignant  un  nombre  positif  donné  à 
l'avance,  aussi  petit  qu'on  le  voudra.  Soity(:r)  la  somme  de  la 
série  convergente  considérée;  on  peut  écrire 

f{x)-  (p(a^)-i-  R„(a:,), 

en  désignant  par  a(x)  la  somme  des  n  -7-  1  premiers  termes 

o(a?)  =:  Uo(.r)-4-  Ui{x)  -t- . .  .1- «„(x). 
Des  égalités 

/(x,)  =  o(a-o)-^  ^n(To), 
f(xt-i-h)  -  <p(a-o-r- A)-hR„(xo-;-/i), 

on  tire,  en  les  retranchant  membre  à  membre, 

/(j-„-+-/t)— /(xo;  =  [o(x„H-A}— y(a:o)]-i-H„(a:o-t-/t)  —  ««(xo); 
le  nombre  n  ayAnl  été  choisi  de  celle  façon,  on  a  déjà 
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D'autre  pari,  puisque  les  dillcrenls  lennes  de  la  série  sonl  des] 
fonotiniis  continues  de  .r,  ^{x)  est  aussi  iinp  fonction  continue  eti 
l'on  pciiL  Irouvcr  un  nombre  posililr,  Lcl  rjnc  l'on  iiil 

|0fT„H-  fl)  —  f{Xt)\  <   -, 

|K.iurvii  ([iir  \/i\  soit  <^  T,.  Oti  aura  donc,  a  fortiori^ 

|/(T,-^/,}-/(r,)[<3  5 

[XMir  loules  les  valeurs  do  h  moindies  tjuc  /j  en  valeur  yb.^olue, 
i|ui  inonlre  bien  que  la  fonction  f{j'^  est  conliiine  pour  J7=x». 

Rciiinrfjiic.  —  Il  paraît  an  preniii*r  abord  1res  diflîcile  de  recon- 
naître SI  une  série  est  unirorinéiiienl  convergente  dans  un  inter- 
valle. La  proposition  sni\aiite  permel,  dans  bien  descas,  d'afiinner 
cpi'il  en  csl  ainsi.  Soi  1 

(36)  MB(ir)  -^  M) (x)-+-. .  .-+-«„(»)-+-... 

une  série  dont  les  ternies  sont  des  fonctions  continues  de  X  dans' 

un  intervalle  («,  b)',  soil,  d'autre  part, 


(Î7) 


<'i 


une  autre  série  convergente  dont  les  termes  sonl  des  noml>res  posi- 
tifs constants.  Si,  pour  toutes  les  valeurs  de  jrde  l'intervalle  (a,  6) 
on  a,  quel  que  soit  n,  ]u„|  <C  e„,  la  première  série  (36)  esl  unifor- 
méinenl  converj^enle  dans  eel  intervalle.  1!  est  clair,  en  effet,  qu'on 
a,  pour  toute  valeur  de  .r  conquise  entre  (/  et  />, 


<v, 


*'»->-*■ 


cl  il  sofTira  de  prendre  n  assez  grand  pour  que  le  reste  correspon- 
dant de  la  seconde  série  soit  moindre  que  s,  pour  que  l'on  ait,  quel 
que  soil  X  uans  rinlervalle  (^a,  h), 

|ll„..,-t-  «„+,-!-...  I  <  u 

.  ayant  toujours  la  même  siguilicalion. 


Par  exemple,  l'o,  l'i,  «"j. 
la  série 

1  „  ^  «',  sinx-r-  Vt  sio'i.r  -*- 


('«  srn  nx  ■ 


est  uniformément  convergente  dans  tout  intervalle. 
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174.  Intégpration  et  différentiation  des  séries.  —  Une  série  uni- 
formément convergente  peut  être  intégrée  terme  à  terme. 

Soient  Xq,  Xi  deux  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  6,  et  n 
lin  nombre  entier  tel  que  |  Rn{«c)  |  <  s  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
de  cet  intervalle.  On  peut  écrire 

f{x)  -  Uo(x)-¥-  Ui(x)  -+-...--  u„(x)  -  R„(a"). 

et  par  suite 

/«■*"l  /*••'!  /*'* 

/     f(x)dx—  j      Un(.r)dx  ■+-  j      ut{x)clx  -i-. . . 

"-■  JT,  "'jr.  •-  jr, 

-+-  1      u„(x)dx-i-  1      R„{x)dx; 

r'' 
la  valeur  absolue  de  l'intégrale    /      R„(x)dx  est  moindre  que 

s\Xi  —  o^ol  et,  par  conséquent,  peut  être  rendue  pins  petite  que 
tout  nombre  donné,  pourvu  que  l'on  prenne  n  assez  grand.  11 
s'ensuit  que  l'on  a 

/^^t  /*"*''  /»-'*i  /»-^r 

/     /{x)dx  =  I      ito(x)dx-h  I      ui(x)dx --...+■  j      u„{x)dx -¥■...; 

si  laissant  Xo  fixe,  on  considère  Xt  comme  variable,  on  a  une  série 

y(x)dx  -r. . .-+-   I     u„(x)  dr -t- . . . 


J. 


«o( 


qui  est  convergente  dans  l'intervalle  («,  h)  et  dont  la  somme 
admet  pour  dérivée y(ar). 

De  même,  une  série  peut  être  différenliée  terme  à  terme  joom/vm 
que  la  série  des  dérivées  soit  uniformément  convergente. 

Soit 

f{x)=  Mo(a:)-»-  M,(a:)-^...-Ha„(x)-r-..., 

une  série  convergente  dans  l'intervalle  (a,  b);  supposons  que  la 

série  formée  par  les  dérivées  est  uniformément  convergente  dans 

le  même  intervalle,  et  désignons  par  ^{x)   la  somme  de  celle 

nouvelle  série 

_  dua       dtit  du,, 

'  dx         dx       "  '  '     dx 
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D'autre  part,  puisque   les   didérents  lerines  de  la  série  sont  des 

fondions  conliniies  de  .r,  ç(^)  esl  aussi  une  fouclioii  continue  ^\ 
l'on  peiil  IrouvLT  un  nombre  positif  T|  tel  que  l'on  ait 

pourvu  fjiie  \h\  soil  <Zr,.  <)ii  anr.i  donc,  n  fortiori^ 

pour  toutes  les  valerirs  de  /(  tuoindrcs  que  r,  en  valeui-  absolue, 
qui  montre  bien  que  la  fonction  ^(.r)  est  conliniic  pour  .r  =x 

/fr/iinir/tu'.  —  I!  paraîl  :ni  [>ren)ii'r  idj4)ril  très  diflicile  de  reco 
ndîtie  si  une  série  est  nntlonnétnciU  convergente  dans  un  inle 
valle.  La  proposition  suivante  perniel,  dans  l)icn  des  cas,  d'affirm^^r 

c|Li'ii  en  esl  ninsi.  Soi  l 

(36)  Mo(jr)-+-Ki(x)-+-...-(-M„(a-)-+-... 

une  série  dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  x  dans 

un  inlervatle  (rt,  h);  soit,  d'autre  part, 


■  lia  ■^^— •• 


(^7) 


t'ii  *   ej 


une  autre  série  convergente  dont  les  termes  son!  des  nombres  posi- 
lifs  conslanls.  Si,  pour  toutes  les  valeurs  de.rde  l*intervalle(rt,  ù) 
on  a,  quel  que  soit  «,  \i{„\  <'  r„.  la  première  série  (36)  est  unifor- 
mément convergente  dans  cet  intervalle.  Il  est  clair,  en  effet,  qti'on 
a,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  el  h, 

et  il  suffira  de  prendre  n  assez  grand  pour  que  le  reste  conespu»- 
daiit  <le  la  seconde  série  soil  moindre  que  i,  pour  que  l'on  ait,  quel 
que  soit  X  oans  l'intervalle  (a,  b), 


Par  exemple,  Cq,  i't,  l'a, 

la  série 

Va  ■+-  t'i  sinar  - 


.  a}ant  toujours  la  même  signilicalion, 


V,  sma^  -H, 


.-+-  <■„  SlIIrtX  ->• 


est  uniformément  C(inviM:;enle  dans  tout  intervalle. 
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174.  Intégration  et  différentiation  des  séries.  —  Une  série  uni- 
formément convergente  peut  être  intégrée  terme  à  terme. 

Soient  Xo,  x^  deux  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  6,  et  n 
un  nombre  entier  tel  que  |  K„{x)  \  <  £  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
de  cet  intervalle.  On  peut  écrire 

/{x)  —  Uo{x)-\-  itx{x)  -\-...~u„(x)  —  R„(a-;. 

et  par  suite 

/      f{x)dx=   j      Uo(x)dx-+-  I      ui{x)  dx  n- .  ■ . 

''■r,  "^x,  ^x, 

-t-   /      u„(x)dx  ■+-  I      ï{„{x)dx; 
r-'i 

la  valeur  absolue  de  l'intégrale    /      R„(x)dx  est  moindre  que 

s\Xi  —  Xo\  et,  par  conséquent,  peut  être  rendue  plus  petite  que 
tout  nombre  donné,  pourvu  que  l'on  prenne  n  assez  grand.  11 
s'ensuit  que  l'on  a 

f      f{x)dx=   I       UB(x)dx-r-   I       u,(x)dx-r  ...-{-   j       u„{x) dx -^.  .  .l 

si  laissant  x^  fixe,  on  considère  x,  comme  variable,  on  a  une  série 

}{x)dx  -\-. .  .-+■  I     u„{x}dx -h, .. 


J 

"X. 


«0( 


qui  est  convergente  dans  l'intervalle  («,  b)  et  dont  la  somme 
admet  pour  dérivée  y(ar). 

De  même,  une  série  peut  éJre  difierentiée  terme  à  terme /)om/vw 
que  la  série  des  dérivées  soit  uniformément  convergente. 

Soit 

/(X)=  Uo{x)  -h  Ui(x)  -h .  .  .-i-  Unix)  -h  .  .  . , 

une  série  convergente  dans  l'intervalle  (a,  b)]  supposons  que  la 
série  formée  par  les  dérivées  est  uniformément  convergente  dans 
le  même  intervalle,  et  désignons  par  (o{x)  la  somme  de  cette 
nouvelle  série 

_  ''"»       duf  du,, 

'f'^^'-  dx  '•'  'dx    ''"'^'dx    '"■■•■ 
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En  intégrant  terme  à  terme  entre  deux  limites  x'o  et  x,  comprises 
entre  a  et  6,  il  vient 

/      «p(j-)rfa:=  [««(a:)-  Mo(afo)]  H- [«i(a?)  —  "i  (-^0)]  H-.  • .. 

Jir, 

c'est-à-dire 

(p(a:)  rfx  =/(ar)  — /(aro), 


X 


relation  qui  montre  que  ç(x)  est  la  dérivt^e  Ae  f{x). 

Exemples.  —  1°  L'intégrale   /  —  dx  ne  peut  s'exprimer  par 

une  combinaison  en  nombre  fini  de  fonctions  élémentaires;  écri- 
vons-la comme  il  suit 

—  dx  —  I 1-  /  dx  =  loex  -4-  / dx. 

a?  J    X       J       X  ^        J       X 

On  peut  trouver  pour  la  dernière  intégrale  un  développeineni 
en  série  valable  pour  toute  valeur  de  x;  on  a,  en  ellet, 

e"' —  I  X  ar'  j-"—' 

-   =  IH h 


X  1.2  1.2.3 


et  cette  série  est  uniformément  convergente,  dans  l'intervallr 
de  — R  à  +R,  aussi  grand  que  soit  R,  car  les  valeurs  absolue^ 
de  ses  termes  sont  moindres  que  les  termes  de  la  série 


R  R"-' 

I  H h.  .  .H 

1.2  I . 2 . .  .  J 


On  en  conclut  que  la  série,  obtenue  par  l'intégration 

„ ,    .  X        i    x^  \         X" 

V  (x)  — IH — 


1       21.2  «  1 . 2 ...  « 


qui  est  convergente  quel  que  soit  j:,  représente  une  fonction  dont 
la  dérivée  est  

X 

2"'  Le  pcrimèlre  d'une  ellipse,  <lonl  le  grand  axe  est  2a  et  l'exccnt''- 
cité  e,  est  égal  à  l'intégrale  définie  (  n*  112) 

K 


i  =:  .'ta  j     y' I -- c'sin*if  (/o. 
.-'0 
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Le  produit  c*sin*ç  est  compris  entre  o  et  c'<  i,  de  sorte  que  le  radical 
est  égal  à  la  somme  de  la  série,  obtenue  par  la  formule  du  binôme 

J\  —  c*sin*o  =  I e*sin*ç e'sin*»  — . . . 

^  a  ^       2.4  ' 

1.3. 5. ..(2/1  —  3)    ,„  .  ,„ 

2 . 4 . 6 . . .  -2  n  ' 

et  la  série  du  second  membre  est  uniformément  convergente,  car  ses 
larmes  sont  moindres  en  valeur  absolue  que  ceux  de  la  série  obtenue  en 
faisant  sinç  =  1.  On  peut  donc  intégrer  terme  à  terme  et  en  observant 
que  l'on  a  (n"  116) 


*  .  ,„     j         1.3.5..  .(an  —  i)  it 
sin*»®  do  —  ; — r-^ -  ' 

,^  ^       '  2.4.b...2rt 

il  vient 


ÎC 


/     /'  —  c*  sin»  ç  do  =  -  )  I  —  ,  e'  —  x-r  e^ —  c*  — ... 

Jo  ^     '        -ii         i  64  23b 

ri.3.5...(2/i  — 3)P,  , 

— ,—R (2n  — i)e 

[        2.4.6. ..2/1       J 


T 


Si  l'excentricité  e  est  très  petite,  il  suffit  de  prendre  un  petit  nombre 
(le  termes  dans  le  second  membre  pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  avec 
une  grande  approximation. 

On  peut,  de  la  même  façon,  développer  en  série  l'intégrale 


/     v'i  —  e'sin'orfs, 
quelle  que  soit  la  limite  supérieure  f.  Nous  citerons  encore  la  formule 


Tt 


/■»  dv  tA         I     .    "    9     . 

J      /i  — c'sin'o        2(  4  64 


|_  2.4.G...2rt  J  \ 


qui  donne  le  développement  de  l'intégrale  complète  de  première  espèce 
de  Legendre. 


La  définition  de  la  convergence  uniforme  s'étend  aux  séries 
dont  les  termes  sont  fonctions  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes, et  aux  séries  multiples.  Par  exemple,  soit 

M»(j?,7)  -h  u,{a:,  y)  -h  . .  .-h  Unix,  jr)  -h . . . 
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une  série  dont  les  termes  sonl  des  fonctions  continues  des  deux 
variabips  .r,  v,  el  qui  esl  convergente  lorsque  le  point  (jt,  v) 
resle  à  l'inlrriùiir  d'un  contour  il.  On  <lir;i  que  la  série  est  iiiiifor- 
mémeiil  f;onver}(ei)le  dans  r.e  domaine,  si  à  Loiil  nombre  positif  t 
on  |)ei)f  faire  corrcspundrt"  un  noinbri'  /i  lel  qiip  la  valeur  absolue 
du  reste  U„  soit  moindre  que  £  [)oar  tout  point  {.r,j')  inlérit'urau 
contour  C,  el  l'on  démontrera  comme  plus  haut  que  la  somme  de 
celle  séné  est  une  fonction  continue  des  variables  x  et  y  dans 
ce  domaine.  Le  tlir^orèmc  sur  riiilcgration  se  généralise  aussi; 
siy(a?,  y)  est  la  somme  de  la  série  précédente,  on  a 

jj/(r,  r)(^d_y  =  I  I  U:){.r,j')fixdv       f  j  i/,{x,  y)  <ij- dy  -  ... 

-^  f  (  "«  (  ^'  .T  )  ''•*  «>-      .... 

toutes  les  intégrales  doubles  étant  étendues  à  l'aire  intérieure  au  i 
contour  C. 

Do  même  une  série  iloulile  dont  Ips  termes  sont  fonctions  d  anc 
ou  plusieur.s  variables,  et  qui  est  alisoiiiinent  convergente  lorsque 
ces  variables  restent  comprises  dans  un  certain  domaine,  est  dit* 
unifoimi'ment  ronvi'fgentir  si  l'on  pi-ul  prcndic  un  nombre  ne 
termes  assez  grand  pour  que  la  \a!eiir  absolue  de  la  somme  df* 
termes  négligés  soit  moindre  «jii'tin  nunvbre  positif  e.  pour  tous 
les  systèmes  de  valeurs  des  variables  cimsidérées.  Les  propiU'teS] 
établies  plus  baut  s'étendent  sans  diflicullé,  quel  que  soil  « 
nombre  des  variables  indépendantes,  et  aussi  quel  que  soil  »i 
nombre  des  dimensions  de  la  série. 

Hfinarqite.  —  Lorsqu'une  série  n'c^l   pas  luiiforméineni  convergtnWi 
on  ne  peut  [>iis  toujours  riiuéyrcr  tenue  à  terme;  en  voici  un  exfWp" 

F'osoiis 


S„(a:)  =  nre-x^',       Su(j' 


)  --  o, 


u„{x)  =  S„—  S, 


(n  =  i,-i,..M, 


la  série  dont  le  terme  général  est  u„i  r)  est  miivergenle  el  a  [Miur  soiiini«| 
zéro,  car  S„(t)  tend  vers  lévo  lorsque  n  nugraenie  inilélinmicnl.  On  |K»' 
donc  (écrire 

/{x)  —  o—  u,(x)  -^  Ut(X)  -^...-^  U„iT)-^... 

et  par  suite     /   /{.c)dx  =  o.  iJ'autre  part,  si  l'on  inlègre  la  série  icri»« 
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à  terme  entre  les  limites  zéro  et  un,  on  obtient  une  nouvelle  série  dont 
la  somme  des  n  premiers  termes  a  pour  valeur 

et  celte  somme  a  pour  limite  -  lorsque  n  croit  indéfiniment.  Cet  exemple 
est  dû  à  M.  Osgood. 

i7o.  Application  à  la  difFérentiation  sous  le  signe  /.  —  L» 

démonstration,  donnée  plus  haut,  de  la  formule  de  différenliatioii 

SOUS  le  signe   /  suppose  essenliellemenl  que  les  limites  x^  et  X 

sont  finies  (n"  97).  Si  X  est  infini,  on  n'a  pas  toujours  le  droit 
d'appliquer  la  formule.  Prenons,  par  exemple,  l'intégrale 

cette  intégrale  ne  dépend  pas  de  a,  car,  si  on  fait  le  changement 
de  variable  ixx  =  j',  elle  devient,  en  supposant  a  >■  o, 

En  appliquant  à  l'intégrale  F(a)  la  formule  ordinaire  de  dilTéren- 
tiation,  on  arrive  à  l'égalité 


F'(a)=    /         cosxxdx, 


dont  le  premier  membre  est  nul,  tandis  que  le  second  membre 
n'a  pas  de  valeur  déterminée. 

On  peut  trouver  des  conditions  suffisantes  pour  qu'on  ait  le 
droit  de  diflerentier  par  la  formule  habituelle,  même  lorsqu'une 
des  limites  est  infinie,  en  rattachant  la  question  à  l'étude  des 
séries.  Considérons  d'abord  une  intégrale 


que  nous  supposons  avoir  une  valeur  déterminée.   Soient  a,, 
a-i,    ..-,  a„,   ...    une  suite  indéfinie  de  nombres  plus  grands 
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que  Oo,  allant  constamment  en  croissant,  de  telle  sorte  que  a„ 
augmente  indéfiniment  avec  n.  Posons 

U«r=   r  '/(x)dx,       U,=   r  '/(x)dx, 

Ax)dx,         ...; 
la  série 

U«-f-U,-4-Uj-^...-4-U„H-... 

est  convergente  et  a  pour  somme  f      f{^)  dx,  car  la  somme  S« 

I     f{x)  dx. 
"' 
Il  est  à  remarquer  que  la  réciproque  n'est  pas  toujours  vraie. 

Prenons,  par  exemple, 

/(t)  =  cosx,        ao=  o,        ai  =  T,         ...,         a„=  nn,        .... 
nous  avons 

U/i=   /  cosx  dx  =  o; 

la  série  est  donc  convergente,  tandis  que  l'intégrale  ne  tend  vers 
aucune  limite.    > — 

Soit  maintenant  y(.r,  a)  une  fonction  continue  des  deux  va- 
riables X  el  a,  lorsque  x  est  supérieur  à  ^o  et  a  compris  dans  un 

intervalle  (ao,  »().   Si   l'intégrale    /  f{x^  ix)dx  tend   vers  une 

•J,,, 

limite  lorsque  /augmente  indéfiniment,  quelle  que  soil  la  valeur 
de  a,  celle  limite  est  une  fonction  de  a, 

F(«)=  f      /{x,<i)dx, 

que  l'on  peut  remplacer,  comme  on  vient  de  l'expliquer,  par  la 
somme  d'une  série  convergente  dont  les  termes  sont  des  fondions 
continues  de  a, 

F(a)  =  U„(a)-.-U,(a)^...-t-U„(«)n-..., 
l^oC^J-   f  '/(-i;  «)^/-^.         Ut(a)=  f  '/(x,  x)dx. 
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Celle  fonclion  F(a)  esl  continue,  pourvu  que  la  série  soit  uni- 
formément convergente.  Par  extension,  nous  dirons  que  l' in- 

fégi-ale    I      /{^i  cL)dx  esl  uniformément  convergente  dans 

l'intervalle  (aoi  «i)  si  à  tout  nombre  positif  e  on  peut  faire  cor- 
respondre  un  nombre  N   tel  que    l'on   ait,   pour   loute  valeur 

le   /r>N,  I  /       /(iP,  ct)dxi<.t,  quel  que  soit  a  dans  l'inter- 

Italie  (so,  ai).  Si  l'intégrale  est  uniformément  convergente,  il  en 
îst  de  même  de  la  série,  car  si  l'on  prend  a„>  N,  on  aura 


|R«|--'  f      f(x,a)dx 


<  e; 


la  fonction  F(a)  est  donc  cohtinuc  dans  l'intervalle  (a^,  a,). 

\        -^  dx  ait  une  valeur 

a,  * 

Unie  pour  toute  valeur  de  a  comprise  dans  l'intervalle  (ao,  ai),  et 
qu'elle  soit  uniformément  convergente  dans  cet  intervalle;  on 
peut  aussi  la  représenter  par  la  somme  d'une  série 

r       %^dx^-  Vo(a)  -.-  V,(a  )  -.-... ^  V„(a)  -*-.... 

OÙ 

Vo^-Z'^^x,         ....         V„=/"'"^'f.fx 

La  nouvelle  série  esl  uniformément  convergente  et  ses  termes 
sont  égaux  respectivement  aux  dérivées  des  termes  de  la  pre- 
mière. On  a  donc,  d'après  le  tbéort-mc  qui  a  été  démontré  sur  la 
(iiiT'érentialion  des  séries, 


n. 


«:"esl-à-dire  que  la  formule  de  difTrrentiation  sous  le  signe    / 

s'applique  encore,  pourvu  que  l'intégrale  qui  figure  au  second 
iiembre  soit  uniformément  convergente. 

176.  Exemples.  —  r  Reprenons  l'intégrale  du  n°  91, 


F(a)=    /         e-^'"^dx 
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OÙ  a  est  positif.  L'intégrale  obtenue  en  difTérentiant 


e-'^sinx  dof 


est  uniformément  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  a  supérieures  à 
un  nombre  positif  k.  On  a  en  effet 


li" 


e-'"'slnx  (ix 


r'^'  I 

<   /        e-'^-'dx—  -  e-5", 


et  il  suffit  de  prendre  /  assez  grand  de  façon  que  l'on  ait  A-e*'>  -  pour  que 

la  valeur  absolue  de  cette  intégrale  soit  inférieure  à  e,  lorsque  a  est  supé- 
rieur à  k.  On  a  donc 

/•"*■" 
F'(a)  =  —   /         e-^^  fin  X  djp  ; 

«•0 

l'intégrale  indélinie  a  déjà  été  calculée  (n"  119)  et  l'on  trouve 

F(a)  =  [ -^-^^ J^      =^-^; 

on  lire  de  là 

F(o[)  =  C  —  arclanga, 

et  l'on  détermine  la  constante  G  en  remarquant  que  l'intégrale  définie  F(x) 
tend  vers  zéro  lorsque  a  croit  indéfiniment,  ce  qui  donne  C  =  -•  On  a 
donc  en  définitive 


(38) 


/  sinx    ,  I 

I  e-'"' —    ■  rtx  =  arc  tang -> 
'  X  a 

^  ù 


Cette  formule  n'est  établie  que  pour  les  valeurs  positives  de  a,  nnais  ou  a 
vu  plus  haut  que  le  premier  membre  est  la  somme  d'une  série  alternéi- 

dont  le  reste  R„  est  toujours  inférieur  à      •  Cette  série  est  donc  unifor- 
■*  n 

mémcnt  convergente,  et  l'intégrale  est  une  fonction  continue  de  a,  même 

pour  a  —  o.  En  faisant  tendre  a  vers  zéro,  on  a  donc  à  la  limite 

■1°  Si,  dans  la  formule  du  n"  134, 


r 


e-rVj-=  ^-, 
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on  pose  X  —y  v/â,  «  étant  positif,  il  vient 

(4o)  1         c-"-»'*// =  ^  a   *, 

ot  il  est  facile  de  vérifier  que  toutes  les  intégrales  que  l'on  déduit  de 
celle-là  par  des  différentialions  successives  par  rapport  au  paramètre  a 
sont  uniformément  convergentes,  pourvu  que  a  reste  supérieur  à  un 
nombre  (ixc  A' >  o.  De  la  formule  prcct'dente  on  déduit  donc  les  valeurs 
de  toute  une  série  d'intégrales 

l     />+"  ,3      _    _» 


Jn-t  1 


f     r"*""    ,„     ,v.^         i.3.5...(Q./i    -  O    .--    -i^ 
(J        j'-e-'JVj-^ y/ra      « 

ut,  en  les  combinant,  on  pourra  en  déduire  une  infinité  d'autres.  On  a, 
par  exemple, 


-»-vcos.?^rfK=  /""e-«.VKr.-l^^^  +...  M-.)«  l'^i=>:i!i  +...! 

./„  i.a...v.«    -^ 

tes  ces  intégrales  viennent  d'être  calculées,  et  il  reste 

_                     _       ' 
e-»>  cos-2Bv</k  —  -1/ i.-;-^  i H... 

'    i.a.3...-2n    '2  a» 

ou,  en  réduisant, 

(  4»  )  J         e-«.''cos2 ?^  rfj  ^  - 1/  -  «    '• 


'7 
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EXERCICES. 


i.  Démontrer  la  formule 


ij,j  (lésighaiu  la  somme  des  produits  yt>  à  p  des  n  premiers  nombres. 

[MlRPHI.] 

[On  part  de  la  formule 

„r  ,  ,    a'doga?)»  a«Clogx)"  I 

L  i.a  i.vè.../i  J 

<|ue  l'on  différentie  n  fois  de  suite  par  rapport  à  r.] 
â.  Calculer  l'intégrale  définie 

•  n 

i-n  utilisant  la  diiïérentiation  sous  le  signe   /  . 

«. 

;{.   Déinonlrirr  lii  formule 

I  -    /  r    "      «Vr^--  *  ':  f    '-' 

rOn  démontre  (iiic  l'on  a  ~r-   —  —  •(!. 
(la  J 

i.   Driluiru  de  la  formule  précédente  l'intégrale  définie 


/ 


!,■> 


').   Id'  hi  relation  --  —    -    /         x^e^"-'' t/x  déduire  la  formule 


^1         r^    xuix 


CHAPITRE  IX. 

SÉRIKS  ENTIÈRES.  -  SÈKIES  TRIGONOMÈTRIUUES. 


\o(is  éludions,  dans  ce  Cliapilre,  deux  classes  de  séries  parli- 
culièieineul  imporlanles,  les  séries  enliùies  el  les  séries  Irigono- 
uiclriques.  Quoiqu'on  ne  s'occupe  que  de  variables  réelles,  le> 
raisonncmenls  employés  dans  l'étude  des  séries  enlières  s'ëlcndent 
d'eux-méoies  au  cas  des  variables  imaginaires,  eu  remphirant 
parloul  les  mois  valeur  absolue  par  module. 

I.  -  SÉRIES  ENTIÉHES  A  UNE  VARUHLK. 

177.   Région  de  convergence.   —  Considérons  d'ahord  iijie  série 

(i)  A,^A,X-4-A,X«  .  ...  ^-A„X''-'-..- 

oii  lous  les  coeflicienls  Ao,  A|,  A^,  ...,  sonl  positifs,  el  où  Ton 
n*altriLue  à  la  variable  indépendante  X  que  des  valeurs  positives. 
Il  est  clair  que  lous  les  termes  de  celle  série  vont  en  croissant 
avec  X;  si  la  série  est  convergente  pour  une  valeur  particu- 
licr«;  X  =  X|,  elle  esl  a /o/'f/'o/'f  couvergeiUe  pour  loule  valeur 
de  X  inférieure  à  X,.  De  même,  si  la  série  esl  divergente  pour  ia 
valeur  X2^  elle  est  certainement  divergente  f»our  Loule  valeur  de  X 
supérieure  à  Xj.  Cela  posé,  plusieurs  eus  peuvent  se  présenter  :. 
i'  Il  peut  se  faire  que  la  série  (i)  soil  convergente,  qurlU*  qtir 
soil  la  valeur  de  la  variable  X  ;  telle  est  la  série 


I 


X" 

I  .3.  .  .  /I 


a*  Il  peut  aussi  arriver  que  ia  série  (  i)  suil  toujours  divergente, 
quel  que  soil  X,  sauf  pour  X=  o;  telle  esl  lu  séiie 

l^^f  X  -i-J.lXl  — .. .    -i.a.3..,/i.\''      
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3"  Supposons  enlin  que  la  série  proposée  soit  tantôl  conver-^ 
gente,  UinrAldivorgpnle.  Soient  X,  «ine  valeur  de  X  rendant  la  série 
convergente,  et  Xj  une  valeur  du  X  rendant  la  série  divergente. 
D'après  la  remarque  de  louL  à  l'heure,  on  a  X|  •<  Xj,  la  série  est 
i-onveif^enle  si  X  <;X|,  et  divrrgentc  si  X  >•  Xj.  Il  n'v  a  doult* 
ijuc  pour  les  valeurs  de  X  comprises  entre  \^  et  X^-  Mais  toutes 
les  valeurs  de  X  qui  rendent  la  série  convergente  sont  inférieures] 
à  Xj  ;  soil  R  leur  limite  supérieure.  Comme  toutes  les  valeurs  de  X 
qui   rendent  \n  série  divergente  sont  supérieures  à  l'une   quel- 
«onipic  des  valeurs  de  X  qui  rendent  la  série  convergente,  cej 
nombre  R  est  aussi  la  limite  inférieure  des  valeurs  de  X  qui  ren- 
dent la  série  divergente.  La  série  (i)  est  donc  convergente  pour 
toutes  les  valeurs  positives  de  X  inférieures  à  U,  et  divergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  X  supérieures  à  R.  Pour  X=  R,  I» 
série  peut  être  convergente  ou  divergente. 

Ainsi,  la  série 

est  convergente  si  X  <;  i,  et  divergente  si  X^i  ;  on  a  R  =  i . 

Remarquons  que  le  dernier  cas  examiné  renferme  les  deux  autre» 
comme  cns  limites;  on  les  obtient  en  supposant  \\  infini,  ou  R  ^o. 

Considérons  maintenant  une  série  entière 

où  les  coetlicicnts  a;  et  la  variable  x  peuvent  avoir  des  signes 
quelconques.  Nous  poserons  dorénavant  A,-=  |a/|,  X=r|j:|,  de 
façon  que  la  série  (i)  sera  formée  par  les  valeurs  absolues  des 
termes  de  la  série  (a).  Soit  \\  le  nombre  qui  vient  d'être  défini 
pour  cette  série  (i);  il  est  évident  que  la  série  (2)  est  absolument 
convergente  pour  toute  valeur  de  .r  comprise  entre  — R  el  +R^S 
d'apn'-s  la  définition  même  du  nombre  R.  il  nous  reslp  à  montrer 
que  la  série  {■.'.)  est  divergente  lors<[tie  la  valeur  absolue  de  x  est 
supérieure  à  R.  C'est  ce  qui  résulte  de  la  proposition  fondamen- 
tale d'Abel  (  ')  :  Si  la  série  (i)  est  convergente  pour  une  valeur 
particulière  x^,  elle  est  absolument  convergente  pour  touti 
valeur  de  x,  dont  la  valeur  absolue  est  inférieure  à  |xo  |. 

(  '  1  Recherche  sur  la  série  n x  -I ^ a'-t-. . ..  1 

*    '  1  l.a 
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En  etTel,  la  sérif  (2)  étant  supposée  convergente  pour  x  =  Tg, 
<lésif;nons  par  M  un  nombre  posiLtf  supérieur  au  modnle  de  l'un 
quelconque  des  termes  de  cette  série,  de  telle  sorte  que  Ton  ait, 


it  I 


uel  fine  son  le  noinore  n. 


A„\x^\-<M. 


N 


ous  pouvons  cerne 


A,X''=A,|x,| 


(i^)"<"(|^)' 


la  série  (i)  est  donc  convergente  si  l'on  suppose  X<:  I-ToI,  ce  qui 
(icinonlre  la  proposition  énoncée. 

Cela  posé,  si  la  série  (2)  est  converg;cnle  pour  x  =  x^,  on 
vnii  que  la  série  des  modules  (i)  sera  convergente  pourvu  que 
\  soit  inférieur  à  |jfo[.  On  ne  peul  donc  avoir  \:r„\  >-  R,  car  alors 
le  nombre  R  ne  serait  ]ias  la  limite  supérieure  des  valeuis  de  \ 
qui  rendent  convergente  la  série  (1). 

En  résumé,  étant  donnée  une  série  entière  (2)  où  les  coelli- 
cienls  ont  des  signes  quelcon(|ucs,  il  existe  un  nonihie  positif  H 
possédant  la  propriété  suivHnte  :  la  série  (a)  est  absolument  con- 
vergente pour  tout);  valeur  de  x  comprise  entre  —  K  et  -t-R, 
ft  divergente  pour  toute  valeur  de  x  supérieure  à  Ken  valeur 
absolue.  L'intervalle  ( — R,  -|- R)  s'appellera  la  région  de  con- 
vergence; cette  région  s'étend  de  —  x  à  -+•  x  dans  le  cas  limite 
où  R  est  infini.  Elle  se  réduit  à  l'origine  si  R  =  o  ;  nous  laisserons  ' 
de  côté,  dans  la  suite,  ce  cas  particulier. 

La  démonslralion  ne  nous  apprend  rien  sur  ce  qui  arrive  pour 
les  valeurs  limites  j:  =  R,  jt  =  —  R.  La  série  (2)  peut  être  abso- 
iumenl  eonvergenlc,  simplement  convergente,  ou  divergente. 

Considérons,  |)ar  exemple,  les  trois  séries 


I  ■+■  X 


1  -t —  -^ 


x» 
■♦*  — 


I  -h 


X» 


X» 


a,  pour  ces  trois  séries,  R=  1,  car  le  rapport  d'un  terme  au 
[précédent  a  pour  limite  x.  La  première  série  est  divergente  pour 
=  ir  I ,  la  deuxième  est  divergente  pour  a;  =^  i  et  convergente 


4ia       ï;h*pitre  ix.  —  séries  entières,  séries  trigonôuëtriqves. 
pour  x=  —  i;   la    troisième  est   absolument   convergente   pour 

lieinarqin'.  —  L'énoncé   de   la   propusilion   d'x\bcl   peut   èlre 

fçénéialisé;  il  -.iiriil,  en  fflel,  pour  la  suilL>  du  raisonneinrnl.  de  î 

supposer   i\\u'.   la   vakiir   iiljsolue   d'nn    lerme  quelcontjue  de   laj 

série 

flo  -r  rti  .ro  -+-...  4-  rt«  yj  -r  .. . 

reste  inférieiin-  à  un  nombre  lixe.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  lai 
série  (a)  est  absolnincril  convergente  poitr  toute  valiur  de  lai 
variable  dont  !a  valeur  absolue  est  inférieure  à  \x^\. 

Le  iiornljre  K  est  lié  por  une  reintion  très  f impie  au  nombre  w  défit 
plus  liaui  (n"  1(KI),  qui  est  la  plus  graiiHe  des  iimiles  des  terioes  de 

suiu- 

\,.  î-'â:,  vt, yx: 

Kn  elVcl,  si  l'on  cuiisiilcii:  (u  siiile  uualugiic 

A,x,  î%n<^ ç^ÂTx^ 

il  est  clair  que  la  plus  grande  des  limites  des  ternies  de  cette  suite  sera  u«2 
Ln  suite  h)  est  donc  convergente,  si  l'on  a  X  <  —  i  et  divergente  si  \  ~-   —  j 

lo  ■ — 

par  conséqiii:nt  R=  -   f). 

^  to 

178.   Continuité  d'une  série  entière.  —  Désignons  par  f(x)  l| 
somme  d'une  série  entière  convergente  dans  Pintcrvalle  <lc  — 
à  +  R, 

et  soil  H'  un  nombre  positif  inférieur  à  R.  Nous  allons  d'abord 
montrer  que  la  série  (3)  est  uniforménienl  convergente  dans  i'ir 
lervâlle  de  —  H'  à  -t-  R'.  En  efFel,  pour  une  valeur  de  or,  moindi 
(pH^  IV  en  valeur  alisohie,  le  reste  W,, 

est  inférieur  en   valeur  absolue  au  reste  correspondânl    de 


(  '  )  O  théorème  a  été  démontré  par  Cauchy  danj  son  Cours  d'Analyse:  il 
été  rctrouvu  par  M.  liadamard  dans  sa  Thèse. 
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H 


-A. 


,R' 


or  la  sév'ic  (i)  étant  cnnvergenle  |intir  X.  ^=  IV,  puisque  R'<lR, 
on  peut  prendre  le  nombre  n  assez  j;rand  pour  t[ue  te  resle  pré- 
cédenl  soit  plus  pelil  qu'un  nombre  ]H».^ilif  donm-  i.  On  aura 
donc  I  R„| -<  e,  pourvu  que  l'on  ail   jr|  <;  R'. 

Il  suit  de  lu  que  la  somme  f(^x)  de  la  série  est  une  fonction 
continue  de  x,  pour  toute  valeur  de  la  variable  comprise 
entre  —  R  vt  -J-  R.  En  cffel,  élaut  donné  un  rinmbrc  Xa,  [dus 
pelil  que  R  cn  valeur  absolue,  il  est  évi<lenl  qu'on  peul  trouver 
lin  autre  nombre  positif  R',  iiiférieui  i\  R,  et  supérieur  à  |j;e|- 
D'npri's  ce  qu'on  vient  de  voir,  la  série  est  uniformément  conver- 
j;enle  dans  l'intervalle  de  — R'  à  -i-R';  In  somme /(.r)  est  dottt- 
continue  pour  la  valeur  x^  qui  appartient  à  cet  intervalle. 

XjH  démonstration  ne  s'applique  plus  aux  litnile»  -H  R  et  — R 
de  la  réf^ion  de  convergence.  La  continuité  subsiste  cependant, 
pourvu  que  la  séné  soit  convergente.  Abel  a  démontré  en  etlet 
que  si  la  série  (3)  est  convergentr  pour  .v  -  R,  la  somme  de 
cette  série  est  la  limite  vers  Inquelle  tend  la  somme  de  la 
série  f{x)  lorsque  x  tend  vers  R  en  étant  inférieur  à  R. 

Désij^nons  par  S  la  somme  de  la  série  convergente 


a,K 


rtjRî-^.. 
i|iie 


-rtflh"-' 


■     et  soit  n  un   nombre  entier  te 
I     quelconque  des  .sommes 


bsoluc   dt 


-iR"-' 


a   valeur  ausoluc  ue 


jR'"^/'. 


soit  inférieure  à  un  nombre  positif  donné  e.  En  posant  jt  =  RÔ, 
et  faisant  croître  9  de  o  à  i ,  j:  croîtra  de  o  à  R,  et  l'on  aura 


/(  X  >  =  /(  6  R  )  ^  rt„  —  « ,  ^  H  -^-  rt, 0»  R» 


«««"R" 


nous  pouvons  écrire,  le  rtombre  n  ayant  été  choisi  comme  il  vient 
d'^Ire  dit, 


,•  S— /(a?;  r^c«,J{(i_l))-^a,R»(:i  — 0»^ 


a„R''(l— 0») 


J) 


( 


rt„^„R''-/' 


'  U-^p 


a,,^.M^P^'*^f' 
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D'aprrs  la  farnn  doiil  on  a   pris  le  nonilne  n,  la  soiiinic  deT» 
série  qui  esl  sur  la  deuxième  li^ne  esl  plus  pelilf  qin-  £  en  valeut- 

absolue.    D'un   aulre    côlé,   les   nombres   6"+',    H"'*'',    i)'i+r< 

forment   une   siiîle   décroissanle  ;   on   a  donc,  d'après   le   Icmmo 
d'Abcl  déjà  ejiiploj'é  (n"  lo), 

et,  par  cons<'(pient,  la  somme  de  In  série  qui  esl  swr  la  troisième 
ligne  esl  aussi  inférieure  à  £  en  valeur  absolue.  Considérons  main- 
tenant la  première  ligne  de  la  formule  (4);  c'est  un  polj'nome  de  ^| 
dejjié  n  en  0  qui  est  nul  pour  H=i.  On  peut  donc  trouver  un 
aulre  nombre  posilil  r,,  tel  que  la  valeur  absolue  de  ce  polynôme 
soit  moindre  que  :  pourvu  que  h  soit  compris  eotre  i — t, 
l'unité,  l'oiir  loules  ces  valeurs  de  0,  ou  a,  [)ar  conséquent, 

or  E  esl  un  nombre  positif  arbiti-aire  ' /{x)  a  donc  pour  limite 
lorsque  x  lend  vers  R. 

On  voil  de  la  même  façon  que,  si  la  série  (3)  esl  convergei 
pour  x^  — R,  la  somme  de  celle  série  pour  j:  =r  — R  esl  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  sommey(j-)  lorsque  x  lend  vers  —  R. 
Il  suffit  du  reste  de  cbauger  x  en  — x  puur  élre  ramené  au  pre-J 
mier  cas. 

Application.   —   CtMle   proposilinn   pi^rmcl  <Jii  compléter  le  llicorcnx 
étiilili  iilii*  liaul  (  11'  l(i8)  suf  la  mulii|>liciiii<>n  ric  rfiïux  séries. 
SoieiiL 

<5>  S  =  «u-t- «1-^  «i-t-...-j-«,-^..., 

(  6  )  S'  =  i-o  -4-  t»!  -f-  Pt  -+- .  ■ .  -^  *'>i  ->- .  •  • 

deux  séries  convergenies,  dont  sitcune  n'est  absolument  convergente.  \t 
série  obtenue  par  la  règle  de  iiiulliplicutiou 

(7)  «oPoH-  (U||P|^-  Ml Vo )  —  ...—  (U|,P,-+- f-  «»Ce)  -T-... 

|if*ul   élre   convergente  ou  divergente;  mais,  si  elle  esl  convergeute, 
somme  I  est   égale  au  produit  des  sommes  des  deux  premières  &érîesJ 
1  =  SS'.  Considérons,  en  ellei,  les  trois  séries  entières 

f{x)  —  Mo  --  UiX-^-.  ..-\-  U„Xl~i- 

if(x)  =  Va-^  V\T-^.     .H- ('„«»  -h.  .  ., 
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ces  séries  sont  converj'enLe*,  ^)al"  h_v|iolhtïsi:,  pour  x=:i,  et,  par  suite, 
••ont  absolument  convergi'iitcs  lorsqin':  j-  ost  coin|iri5  entre  — i  H  -t- i . 
Pour  ces  valeurs  <ie  x,  le  thtorémc  de  Caucliy  sur  la  iniiltipiication  des 
séries  est  applicable  et  nous  donne  la  relation 


(8) 


/(a?)o(ar)  =  <!/(«); 


or,  li>rs<|ue  .r  icnJ  vers  l'unité, /(jr),(p(x),  <^(x)  ont  respûctivemcnl  pour 
limilrs,  d'après  le  ihcorémc  d'Abel,  S,  S'  el  Ji.  Les  deu\  membres  de  la 
formule  (8)  restant  constamment  égaux,  on  a  donc,  à  la  limite,  £  =  SS'. 
Le  théorème  est  encore  vrai  pour  les  séries  à  termes  imaginaires  et 
s'établit  de  la  même  façon. 


179.  Dérivées  successives  d'une  série  entière, 
tïanl  terme  â  Lerme  uoe  série  entière 


En  dilTérea- 


/{x}  =  (Tj-H  a,x  -i-atx* 


.-t-anX"- 


convprpenlc  dans  l'inlorvalle  (  —  R,  -(-R),  on  oblicnl  une   nou- 
velle série  entière 


<9) 


«,  -t-  itliX  ■ 


na„x"-'^..., 


(|ui  est  convergente  dnns  le  même   intervalle.   Il  siiffil,  jinur   le 
prouver,  de  iiionlier  fj«ie  la  série  des  valeurs  absolues 


l  ;\tX- 


.-+-  /iA„X"-' 


esl  convergente  si  X  <;  R,  el  divergente  si  X  ;>  R. 

Pour  •lf»iiir>ntrer  la  première  partie,  supposons  X  'C  R,  cl  soll 
R.'  un  nombre  compris  entre  X  el  R,  X  <;  R'<cR.  La  série  auxi- 
liaire 

esl  convergente,  car  le  r;i|ijii)rt  d'un  terme  an  précédeiil  a  |u>ur 
limite  no  nombre  fp,  inférieur  à  l'unité.  iLn  niulliplianl  les  dill'é- 
t-ents  termes  de  celte  série  par  les  facteurs 


AiR',     AjR'' 


A„R' 


i|ui  sonl  tous  plus  petits  qu'un  nombre  fixe,  pulsqtie  R'  <;R,il  est 
«vident  que  lu  nouvelle  série  obtenue 


A,X 


A^X"-' 


esl  encore  convergente. 
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La  seconde  [)arlie  se  ili'tni>iiire  ilr  même.  Si  la  série 
A|  -+-  «AjX| -+-...-♦-  «AftXï "'-+-. ... 

OÙ  X,  est  supiViciii'  à  R,  était  convcrgenlr,  il  en  serait  de  même 

de  la  série 

\tXt-t-  aAjXf  — •. . .—  nAnXf -t-. . . 

-*-  «  ^^^^ 

t't  par  siiilc  de  la  séno   7  A„X"  qui  a  ses  termes  plus  petits  CJO^ 

1 
ceux  de  la  précédenLe.  Le  nombre  R  ne  serait  donc  pas  la  limite 
supérieure  des  valeurs  de  X  (|iii  rendent  la  si*rie  (1)  convergente. 
La  sonimr  ^{.^•)  de  la  série  entière  (;jl  est  une  fonclioa  con- 
tinue de  la  viiriable  dans  le  mènie  intervalle.  Celte  série  étant 
nnirorniémenl  con verj^ertle  dans  tout  intervalle*  —  R',  —  R'),  où 
R'<C  H,  représeule  hi  dérivée  de/'(j')  dans  cet  intervalle  (n"  174). 
(lomnie  le  nombre  R'  peut  être  pris  aussi  rapproché  de  R  qu'on 
le  veut,  on  en  conclnt  que  la  fonction  f{x)  admet,  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  —  R  et  -r-  R,  une  dérivée  qui  est  repré-  ' 
aent/'e  par  la  série  obtenue  en  diUerentiant  terme  à  terme 

(loi  /'(^)  =  ai-+-  a<TjT-^-. . .-;-  na„T"-^      

Kn  raisonnant  sur  celle  série  entière  comme  on  a  raisonné  sur' 
la  première,  on  en  4ûné[ul  que  /{-i^)  admet  une  dérivée  seconde 

f{.x)  —  aa,~  6ajar  -«- . .  .-^  n(«  —  \)a„x'*-'- 

et  ainsi  de  suite.  i-,a  fonction  /(x)  admet,  dans  l'inlervalU 
\^ —  R,  -+-R),  une  suite  illimitée  de  dérivées  qui  sont  représentées 
par  les  séries  obtenues  en  difl'érentiant  ternie  à  ternie 

(II)  /'"\t)  =  \  .-1. . .  nei„~  'À.i. . .  n{  n  -^  i)fl«,,j"  — .  . 

Si  l'on  fail  dans  ces  formules  j;  =  o,  il  vient 


et,  d'innc  manière  générale, 


O,: 


de  sorte  que  le  développement  de  /{x)  est  identique  au  dévelop'i 


SERIES  ENTIERES  A  UNE  VARIABLE. 

pement  que  fournirail  la  foi-imile  de  Maclaiii-in 


iV 


/(*,=/(0)+^/'(0)H-^/'(0). 


/""(o)^. 


Les  coefficients  a<,,  fï|,  ...,  a„  tHant  égaux,  à  des  fadeurs 
numériques  près,  aux  valeurs  ([tie  [ireiinenl  la  fonction  f{x)  el 
ses  dérivi^es  successives  pour  x  ^^  <>,  il  est  clair  que  !e  développe- 
ment dune  fonction  en  sOrie  entière  ne  peut  élre  possible  que 
d'une  seule  manière. 

Df  nit^me,  m  ititôgranL  terme  à  terme  une  série  entière,  on 
ohlicnl  une  nouvelle  série  entière,  avec  un  terme  constant  arbi- 
traire, qui  est  convergente  dans  le  même  intervalle  que  la  pre- 
mière, et  Tadmet  pour  dérivée.  En  intégrant  de  nouveau,  on 
obtiendra  une  nouvelle  série  dont  les  deux  premiers  coefficients 
seront  arliitnnres,  et  ainsi  de  suite. 

Exemples.  —  i"  Pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  —  i 
cl  -^  I ,  la  progression  géométrique  de  raison  —  x 


I   -a?  -4- jr' —  .r»- 


I 


est  convergente  el  a   pour  somme     - — •  En   intégrant   terme  à 

lerme  entre  les  limites  o  el  j:,  où  \x\  <  i ,  on  retrouve  le  dévelop- 
pement de  log(i  -J- -r)  (n"  -19) 


log(i 


..,  =  ; 


'2 


3 


(-1)" 


et  la  formule  est  encore  vraie  pour  j"  r^  i ,  puisque  la  série  qui  est 
au  second  membre  reste  cotivcigente  pour  x  ^rr  i. 

2"  Pour  loulc  valeur  de  X  conqirise  entre  —  i  et  -f-  i ,  on  a  aussi 


I  — j-«- 


l)«J-«''-r 


en  intégrant  terme  à  terme  entre  les  limites  o  cl  x,  où  [.r]  •<  i,  il 
vient 


I 


x» 


X» 

5 


arc  taogar  —  -  —  '■r  -^  ~  —  >•-*-<—  0"  n~,~    " 


:in  H-  I 


La  série  restant  convergente  pour  .r  rrr-  i ,  on  en  conclut  légalité 


TT    _  I  I  I 
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3"  Soit  F(x)  la  somme  de  la  série  convergente 
,,  m  m(m  —  r)     .  ni(m—i)...(nt — p-r-t) 

IM.D  —  I  ■■ X- •-r*-4-..-i ^ ■ ^ XP-r-..., 

1  1  .-À  I  .}....  p 

OÙ  m  est  un  nombre  quelconque,  et  où  [^j  «Ci-  On  en  déduit 

„, ,     ,            r         m  —  I                      (m—i)...(m—p-i-t)^,  1 

F  (x)  =  w    i-t a?-i-. .  .-H ■-- ■  xP-^--...   ; 

si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  (i  +  x)  et  qu'où  réunisse 
les  deux  termes  qui  contiennent  une  même  puissance  de  x,  il 
vient,  d'après  l'identité 

(m-t)...(m — />-'-i)       (rit  —  i)...(ni  —  p)  _  m(m.  —  i)...(m  —  ^  — i) 
I. a. ..(/>  —  !)  \.i...p  ~  i.a...// 

qu'il  est  facile  de  vérifier, 

(i  -H  J")F  (x)  =  m\\~ X  -\ x*-^. . . 

L         1  i.a 

c'est-à-dire 

(i-T-ar)F'(a7)  =  m¥{r). 

On  déduit  de  là  successivement 

¥'(x)  _      m 
V(x)  '  '   \  +  X 

log[F(j")J  =  m  log(i  -»- x)  -H  logC, 
c'est-à-dire 

F(x)=  C(i  --x)'". 

F*onr  déterminer  la  constante  C,  il  suffit  de  remarquer  que  l'on 
a  F(o) --  1,  ce  qui  donne  C: — i,  et  nous  retrouvons  le  dévelop- 
pement de  (i  -t-  x)"^  (n"  50) 

m  m( m — i) . . .  (m  —  p -i- i) 

(i-^xy  —  i-* —  x~  ...- i- ■  xP~- 

1  i.-i...p 


4"  Remplaçons,  dans  la  formule  précédente,  x  par  —  x^,  m  par 
;  il  vient 


v. 


I  I     .       "-^     .  i.3.V..(jrt  —  i^     . 
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formoTe  qui  est  valable  pour  tonte  valeur  de  x  comprise  entre  —  i 
el-4- I .  En  iiilégrant  les  deux  membres  entre  les  limites  o  et:r,  oi'i 
|*)<l,  on  obtient  le  développement  de  arc  sinj:  : 

X       I  .T»       1.3*»  I. ■}.?.. .(•?»  — Il    ar*«*« 

arc  sioa:= h-     —   -i ;    —  -i-...H — -; (- 

1 8U.  Extension  de  la  formule  de  Taylor.  —  Soicniy(^)  la  somme 
d'une  série  entière  convergente  d^ns  Tintervalle  ( — R,  H- R),  a.'^ 
un  point  de  cet  intervalle,  et  x^-'r  ii  un  autre  point  du  môme  inter- 
valle, tel  que  |.ro|  +  |/i  |  <  H-  La  série  qui  a  pinir  somme  y(j"o  4-  h\ 

flfl-^-  ai(a;o-+-  /()  -t-  ai(jr„-+-  A)'-^-  •  •-♦-  '»»(aro+  A)»-!-. . . 

peut  être  remplaecn  par  une  série  à  double  entrée,  (]ue  l'on  obtient 
en  développant  les  diverses  puissances  de  Xti-\-  h  et  écrivant  sur 
une  même  ligne  les  termes  de  même  degré  en  h 

'  -v-a,A»       —...H a„x%-^k^-\- ..  . 


Celte  série  â  double  entrée  est  absolument  convergente;  en  elTot, 
si  l'on  remplace  cbaque  terme  par  sa  valeur  absolue,  on  a  lu  nou- 
velle série  à  double  entrée  et  à  termes  positifs 


<i3) 


Aj-^  A,|xo|-i- A,|xo|'         -t-...-+-A„|xo|"-^... 

-+-A,|/.l    --2A,|j?,||/i|H-...^/iA„|j',|«->tA|--... 


Si  Ton  fait  la  somme  des  éléments  de  ce  tableau  par  colonnes  ver- 
ticales, on  obtient  la  série  < 

Ao-A,[|x,|-H|A|J--...^A„[lT,|   .-1A|I"-... 

qui  est  convergente  puisqu'on  suppose  | .Cq (  -i-  |  A |  <C  R-  On  peut 
donc  faire  la  somme  des  cléments  du  tableau  (i  •à),  soit  par  lignes» 
soîl  par  colonnes.  En  faisant  la  somme  par  colonnes,  on  re- 
trouve y(xo  4- /t)i  en  faisant  la  somme  par  lignes  horizontales,  le 
résultat  est  ordonné  suivant  les  puissances  de  h  et  les  coeflicients 
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f*(Ta)  I 

de  h,  /j',  .  .  .  sont  respectivement/'(j;o)>  '^—^ — ■  •    ••  Nous  pou-- 
vons  donc  écrire,  en  supposant  |A|  -C  R  —  |jro|> 

La  formule  (i4)  s'applique  cerlainomenl  dans  l'intervalle  d< 
Xa —  R  4-|.i^o[  A  JTo-i-  R  --  |.roj,  mais  il  peut  se  faire  que  la  série| 
qui  est  au  second  meiiiln-e  soit  convergente  dans  un  intervalle] 
plus  étendu.  Considérons  par  citeniple  la  fonction  (i  -r-  Jf)"*,  où  ml 
n'est  [)as  un  nombre  entier  positif;  le  développement  suivant  le>j 
puissances  de  x  est  valable  de  .r  =  -  i  jusqu'à  x  ^^  -H  i .  Soilx,j 
une  valeur  de  x  comprise  dans  cet  intervalle,  nous  pouvons  écrirel 


(  I  -+-  ar  )  "•  =  (  I  -r  a?o  -H  X  —  JT»  )"•  =  (  I  -t-  X,  )«  (  I  -t-  «  ]  « 


ou 


X  —  X» 

z  =  > 

I-+-XO 

et  développer  (i-l-:;)"'  suivant  les  puissances  de  s.  Ce  nouveau 
développement  sera  valabli;  pourvu  que  |s|  •<;  i,  c'est-à-dire  poui 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  i  et  i  -f-  o.Xq-  Si  Xo  est  positif, 
le  nouvel  intervalle  est  plus  grand  rpie  le  premier  ( —  i,  -t-  i)cl, 
[y,iv  conséquent,  lu  nouvelle  formule  permettra  de  calculer  la 
valeur  (b;  la  ['onction  pour  des  valeurs  de  la  variable  situées  e» 
dehors  (le  l'inlervalle  primitif.  En  approlbndissanl  celte  remarque- 
on  esl.  conduit  à  une  notion  extrêmement  importante,  celle  <1« 
prohni^emi'nt  analjtitjue,  dont  nous  réservons  l'élude  pour  le 
Volume  suivant. 


liemarque.  —  Les  propriétés  établies  pour  les  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  positives  d'une  variable  x  s'éteoden' 
évidemment  sans  diKicuhi-  aux  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
.sances  positives  de  x  —  a  el,  plus  généralement,  aux  séries  oHon- 
nées  suivant  les  puissances  positives  d'une  fonction  conlinaf 
quelconque  'j(j:);  il  suffit  de  les  Iraiter  comme  des  fonctions, 
composées,  la  fonction  intermédiaire  étant  <o{x).  Ainsi,  une  sérir 

ordonnée  suivant  les  puissances  positives  de  -  est  convergente! 

pour  les  valeurs  de  x  dont  ta  valeur  absolue  dépasse  une  certail 
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limite,  éî  représeiile  une  fonction  eonliniie  pour  toutes  ces  valeurs 
lie  la  variable.  Considérons,  par  exemple,  la  fonction  ^'.r*  —  «,  que 

nous  pouvons  écrire  zïz  x(  i ^  i   ;  pour  îles  valeurs  de  x  dont 

1. 
la  valeur  absolue  est  supérieure  à  y/a,  (  i ^  )    peut  êlre  déve- 
loppé suivant  les  puissances  de  —  »  et  l'on  obtient  ainsi  la  formule 


^.c*- 


I   a 


_l_  a» 
a.|  X* 


.2.3. ..(■//>— 3)      ai> 


a.4.6...a/>        j:«*'-i  "* 


qui  donne  le  développement  île  ^/.r*  —  a,  lorsque  a:  est  ]>  y/ <ï. 
Lorsque  jr  <r  ^  y/a,  la  sérif  est  encore  coHvergenle  cl  a  pour 
somme  — \Jx^ — a.  Celle  forniule  ]jeui  servir  à  trouver  le  déve- 
ioppeuicnl  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier,  lorsi|uc  l'on 
roniiMÎI  le  carré  parfait  ininiédialement  supérieur. 


181.  Fonctions  majorantes.  —  Les  propriétés  déjà  démontrées 
établissent  une  grande  aniilo^ie  entre  les  polynômes  et  les  séries 
entières.  Etant  donuée-i  plusieurs  séries  entières_/",  {x)yfi{^x),  .... 
f„(^x),  soit  ( —  /-,  -t-  r)  la  plus  petite  des  régions  de  convergence 
de  ces  séries;  pour\  u  que  \x\  <[  r,  ces  séries  sont  absolument  con- 
vergentes et  Ton  peut  les  combiner  par  addition  et  niultipbcalion. 
cnnime  des  poljnomes.  D'une  façon  générale,  tout  polynôme  entier 
eD/'((x),  /ii^)'  ■',  fn{^)  peut  être  développé  en  une  série 
entière  convergente  dans  le  même  intervalle. 

l'our  étendre  ees  proprii-lés,  immis  d(Min irons  d'abord  certaines 
expressions,  qui  seront  employées  par  la  suite.  Soit /(a")  une 
:4érie  entière 

/in  —  «„—  fi\r  —  a^x*-^. . .—  a„x"~- . .  . 

cl  '9{x)  une  aiilre  série  entière  convergente  djns  un  intervalle 
cunvenable 

!pt  J'.)  =  ao -T-  oti  a?  H-  z^x*—  . ..--  ««.r"  —  .. . 

dont  tous  les  coefficients  a^  sont  positifs.  Ou  dit  i|ue  la  fonc- 
tion p(^)  est  majoiaiiti'  pour  la  fonction _/'(x)  si  l'un  quelconque 
des  coefficients  a„  est  supérieur  ,'i  la  valeur  .absolue  du  coeflicient 
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correspondant  àe/(x) 

|Ool<«ll.       |ai!     '«1,       ■••.       \»n\<'n, 

d'iipr(>s  une  notalion  proposée  par  M.  Poincaré,  on  indique  ainsi] 

celle  reliiliiin  enlro  les  deux  fondions /*( a")  et  <f{js)  : 

L'iilililc  do>  fonctirins  majorantes  dans  les  raisonnements  tieni 
il  la  prnjiriélô  suivante,  <|iii  est  une  cntiséquence  immédiate  de  la 
déliniliun.    Soit    P„((7u»    «i»    •••    rij,)    un    polynôme    dêpendâDtl 
des  rt -H  I   premiers  eoeflicienls  c\c /(j;)^  et  dont  les  coefiicienls 
sont   réels    et   positirs;   si   l'on    remplace  dans   le   polynôme  a^A 
(iy,  .  .  .  a,,  par  les  coefitcients  correspondants  de  la  fonction  majo^l 
ranle  'i(j'),  on  a  évidemment 

|P(«6.  «1 a„)|'P(ao,  Bi z„). 

Par  exemple,  si  ff{x)  est  une  fonction  majorante  poury(x),  ta] 
série  qui  représente  [a(.r)]3  sera  majorante  pour  [y(.r)]',  -  .  .  el,l 
en  général,  [3('^)]"  sera  majoraute  pimr  [/(.r)]".  De  même,  si  o 
ut  (B(  sont  des  fonctions  majorantes  pour/"  et  y")  respectivement,! 
le  produit  'Sift  sera  une  fonclinn  majorante  poiir^yi,  .... 

Etant  donnée  une  série  entière  y"(jc)  convergente  dans  rinler-i 
valle  (  —  R,  -hR),  la  reclierche  d'une  fonction  majorante  est  un 
problème  d'une  grande  indétermination.  Mais  il  j  a  intérêt,  pour 
la  suite  des  raisonnements,  à  choisir  une  fonction  majoraute  ausn-i 
simple  que  possible.  Soit  r  un  nombre  positif  inférieur  à  R,  mais- 
aussi  voisin  de  R  qu'on  le  voudra.  La  série  étant  absolument  con- 


vergente pour  j; 


r,  soit   M  la   limite 


suneneure 


de  la  valeur, 


absolue  des  termes  de  colle  série;  on  a,  quel  que  soit  n, 


ou 


M. 


A  <*i. 


.r« 


La  série  dont  le  terme  général  est  M  —,  c'est-à-dire 

M 


M  -^  M 


X 

I 

r 
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'esl  donc  une  fonclion  majoranle  poiiry(j*);  c'est  celle  dont  on 
se  sert  le  plus  souvent.  Ijorsque  la  série _/"( or)  ne  prcsenlc  pas  de 
terme  conhtant,  on  peut  de  même  prendre  pour  fonclion  majo- 
rante la  fonclion 

M 


M. 


X 

t 


On  peut  prendre  pour  /•  un  noinhrc  f[uclcofK[ue  inft'rieur  à  U,  et 
il  est  clair  que  le  nombre  rorrespondanl  M  iliminuc  en  général 
avec  ;•,  mais  ne  pciil  jamais  t'ire  inCérieur  à  A»,  si  Ao  n'est  pas 
nul.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  on  peul  toujours  trouver  un  nombre 

positif  p  <;  R,  tel  que  la  fonction  — -^  soit  majorante  pour  y"(x). 

I—  - 

bn  ellel,  sotl 

M -+- M  -  H-  M  —  +. . . -h  M  —  H-. . ., 
r  /•*  r" 

où  M  >  Ao,  une  première  fonction  majorante,  [^renons  un  nombre  p 

An 

îoférieur  à  r -^  ;  on  peul  écrire,  en  supposant  rt  ?^  i , 

l«„p«|=|a„/-''|x(P)''<M;.fP)""' 
fl  par  suite   a,,^"   <Ao;  d'ailleurs,  on  a  [^»J=  .V„.  La  série 

A|>-t-  Au 1-  Ao  — :   -H.  .  .   -  A»  —-  -)-... 

p  p  p^ 

;sl  donc  majoranle  pour  /(j);  cette  propriété  nous  servira  tout  à 
l'heure.  Plus  géncmlemcnl,  on  peul  prcndic  |ioiir  M  nu  nombre 
quelcunrnie  supérieur  ou  au  moins  éj;al  à  A^. 

On  verra  de  la  même  fiicon  tpie,  dans  Ui  cas  où  «0=  o,  on  peul 
prendre  pour  fonction  majoranle  une  expression  <le  la  forme 


'~  P 


où  jA  est  un  jiomlirc  positif  arbitraire. 

ftemarque.  —  La  foiiiiai.ssancc  li'uiie  ]irogres9ion  géomélrique  décrois- 
sante  comme  fonclion  majoranle  periaui  aussi  de  se  rendre  compte  di: 
G.  i& 
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l'a|)|iro&ii]ialian  obtenue  (juaiul  ou  reinptact;  la  somme  /{x)  de  ta  sera 

,                   ,                          .        .              „.  ,       .  .        M 
par  la  somme  des  n  -'•  i  |>ri;micrs  termes.  Si  la  série est  majorant 

r 

j)oury(.T),  il  est  évident  que  le  reste  de  lu  série  proposée 

est  moiiuiie  eu  valeur  absolue  que  le  reste  corrcspundani  de  la  série 


c'est-à-dire  que  M  —  ■ 


I  1 

r 

18:2.  Substitution  d'une  série  dans  une  antre  série.  —  Soil 

(i5)  s  =/(j;  =  ao-^"ir-i-...-i-a„^'»-+-... 

une  série  ordonnée  siiivariL  les  puissances  d'une  variable  y,  el 
coDvergenlc  [Kiurvu  que  l'on  ail  jj^j^R.  Soil,  d'autre  pari, 

<](i)  ^-  =  ^(3?)^  i„-r-  /^,ar-h...-i-^«.r"-t-... 

iiiif  iuUre  série  convergente  dans  Tintervalle  de  — ■  r  k  -\-  r.  Ima- 
ginons (|ii'on  remplace,  dans  la  série  (' •'î)i  ^'i  ^'*j^''i  •  -  •  parleurs 
dévrloppemenls  en  séries  ordonnées  suivanl  les  puissances  de  x, 
déthiils  de  la  formule  (i6);  nous  obtenons  de  cette  façon  iiu 
tableau  à  double  entrée 

I  ao+ii&o     -r  Oi&J  -H..  .-t-fl/iAJ -<-... 


et  nous  allons  chercher  si  ce  ud^lcau  à  double  entrée  penl  élK 
absolunienl  coiivcigcnt.  Il  faul  d'abord  que  la  série  oblenue  C 
pruiJiuit  les  teniifs  de  la  preruièiC  lifjne,  c'esl-à-dire 

soil  absolument  convergente,  ou  que  l'on  ait  [6^1  <;  H.  Cett( 
condition  est  sujpsante.  En  eflel,  si  elle  est  remplie,  on  peu' 
prendre  pour  fonction  majorante  (Je  ^{x)  une  exprc&sion  de  1* 
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4)5 


forme 


m 


où  m  esl  un   nombre  positif  quel 


quelconque  supérieur 


1  — 


à  I  6,1 1,  el  où  p  <^  /•;  on  peut  donc  supposer  que  l'on  a  pris  m  <  R. 
Soil  R'  un  nombre  positif  compris  enlre  m  cl  R;  la  foDcLion/(^) 
admet  elle-même  pour  fonction  majorante  une  expression  de  la 
forme 


M 


y. 

R' 


=  M  -H  M 


R' 


M 


R» 


Si  dans  celte  dernière  série  on  remplace  y  par 


et  qu'on 


développe  les  diverses  puissances  de  y  suivant  les  puissances 
croissantes  de  .r  par  la  formule  du  binôme,  on  obtient  un  nou- 
veau tableau  à  double  enlrëc 


M 


'■(?) 


(i8) 


M 


R'    p 


dont  Ions  les  coefficients  sont  positifs  et  supi^ricurs  aux  valeurs 
absolues  des  coeflicients  correspondanLs  du  tableau  (17),  car  un 
coeflicienl  quelconque  du  tableau  {17)  sedéduildes  coefficients  a^y 
a,,  Oj.  ...,  6(1,  ht,  h.i  ...,  par  des  additions  et  des  multiplica- 
tions seulement.  Si  donc  la  série  double  (18)  esl  absolument  con- 
vergente, il  en  sera  de  même  a  Jortiori  de  la  série  double  (17). 
Si  dans  la  série  (18)  on  remplace  JC  par  sa  valeur  absolue,  il  faudra, 
pour  que  le  tableau  soil  convergent,  que  les  séries  obtenues  en 
prenant  les  termes  d'une  même  colonne  soienl  convergentes,  c'est- 
à-dire  que  Ton  ail  |jr|  <  p.  Cette  condition  étant  remplie,  la  somme 
des  termes  de  la  (/î  -\-  i^*''""'  colonne  est  égale  à 


k 


M 


et  il  faudra  en  outre  que  l'on  ait  aussi 
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M<P(-F.)' 


La  dernière  in<5galilc  (iij)  enlralnant  la  précédente  |j?|<C3 
il  s'fiisuil  qu'ello  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
|)Oiir  f|ue  la  série  double  (i8)  soil  absolumcnl  convergente, 
série  double  (17)  sera  donc  aussi  absolinnenL  convergente  no 
les  valeurs  de  x  satisfaisant  à  cette  condition  ;  remarquons  que 
toutes  ces  valeurs  de  x  rendent  convergente  la  série  îp(j^),  et  que 
la  valeur  correspondante  de  y  est  moindre  que  IV  en  valeur 
absolue,  car  les  inégalités 


l?{=^)l< 


p 


p 


<'-ïv 


entraînent  l'inégalité  |»(^)|  <  R'.  Si  Ton  fait  la  somme  de  celli; 
série  (17)  en  ajoutant  par  colonnes,  oti  trouve 

fit, -+-fl,  o(j-) -r- a, fif.(j')p -+-...-+- a„  [o(a:)]«-(-. .. , 


■ 

;elii; 

4 


c'est-à-dire /['f>(jr)];  au  conlraire,  si  l'on  ajoute  par  lignes  lioriznn- 
lales,  on  obtient  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  x^  et  l'on  peut  éciire 


(.10) 


/[?(J')I  =  C(,-f-C,jr-t-c,.j:«-i-...-+-c„j:« -+-..., 


les  coeflicicnls  c^,  r,,  c-,,   ...   s'csprimanl  au  moyen  des  coeffj- 
cicnls  des  deux  séries  par  des  formules  faciles  à  établir 


(21) 


cq  =  ao  H-  a  1 6u  -H  «t  èj  -(- . . .  -(-  an  fej  -4- . . . . 
Ci  =  aibi-h  af(b}-hib„f>t)-h.... 


La  relation  (ao)  n'est  établie  que  pour  les  valeurs  de  .1:  ()"' 
satisfont  à  rinégalité(i9),  mais  ce  n'est  là  qu'une  limite  infcricun^ 
de  l'intervalle  où  celte  relation  est  applicable.  Il  peut  se  faire 
qu'elle  subsiste  dans  un  intervalle  beaucoup  plus  étendu.  C'est 
une  question  dont  la  solution  complète  exige  lY'tude  des  fonc- 
tions d'une  variable  imaginaire  el  qui  sera  reprise  plus  lard. 
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Cas  particuliers.  —  i"  Le  nombre  R' qui  fio^ure  dans  l'iné- 
galité (19)  pouvant  être  supposé  aussi  voisin  de  K  tju'on  le 
veut,  il  s'ensuit  que  lii  formule  (ao)  s'applique  pourvu  que  l'on 

ait  |j:|  <p(i n  }  •  Cela  posé,  si  la  série  (i5)  est  convergente, 

quel  que  soit  _r,  on  peut  supposer  R  inrini,  el  p  aussi  voisin  de  /• 
qu'on  le  voudra.  La  formule  {"o)  sera  donc  applicable  pourvu  que 
l'on  ail  î-c[<  '",  c'esL-à-dire  dans  le  même  intervalle  que  la  for- 
mule (if>).  Kn  particulier,  si  la  série  tp(a:)  est  convergente  quel  que 
soit  X,  comme  /(y),  on  peut  aussi  supposer  /■  infini,  et  la  for- 
mule (->.o)  subsiste  quel  que  soit  x. 

■a"  Lorsque  le  terme  constant  b„  de  la  série  (i6)  est  nul,  on  peut 
prendre  comme  fonction  majorante  de  o(^)  une  expression  de  la 

forme 

m 


X 

P 


m. 


où  0  <^  r,  m  pouvant  ^tre  quelconque.  En  raisonnant  comme 
dans  le  cas  générât,  on  démontrera  que  la  formule  ('^û)  est  appli- 
cable, pourvu  que  Von  ait 

I\'  étant  aussi  voisin  de  R  qu'on  le  voudra.  L'intervalle  fourni  par 

cette  dernière  inégalité  est   plus  étendu  qitc  celui  qui  est  donné 

par  la  condition  générale  (t;)). 

Ce  cas  particulier  se  présente  fréquemment  dans  la   pratique. 
[L'inégalité  jftol  ■<  R  est  alors  satisfaite  d'elle-même,  et  le  coefli- 

cienl  c,  ne  dépend  que  de  a„,  a,.  •  . . ,  <i„,  b^,  ht,  .  .  - ,  l'„. 
I 


Exemples.  —  i"  Caucliy  a  munlrc  {]u'on  pouvait  déduire  la  formule  du 
'  l>înoine  du  cltvelopixîmcnt  Av.  tog(i-4-x).  On  peut  écrire  en  effet 


en  posant 


{\  -^  x)V-  =  eV-^o^^-*^>  =  ey  =1  \  -h  ^  -^  ^  -^... 

I         1 .2 


/x        t'        J"'        J-*         \ 
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ce  qui  donne,  en  substituant  le  second  développement  dans  le  premier, 

IX         X*  X*  \  UL*    fx         X*  x'  \* 

Il  est  clair  qu'en  ordonnant  le  second  membre  suivant  les  puissances 
de  X,  on  obtient  pour  coefficient  de  x'^  un  polynôme  de  degré  n  en  {x, 
soit  Pn(|x)-  Ce  polynôme  doit  s'annuler  pour  {x=  o,  1,2,  . . .,  n  —  i  et  se 
réduire  à  l'unité  pour  |a  =  n,  ce  qui  suffit  à  le  déterminer 

f«^\  P   _  ;*(l^  — ')•••<' i^—»  +  '^ 

^"^  "~  i.%...n 

.1 
a*  Soit  a  =  (i-H a:)*,  x  étant  compris  entre  —  i  et  H- 1.  On  peut  écrire 


I       1.2 


en  posant 


I  XX*  x" 


X  a         j  n  -+- 1 

Le  premier  développement  est  valable  quel  que  soit^;  le  second  n'est 
valable  que  si  \x\  <i.  La  formule  obtenue  en  substituant  le  second  déve- 
loppemeat  dans  le  premier  s'appliquera  donc  aux  valeurs  de  x  comprises 
entre  — i  et  -j-i. 

En  se  bornant  aux  deux  premiers  termes,  on  a 

i.  X  /  I  I  N 

(24)      (\-\-xY—  e (H-IH H. ..H H..  .   )-f-.  .. 

^       '      ^  2  \  1.2  1  .2.  .  .  rt  / 

e 
=  e X  -H 

2 

Lorsque  x  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives,  (n-a?)*  tend  donc 
vers  e  en  croissant. 

183.  Division  des  séries  entières.  —  Considérons  d'abord  l'in- 
verse d'une  série  entière  commençant  par  l'unité 

cl  convergente  dans  l'intervalle  ( —  /•,  -\-  /•).  Posons 

y  =z  bxx  -\-  biX^-T-, . ., 
on  peut  écrire 

% 

et,  en  substituant  le  premier  développement  dans  le  second,  on 


r.  —  séitr&s  eiméRes  a  vnt  tasuble. 
obtient  pour/(jr)  un  développement  en  série  entière 

(a5)  /(x)  =  1  — /*ij--t- (fcj  — é,)j;*-+-. . . 


m 


qui  est  valable  dans  un  certain  intervalle. 

On     développerait    de    même    l'inverse    d'une    série    entière 
quelconque  commençant  par  un  terme  constant  différent  de  T.éro. 

Soit  maintenant  à  développer  le  quotient  de  deux  séries  entières 

convergentes 

f(T)  ^  «0-1-  fl, x-i-  rtjir»-»-.. . 
•1/(t)  ~  ht,  -t-  h,  .T  -^  b^x*  -^- . .  . 

Si  bo  n'est  pas  nul,  on  peut  écrire 


^{X} 


=  (rtu+  «jx  -+■  n|X'-+-.-. .)  X 


6o-"-  biT-ir  6j3"« 


et,  d'afirès  le  cas  que  nous  venons  de  Irailcr,  le  second  membre 
est  le  produit  de  deux  séries  entit*'res  convergentes;  le  quotient 
peut  donc  se  mettre  sous  forme  d\ine  série  entière  convergente 
fotir  des  valeurs  de  x  voisines  de  zéro 


(Hî) 


«« -f- rt  1 X -f-  «t  x' -t- . 

A(,  -f-  &,  3^  -4-  i^  T-«  - 


CoH-  CjX-h  rjx'-t-. , 


En  cliJissanl  le  dénominaletir  et  éfjalant  les  coenicienls  des 
mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres,  on  obtient  les 
relations  suivantes 

tl-j)  an=  b^Cn-^  biCn-\-^.  .  .-i-bnCa  ( /«  =  O,    1 ,  2,    .  .  .  ), 

(]ui  déterminent  de  proclie  on  proche  les  coefficients  c,,,  r,,  .  .  .  c«. 
On  remarquera  que  ces  coefficients  sont  précisément  ceux  <]ue 
l'on  olitiendrail  en  effecluant  la  division  des  deux  séries  ]>ar  la 
règle  ordinaire  de  la  division  de  deux  poljnomes  ordonnés  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x. 

Lorsque  60=  o,  le  résultat  est  dillérenl.  Supposons,  pour  plus 
Je  généralité,  '|<(,r)^=  x*'i,  (ar),  k  étant  un  nombre  entier  positif, 
et  '{'((j^)  désignant  une  série  entière  où  le  terme  constant  est  diflTé- 
rcnt  de  zéro. 

On  peut  écrire 
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et,  d'aprcs  ce  qu'on  vionl  de  voir,  on  a 

■î ~  =  CQ-i-  c,x-^. .  .-h  c^._| X*-'  -t-  r^.r* -t-  c/e+i x''-*-'  -+- 

On  en  déduit 


«i-f*) 


Q  -H  f^i-MJ^-t-. 


le  quotient  est  donc  égal  à  la  somme  d'une  fraction  rationnelle 
qui  devient  infinie  pour  x  =  o,  et  d'une  série  enliùre  qui  est  con- 
vergente dans  «m  certain  intervalle  auloiir  de  l'origine. 

Remarque.  —  Pour  calculer  les  puissances  successives  d'une  série 
etilièi'c,  il  est  avantageux  dans  lu  pratique  d'opérer  comme  il  suit.  Si  àtni 
l'iiliMilité 


(  n,, -+- <7 ,  T -(- . 


.-+-a„.r'>-h. 


.  )'«=  <'o-t-  C|X  -t-. 


.-(-  C„T"-h. 


un  prend  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres  et  qu'on  cliauf 
les  dénominateurs,  on  parvient  à  une  nouvelle  idcnlilé 


(ag) 


f     =(' 


ia,)-haix-i-.  ..■i-a„x'^-h. .  .)(C|-+-2C,ar-+-. .  .-^hc„x'>->^,..'^ 


Il  est  facile  de  former  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x  d<i>i 
les  deux  meoibres,  et,  en  égalant  les  cocflicicnls  des  mêmes  puissances, 
on  a  une  suite  de  relaliuns  qui  déterminent  de  proche  en  proche  C|. 
Cil  ■  >  ■ ,  Cnt  •  •  •!  connaissant  Cj.  Or  on  a  évidemment  Co  =  aJ. 


1K4.  Développement  de 


Proposons- nous  de  déve- 


lopper        - 


on  peut  écrire,  [niurvu  que  |_>'|  <  i, 


/i  —  txs  -t-  s* 

suivant  li-s  puissances  de  .s,  En  posant  _^  =  2 r^—i' 


c'est-à-dire 
(3o) 


v/.-J 


(i—yi   ^=i-h  ^y- 


^~ 


^^' 


(■2XS 


et  en    réunissant  ensemble   tous  les    termes  qui   sont  di\isibles   par  oï>«' 
même  puissance  de  i,  on  obtient  un  dévcluppeiiiem  de  la  forme 


(3i) 


^r- 


=  P„-i-P,^-t-F,.:'-f-...-t-P 
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Ho  =  ' .  Pi  =  JT,  Pj  =   ; >  •  •  •  ' 

P„  étant  un  polvnonn^  «le  degré  n  en  x.  Ces  prtlynomes  se  délcrmiricnl  de 
proche  en  proche  par  une  loi  de  récurrence.  En  dtlTérenliant  la  formule 
précédenic  par  rap|)ort  ù  s,  il  vient  en  effel 

rlui ^  p,-u2P,::-4-...+  nP„r''-i-h..., 


ce  qui  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  de  la  formule  (3i)  elle-même, 

(x  —  5)  (P„  -h  P,  s  -(-. . .  -H  P„  -«  -r . . .)  -  (i  —  2*5  -t-  i'XPi  -h'iffS-h...); 

égalons  les  coefficients  de  s"  dans  lus  deux  membres,  et  nous  trouvons  la 
relation  de  récurrence 

(n  -4-1)  P,,^,  =  (7.M  -I-  i}rP„— H  P„_|. 

Orcelte  reldlinn  est  iili'ntiqiic  i'i  (telle  qui  lie  trois  |H)îjnoini'S  de  Le|^endrc 
consécutifs  (  n"88),  et  l'on  a  l\  —  Xo,  P|  —  Xi,  P.  =  X..  On  a  donc  P„  =  X„, 
qiiid  que  srtîi  AJ,  ei  la  formule  (3i)  devient 

(3a)  '      ^i-4-X|j-4- X,jt^.  .._^  X,,-/»^... 

/ 1  —  ara  -+-  3* 

X„  étant  le  n'""**  polynôme  de  Lcgendre 

On  verra  plus  tard  dans  quel  intervalle  cette  formule  est  applicable. 


II.  -  SKRIES  ENTIÈRES  A  PLUSIEURS  VARIABLES, 


18S.  Propriétés  générales.  —  Les  pro]>ri<'lés  des  séries  cnlièt-es 
à  une  seule  variabb  s'éLendcnt  sans  difficiillé  aux  séries  entières  à 
plusieurs  varialjles  iiid('|>ei)danles.  Cunsidcrons  d'aliord  une  série 
douille  Zam„x"'y"^  où  les  nombres  m  el  n  varient  de  o  à  H-ao,  cl 
où  les  coefficients  Om,,  ont  des  signes  quolcont|ucs.  Si,  pour  un 
système  de  valeurs  x  :=  x„,  y=  )-„,  la  valeur  absolue  d'un 
terme  f/uelco/ique  de  cette  série  est  inférieure  à  un  nombre 
fixe,  la  série  est  absolument  com'ergenti'  pour  tout  sysli'me  de 
valeurs  de  x  et  de  y,  tel  que  l'on  ait  \x\  <Z  |ro|,  \y\  <  \yo\' 

Supposons,    en    cirul,    ([ue    l'an    ail,   quels  que  soient   les   in- 


442  CrrAPITRK    IX.   —  SÉRIES   ENTIÈRES.   SÉRIES  TRtCONOUKTRIQlES. 

dices  /n  et  n, 

|«'m/ia?J'^3|<  M        ou        |. 


< 


M 


•r,|"'|ro 


la  valeur  absolue  du  lenne  gi'riéral  i1r  la  série  double  Ha „„T^jf'^ 
esl  plus  petite   que  le   terme  correspondant  de  la  série  doobic 

»    si'ne    qui    est    convergcule    pourvn    rjiie    IKn    ait 


2M 


i-To 


— 


M 


kl<l^oK   IrKIr»!  C   a    pour  somme  -^ 

('-ISI)('-IkI) 

comme  on  le  voil  en  l'aisanl  ira  bord  la  somme  des  termes  ren- 
fermés dans  une  mûme  colonne  et  ajoutant  ensuite  les  diverses 
sommes  obtenues. 

Désignons  par  /■  et  a  deux  nombres  positifs  tels  que  la  série 
double  ïjir/TO«| '■'"?"  soit  convcrgeol(\  et  soil  R  le  rectangle  formtf 
par  tes  quatre  droites  x  =  r,  x  ^^  —  r,  y  ^  ^,  y  =  —  p.  l'oiir 
tout  point  {.r,y)  pris  à  t'intërieur  ou  sur  un  des  côtés  de  ce  rec- 
tangle, la  série  à  double  entrée 


(33) 


F(.r,  _>-)-  Za,„„T'»y'' 


a  tous  ses  termes  plus  petits  en  valeur  absolue  que  ccu\  de  1» 
série  S|f7„j„J  /""p";  clic  est  donc  abâoluunnl  et  uniformément  con- 
vergente à  l'intérieur  de  R  et  délînit  par  suile  une  fonction  con- 
linuc  des  deux  variables  x  cl  y  tlans  cette  région  du  plan. 

On  démontre,  comme  dans  le  cas  d'une  seule  variable,  que  les 
séries  doubles  obtenues  en  diiTércntiant  terme  à  terme  un  nombre 
c|uclcouqne  de  (bis  sont  absolunjent  et  uniformément  convergentes 
dans  le  rectangle  formé  jiar  les  droites  j  =  r  —  s,  x  ^  —  r-\-t, 
y^^ — e',  „V  = — ?  +  î'î  E  et  ï'  étant  deux  nombres  positifs 
arbitraires.  Ces  séries  représentent  les  dérivées  partielles  des 
diflTt'rents  ordres  de  F(jî,  r);  par  exemple,  la  somme  de  la  série 

SR7(Tm„:r"~'  K"  est  égale  à  — •  car  si  l'on  ordonne  les  deux  séries 

par  rapport  ao\  puissances  croissantes  de  j,  les  termes  de  la 
seconde  série  seront  égaux  respectivement  aux  dcrîvëcs  d« 
termes  correspondants  de  la  ijrcmii-rc.  Ainsi  I.t  dérivée  par- 
tielle   est  égale   à    U   somme   d'une  série   double   dont  le 

Ox'"  Oy"  ° 

terme  constant  est  a„„  i  .  ?. . .  .  /7i .  i . 


.  n  ;  les  coefficients  ami 
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Peprésenlent  donc,  à  des  facteurs  numériques  prés,  les  valeurs  des 
Idérivées  parlielles  de  la  fonction  I'(j',  j)  pour  jr  =  )' ^^  o,  el  la 
iformule  (33)  peut  encore  s'écrire 


(34) 


F(-^.r) 


/  j ^ = — — —  a-""  K", 


ce  qui  montre,  remarquons-le  en  passant,  qu'une  fonclion  de 
deux  variables  ne  pcnl  être  développée  en  série  entière  que  d'une 
seule  façon.  Si  l'on  groupe  ensemble  tous  les  termes  de  la  série 
double  du  même  degré  en  x  el  v,  on  obtient  une  série  ordiuaire 
que  l'on  peut  écrire 

<35)  F(x,  _>',)  =  ç.„-t-  ç.|  -T-  <p,-)-.. .-(-  o„-t-. . .. 

!D«  étant  un  polynôme  homogène  de  degré  «  en  x,  y,  que  l'on 
peut  écrire,  sous  ronnc  symbolique, 


u 


I      /    t>F        c;f\'"| 


ce  développement  est  donc  identique  à  celui  que  fournirait  la  for- 
imule  de  Taylor  (n"  ol  ). 

Soient  (jTo,  .)'o)  un  point  à  rinlérieur  du  rectangle  K,  et 
(.r, +  /i,  ^0-+-  ^0  ""  point  voisin  tel  que  l'on  ail  \.Ta\  -f-  |/i  |  <  '', 
l^p| -+- |A"|  <  p;  à  l'intérieur  du  rectangle  formé  par  les  quatre 
droîles 

j:=Xu±  ['•  — |ï-ui].         j'=jr<,±  [p  — l^ol], 

la  fonction  F(.r,  j-)  peut  être  développée  en  série  entière  ordonnée 
suivant  les  puissances  positives  de  x  —  .r,,  et  de  y  — y„, 


,(%&) 


F(xo-K  A,^o 


--2^ 


,J/H+«p 


<)J"' 


.' 


_LZ2i_  h"'Â". 
.m.t.x...n 


On  le  démontre  en  remplaçant,  dans  la  série  double 

chaque  terme  par  son  développement  suivant  les  puissances  de  // 
et  de  fc  el  observant  que  la  nouvelle  série  multiple  est  absolument 
convergente,  sous  les  hypothèses  qui  ont  été  failes.  En  ordonnant 
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cette  noiivelte  série  siiivacil  les  puissances  de  h  el  de  /,■,  on  arrivée 
préciséinenl  à  la  formule  (36). 

Le  lecteur  vérifiera  aisémenl  qtie  les  raisonnements  el  les  ibéo- 
rèmes  précédents  s'étendent  d'eux-mêmes  aux  séries  entières  à  uo 

nombre  quelconque  de  variables. 

186.  Fonctions  majorantes.  —  Klanl  donnée  une  série  entière 

à  n  vtirialiles /"(x,  ^>',  z,  ..-),  nous  dirons  qu'une  autre  série  à  n 
variables  3(.r,  t',  3,  •■•)  *'*''  majorante  pour  la  première,  si  un 
coefficient  quelconque  de  ^{x,y,  z,  .  . .)  est  po-silif  el  siipérieiiri 
ta  valeur  absolue  du  coefficient  correspondant  dey"( or,  y,  3,  .  , .) 
Le  raisonnement  du  n"  t8o  repose  co  réalité  sur  l'emploi  d'une 
fonction  majorante;  si  la  série  'ï,\a„tnX'"y"\  est  convergente 
pour  :r  ^=:  /■,  v  ^^  p,  la  fonction 


<f(x,y)  = 


M 


(-?)(—;) 


M 


<r)"(f)"- 


où  .M  est  supérieur  à  tous  les  termes  de  la  série  Y.\am„r'*z''\,  est 
une  fonction  majorante  pour  la  série  I,amii^'"y"-  La  fonction 


•^(r.y)  = 


M 


(r-f) 


est  aussi  une  fouclion  majorante;  car  le  coefficient  de  x"»'* 
dans  '}(.r,  y)   est   égal   au   coefficient  de   ce    même    ternie  dans 

Mi'-  -h  —  \  el   par  conséquent  est  au    moins   égal   à  celui 

de  x'^y"  dans  a(x,y). 

De  même,  étant  donnée  une  série  triple 

SI  elle  est  absolument  converf;enle  |(our  jr  =  /',  )'=r',  5  =  '- 
r,  /•',  /"  étant  trois  nombres  positifs,  elle  admet  [)Our  fonction  nia- 
joranlc  une  expression  de  la  forme 


?(a:"i7.  -î)  = 


M 


i'-m-m-r.)' 
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que  ron  peut  remplacer  encore  par  l'une  quelconque  des  suivantes 
h\  M 


-i^-^-?}    (-')[-(?-?■)] 


f  Lorsque /(jr,jK|  s)  ne  renferme  pas  de  terme  constant,  on  peut 
'  prendre  aussi  pour  fuiiclion  majorante  l'une  ou  l'autre  des  précé- 
dentes, diminuée  de  IVI. 
I  Le  th(5or(*'me  sur  la  substiluLion  d'une  st'rie  entière  dans  une 
autre  série  t-ntière  {n°  1H2)  s'étend  aux  séries  à  plusieurs  variables. 
Si  dans  une  série  entière  convergente  à  p  variabtes  y  s, 
yai  •  -  -t  J'pi  •"*  remplace  ces  variables  par  p  développements 
en  séries  entières  à  q  variables  X|,  jtj,  . . . ,  x^,  ne  présentant 
pas  de  termes  constants,  et  convergentes,  le  résultat  de  la 
substitution  peut  être  mis  sous  /orme  d'une  série  entière 
ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  Xt,  x^,  .-.,  .r^, 
pourvu  que  les  i:>n/ef/rs  absolues  de  ces  variables  soient  itijé~ 
rieures  à  certaines  limites. 

La  démonstration  étant  la  même,  quel  que  soit  le  nombre  des 
variables,  nous  nous  bornerons,  pour  fixer  les  idées,  au  cas  parti- 
culier suivant.  Soit 

une  série  entière  convergente  pourvu  que  l'on  ait  jj'j^/-,  |c|</-'; 
so>€Dt  d'autre  part 

deux  séries,  sans  terme  constant,  convergentes  tant  que  la  valeur 
absolue  de  x  ne  dépasse  pas  p.  Dans  un  terme  cpielconque  de 
la  série  (3^)  remplaçons  y  el  :  par  leurs  développements  en 
série  (38);  nous  obtenons  pour  ^y™ s"  une  nouvelle  série  entière 
en  j-,  et  la  série  double  (li-j)  est  rem  pincée  par  une  série  à  triple 
entrée  dont  tous  les  coefficients  se  déduisent  des  coefficients  a,„„, 
b„,  c„  par  des  additions  et  des  multiplications  seulement.  Il  s'agit 
de  monti'er  que  cette  série  à  lri[yle  i-ulréc  est  elle-même  absolu- 
ment convergeute  pourvu  que  lu  valeur  absolue  de  j:  ne  dépasse 
pas  une  certaine  limite,  et  qu'on  peut  par  conséquent  l'ordonner 
suivant  les   puissances  croissantes  de  la   variable.   Hcinarquoas, 
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pour  cela,  qu'on  peul  prendre  pour  fonction  niajoranlc  dc/(y,  si 
la  ioDcLton 


(39) 


?(r<  ■!)  = 


ei  pour  fonction  majoraote  des  deux  séries  (38)  une  expressioa, 
de  la  forme 


(1o) 


^-"=i"(r)" 


M  cl  IN  »'lanl  deux  nombres  positifs.  Si  dans  la  série  double  (îq) 
on  remplace  maintenanly  el  5  par  le  dcvclopperaenl  (  4»)  el  qu'on 
développe  chacun  des  produits  y™:;"  suivant  les  puissances  de  x, 
la  série  à  lri|i!e  entrée  obtenue  a  tous  ses  coefficienls  réels  posi- 
tifs el  .>u|iérieurs  aux  valeurs  absolues  des  ci^effioienls  corrci- 
pondants  de  la  série  à  triple  entrée  déjà  obtenue.  Il  suffira  donc 
de  démontrer  que  colle  nouvelle  série  est  convergente,  quand  on 
donne  à  x  une  valeur  positive  assez  petite.  Or,  si  l'on  ajoute  les 
termes  provenant  du  dévelopjicnienl  d'en  même  terme  de  la 
série  (3y),  on  retrouve  la  série  à  double  entrée  dont  le  terme 
général  est 


M 


N™ 


«   ( 


fï 


/■m  /•'« 


i-ïï 


c'est  précisément,  au  facteur  M  près,  le  terme  général  de  la  série 
obtenue  en  multipliant  terme  à  terme  les  deux  séries 


Wï 


X 

P 


N\«i 


W) 


p/  \        P 

et  ces  deux  séries  sont  convergentes  pourvu  que  l'on  ail  à  U  fois 


^<Pr-r-sf'    ^<P;7^ 


N* 


il  suffira  donc  que  la  valeur  absolue  de  x  soil  inférieure  au  pl>u 
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r  r' 

in'lil  lies  (Unix   nomljres  p si»    P  -; ^-    pour  tiiic   l'un    aÎL   le 

droit  d'ordonner  la  série  à  triple  entrée  suivant  les  puissances  de  X. 

Jieniufffue.  —  Le  théorème  est  encore  vrai  lorsque  les  sé- 
ries (38)  reufermenl  des  termes  conslanls  L^  et  t'o,  pourvu  que 
l'on  ail  |6o|<C/S  \Ca\<.>''.  On  peut,  eu  effol,  remplacer  le  déve- 
loppement (3^)  par  un  développcmeiil  ordonné  MiivatiL  les  |>Liis- 
sanccs  de  j'  —  h^  et  de  -  —  c,j  (n"  18o),  et  l'on  est  ramené  au  cas 
qui  vient  dVlre  traité. 


'        187 


in.  -  FONCTIONS  IMPLICITES. 
COURBES  ET  SUHFACliS   ANALYTIQtES. 


187.  Fonction  implicite  d'une  variable.  —  On  a  déjà  établi 
(p.  \o  et  suiw)  I  cxisLeiiec  des  lonctions  implicites,  sous  certaines 
conditions  de  conLinuilé.  Lorsque  les  premiers  membres  des  équa- 
tions considérées  sont  développablcs  en  séries  entières,  on  arrive 
à  des  résultais  plus  préciiî,  que  nuus  allons  mainleruint  exposer. 

Soil  F(jr,  v)  =^  o  une  éf/ualion  où  le  prt'mier  membre  peut 
être  développé  en  série  convergente,  ordonnée  suivant  /es  puis- 
sances croissantes  de  x  —  Xo,  y  —  >•(,,  cette  série  ne  présentant 
pas  de  terme  constant,  et  le  coefficient  de  y — y^  n'étant  pas 
nul.  Cette  équation  admet  une  racine,  et  une  seule,  qui  tend 
vers  j'o  lorsque  x  tend  vers  x„,  et  cette  racine  peut  être 
développée  en  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances 
de  X  —  Xa. 

Afin  de  simplifier  les  calculs,  sup|)oson5  arn:=j'q  =  o,  ce  qui 
revient  à  déplacer  Torigine.  En  iscilaiil  dans  un  membre  le  terme 
•lu  premier  degré  cay,  on  peut  écrire  réc[ualion  proposée 


(40 


y  =/c^,  y)  =  «i<»-p  -<-  «ïo-ï-^-^  «Il  j^r  -+-  «u-r'-t-- .-, 


les  termes  non  écrits  étant  d'nn  degré  supérieur  au  second.  ?Jous 
allons  d'abord  montrer  qu'on  peut  satisfaire  formellement  à 
l'équation  (."ii)  en  remplaçante^  par  une  série 


(4a) 


y  =  ci*-H  CjJr*-*-.  ..-t-Crtar'-t-. . ., 
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et  en  oporanl  sur  le  second  rnernhre  coinme  si  celte  série  était  con-" 
vergenle.  On  trouve,  en  cfTet,  eu   idenliliaiit  les  deux  membres, 
après  la  substilulioa  elTecluée,  les  conditions 

ci=  aia,        ci  =  rt,o-+- <?t,ci-+- ««iff ,         ...; 

d'une  manière  générale,  d  s'exprime  au  moyen  des  coeffi- 
cients a,!,,  otii-t-  k'^n,  et  des  coefficients  précédents  c,,  Cj,  .... 
Ca-i  p^""  des  additions  cl  des  mulliplicalions  seulement,  de  sorte 
que  nous  pouvons  écrire 


(43:> 


Crt=   t'«(WlO,    «M.   «U.     •••.   «O/l), 


P„  élanl  lin  polynôme  dont  lous  les  coefncients  sont  des  nombre 
entiers  positifs.  La  légiLitiiil»'  des  opérations  précédentes  sera 
établie,  si  l'on  démontre  que  la  série  (4*)  ainsi  obtenue  est  con- 
verg^enle  pour  des  valeurs  de  .r  suflisainment  petites.  On  se  sert 
pour  cela  d'un  artifice  très  général,  dont  la  [iretnière  idée  est  due 
à  Cauchy,  el  i]ui  repose  sur  l'emploi  des  fonctions  inajoraiiies. 
Suit 

une  fonction  majorante  poury(x,  y),  où  l'on  a  &oo  ^-  ^«1  =  0,  cl 
où  b„,,t  t'sL  positif  el  au  moins  égal  à  \fi,„„\;  si  l'on  considère 
l'équation  auxiliaire 


(4i,)' 


Y  =  ç(T,  Y>  =i;A„.„i-"'Y", 


et  que  l'on  clicicbe,  comme  plus  haut,  à  satisfaire  à  cette  équation 
en  prenant  |iour  Y  une  série  entière  en  x, 


(4iy 


Y  —  CiT  -^  C|X*-H. 


C„x«-f-. 


on   oLlieudra  de  même    pour   tes   coefficienls   C,,    Cj, 
valeurs 


et  en  général 

(43)' 


Cn=  I*n(/'iu.  /''Il» bon)- 


La  comparaison  des  relations  (43)  et(43)'  nous  montre  aussilA' 
que  l'oo  a  |c„|  <  Cn,  puisque  tous  les  coefficients  du  polynôme  P« 
sont  posilifs  et  que  l'on  a  \amn\  =  ^'ii/f  La  série  (4^)  sera  donc 
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convergenle  si  la  sr-rii;  (^i)'  ^sl  eïlc-iiiéine  convergeiile.  Or  nous 
pouvons  pruiidre  pour  la  fonction  majoranic  'j(j:,  Y)  une  expres- 
sion de  la  forme 

M 


ç(ir.  Y)  = 


(-')(->) 


—  M  —  M 


M,  /",  p  élaol  Lrois  nombres  positifs,  el  l'équation  auxiliaire  (4i)' 
devient,  en  chassant  les  dénominateurs, 


Y»  — 


5*Y 

-+-M 


Mp» 


a? 


r 


Celte  équation  admet  une  racine  qui  est  nulle  pour  jt  =  o  ;  celte 
racine  a  pour  expression 


Y^        P\.    -- 


2(p-t-M)       i(p-+- 


'"V 


/,_iH 


f  p  j-  M  I       r 


?' 


la  quantité  sous  le  radical  peut  s'écrire 


en  posant 


G;tte  racine  V  pcul  donc  être  développée  en  série  convergente 
dans  l'inlervallc  ( — a,  -\-x);  ce  développement  est  forcémenl 
identique  à  celui  que  fournil  la  subslitution  directe,  c'est-à-dire 
au  développement  (42)'.  Par  suite,  la  série  (42)  est  a  fortiori 
convergenle  dans  Tintervalle  ( —  i,  -r  a),  mais  ce  n'est  là  (|u'une 
limite  inférieure  de  l'intervalle  de  convergence  qui  peut  ùlre 
beaucoup  plus  étendu. 

D'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu  les  coeflicienLs  c„,  il 
est  évident  que  la  somme  j'  de   la  série  (42)  satisfait  à  l'équa- 
C.  39 
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lion  (4')-  t-crivons  cette  i^'qiialion  F(x,  >')=;>' — fi^x.  y) 
et  soil  j' =:  I*(j*)  la  racine  que   nous  venons  d'oblenir.  Si  l'on 
pose,  clansF(x,^),^=  ^*{^)  +  -  et  qu'on  ordonne  le  résiillald« 
la  substitution  suivant  les  puissances  de  jc  et  de  5,  tous  les  temx 
doivent  «Jtre  divisibles  par  z,  puisque  ce  résultai  doil  être  nulj 
quel  que  soit  j:,  quand  on  fait  :;  =:^  o.  Ou  a  donc  idcnliqueinenl 

<^(x,  3)  étant  une  série  entière  en  jrels,  el  si  l'on  remplace  maix 
tenant  z  par  j'  —  ^{x)  dans  Q(-c,   s),  on    arrive  en  A6ùn\\vvt 
Tidenlitc 

F(j-,r)  =  [>'-»'(^)]Qi(',r): 

le  terme  constant  de  Qt  doil  être  égal  à  Tunité,  puisque  le  cuefli- 
cienl  àty  doit  être  égal  à  un,  el  nous  pouvons  écrire 

Cette  décomposition  de  F(x,  j>)  en  un  produit  de  deux  facteurs] 
est  due  à  M.  Weierslriiss.  Elle  melen  évidence  la  racine  >•  =  P(t); 
elle  montre  du  [)lus  qu'il  ny  a  pas  d'autre  racine  de  V(^x,y)  =  n' 
s'annulant  avec  x^  puisque  le  second   fadeur  ne   lend  pas  vers 
zéro  lorsque  x  e\y  tendent  vers  zéro. 

Rentanfue.   —  La  méthode  précëdenle  pour  déterminer  lus 

roeffM-ionls  »■„  est  identique  au  fond  à  celle  qui  0  été  indiquée  «11 
n"  U).  (Mais  on  voit  de  plus  que  la  série  obtenue  en  prolongean' 
iudéliuimenl  les  opérations  est  convergente. 

188.  Théorème  général.  —  Considérons  maintenant  un  svstème 
de/?  relations  entre  p  -\-  '{  variables 

F,fr,,  x„  ...,  ./•,/;  7,,  Xi,  y^)=  a, 

F,(  Ti ,  .r„  . . . ,  j-,  ;  V, ,  y„  ....  Y,, )  =  o. 


(^j) 


Vp{ru  Tt, 


-^./;  ji.ji. 


.y, ')='*< 


où  les  fonctions  F,,  Fa,  . .  .,  F^,  sool  nulles  pour  x,:=)>=o,«l 
sont  développables  en  séries  entières  dans  le  voisinage;  nous  sup- 

r\  /  p       P  F   ) 

posons  de  plus  que  le  déterminant  fonctionnel  -^  -'■ — * — , 

n'est  pas  nul  pour  ces  valeurs.  Dans  ces  conditions,  ies  équc      1 


m.    —    PONCTIONS   IMPLICITES.    COCRHES    KT   âl'HFACKS  ANAITTlUt'RS.      jJSl 

lions  {^^)  admettent  un  système  de  solutions,  et  un  seul,  de  ta 
forme 

'j,,  Çj,  .  .  . ,  '^fp  étant  des  séries  entières  en  ^,,  Xj,  ....  j-,,  y^// 
s'annulent  pour  j,  =  Xj  =  . .  .:=  j?j=  o. 

Pour  simplifier  l'écrilure,  bornons-nous  au  cas  de  deux  oir|iia- 
lionâ  eulre  deux  fonctions  u  cl  v  eL  Irois  variables  indûnen- 
daales  x,  y,  s, 


(\G) 


\   Vx  ■=  au    -I-  bv   -t-  CT   -t-  dy   -^  ez  -»- . . .  —  o, 
(   I".  r=  a  u  -+-  i'i'  ■+■  e'x  ■+■  d' y  -\-  e' z-^  . . .  =  o. 


l'iiisqiie  le  dëlerminant  ab' —  //«'  n'est  pas  nul,  par  liypolbèse,  on 
peut  remplacer  les  deux  équations  (^6)  par  deux  ëqiialintis  de  la 
forme 

u  =  Sa,„„,,.,rr"'y"zPu9v'; 


(47) 


les  seconds  membres  ne  renlernianl  pas  de  termes  constants,  ni  de 
termes  <!u  premier  do^rc  en  u  cl  t\  On  démontre,  de  la  même  façon 
que  plus  tiaul,  que  l'on  satisfail  lornietloiucnl  à  ces  équations  en 
prenant  pour  u  et  v  des  séries  entières  en  .r.  y,  z 

(  48  )  u  =  Zcuf's'y'^z',        V  =  T.c'atx'y'^z', 

les  coefficients  cm  et  tj^^  se  déduisant  des  eocflicients  amnpqr 
cl  bm„p,ir  |)ar  des  additions  et  des  mulliplications  spulemcnl.  P»)ur 
élublir  la  convergence  de  ces  dévelo|ipements,  il  stillit  encore  de 
les  comparer  aux  développements  analogues  obtenus  en  cliercbaul 
k  satisfaire  aux  deux  équaliuns  auxiliaires 


U  =  V  = 


/        j?  -+-  y  -+-  5  i  /         IJ  -1-  V  \ 


[,  /-  et  p  étant  des  nombres  positifs  dont  on  a  d(^jà  expliqué  la 
significatinn,  Ces  deux  équations  auxiliaires  se  réduisent  à  une 
équation  unique  du  second  degré 

x-^y  +■  s 


U»- 


Mp« 

a  p  +  4  'M       '■»?-+-  4  M 


=  o, 
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qui  admet  une  racine  nulle  jxitir  x  =::y  =  2  =  o.  Celte  racioe  t^ 
pour  expressif)!! 


U  = 


P' 


,i(p-^aM)       4(p-i-aM) 


/: 


Celle  racÎDe  peut  ôLre  développée  eu  série  ealière  convergeniëT 
lanl  que  les  valeurs  absolues  de  x^y,  z  ne  dépassent  pas  =  •  Les 
séries  (48)  sont  donc  convergentes  entre  ces  limites. 

Soient  M,  et  v,  les  solutions  développables  des  équalioQS  (47)- 
Si  l'on  pose  u  =  «i  +  m',  v  =;  l't  +  t'  et  qu'on  substitue  dans' les 
équations  (47),  puis  qu'on  ordonne  suivant  les  puissances  de  x, 
y^  z,  «',  v',  tons  les  termes  devront  contenir  u'  ou  t''  en  fadeur. 
Jl  s'ensuit  qu'en  revenant  aux  variables  x,^,  5,  «,  c,  les  équations 
proposées  peuvent  s'écrire 

(    (m  —  «,)/-(-(»'  —l'i)o    =0, 


(i-Y 


f^  s,  /^i ,  j,  »'lanl  aussi  des  séries  entières  en  J*,  J',  i,  M,  v.  Le» 
solutions  ff  =  //|,  i  =  r,  sont  ainsi  mises  en  évidence;  mais  on 
voit  de  |j1us  cju'il  n'j^  a  pas  d'autres  solutions  s'annulanl  pour 
j:=  y  ^  j=  o.  En  ellet,  toute  autre  solution  des  équatiuns  (47)' 
doit  annuler  /'J,  —  3»/i  ;  or,  en  comparant  les  équations  (47) 
et  (47)'1  on  voit  que  le  terme  constant  dans  y  et  3,  est  égal  à 
l'unité,  irindis  qu'il  est  nul  dansy"]  et'J.  On  ne  peut  donc  pas  satis- 
faire à  l'équation  y-i,  —  -jy",  =  o  en  prenant  puur  m  el  v  des  fonc- 
tions qui  s'annulent  pour  J,' ^j' =  iî  :=  o. 

189.  Formule  do  Lagrange.  —  Soit 

(49)  j/ =  rt-4-x<pO') 

une  fiquation  où  J»  fonction  •»{}')  t:«t  développable  en  série  convergcnif 
ordonnt-C  suivanl  les  |)iiis<>ii)nces  crnissanles  de  _)'  —  a,  lanl  que  la  valcUf 
absolue  Av:  y  —  a  ne  iJi-pasite  pas  une  certaine  limite, 

?(^j  =  «(«)-+-(.?'  — a)?'(«)-+-'-^^^f^%'(«)-i-..; 

d'après  le  iLéorènie  général  du  n"  187,  cette  équation  admet  une  racine,  «' 
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une  seulo,  qui  terni  vers  a  lorsque  x  Ij-nxi  vers  /.éro,  el  celle  racine  esl 
représenloe,  pour  les  valeurs  de  x  suflisamrDcnl  petites,  par  la  somme 
d'une  série  entière  convergente 

y  —  a  -i-  ftix  -+-  tija-'-f-.... 

Plus  généralement,  si/{y)  esl  une  fonciion  développable  suivant  les  puis- 
sances positives  de  y  —  a,  après  y  avoir  remplacé  j'  par  le  dévcloppe- 
mcnl  j>ré(:édcnl,  on  aura  poiir^(_^)  im  développement  ordonné  suivant 
les  puissances  de  x,  qui  sera  encore  valable  puur  les  valeurs  Je  x  com- 
prises entre  certaines  limites, 


(5o) 


Ar)  -/(a)  -t-  A)3"  -+-  Ajx»-^. . .+  X„x"-^-. 


Le  biii  <k-  la  formule  de  F^agrange  est  préeiséraenl  de  donner  l'expres- 
sion des  cocfrificnts  A|,  Aj,  ...  A„,  ...,  en  fonction  de  ci.  [tcmarquons 
que  ce  problème  n'est  pas  essentiellement  distinct  du  problème  général; 
le  coefficient  An  est,  au  facteur  n!  prés,  la  dérivée  n'^"',  pour  jr  =  o, 
de  f{y),  y  étant  définie  par  l'équalton  (4*j)j  st  cette  dérivée  peut  être 
calculée  [lar  l'application  des  régies  connues.  Le  calcul  paraît  cunipliqué, 
mais  on  l'abrège  beaucoup,  grâce  au\  remarques  suivante?  de  Laplacc 
{voir  E\.  n°  8,  Cbap.  11).  Les  dci'ivces  parlieUcs  do  la  fonction  _y  défiuie 
par  l'équalioD  (i^),  par  rapport  au^  variables  x  et  a,  sont  données  par 
l«s  formules 

U-Jr<^'iy)]£  =  'f<y),         [i-x^Uy^'^  =  i; 


on  en  déduit  inimcdialemenl  la  relation 
(5i) 


Ou  ,    .    Ou 

dï=?<^'>    0^' 


en  posant  u  =f(y).  D'autre  part,  F(y)  étant  une   fonciion  quelconque 
de^i  on  vérilie  immédiate monl  par  hi  difrcrcntiation  que  l'on  a 


(51*") 


car  chacune  des  dérivées  dévelo|ipée  a  pour  expression 

Cela  posé,  nous  allons  montrer  que  l'on  a,  quel  que  soit  le  nombre  entier /t, 
d«M  _    0»-'    r  Ou  "I 


La  loi  est  vraie  pour  n.  =  i,  d'après  la   fortnuJe  (5i);  pour  établir  qu'elle 
CJt  générale,  supposons-la  établie  pour  une  certaine  valeur  de  n.  On  en 
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déduit 


jn  +  lu 


0»        r    ,         du! 


Mais  on  peut  écrire,  en  utilisant  les  relations  (5i)  et  (5i^''), 


s[^'^)"^]=»4K>-g-à[.(>-)--i 


Oa]' 


on  a  donc  bien 

â'"-^u  _    à" 


et  la  formule  est  vraie  pour  toute  valeur  de  n. 

Supposons   maintenant  x  =  o;  y  se  réduit  à  a,   u  à  /(a)  et  la  dé- 
rivée n''"*  de  w  par  rapport  à  x  devient 


/d"u\ 


2^.['?^<^)''f{<')l 


'0 

La  formule  de  Taylor  nons  .donne  donc  pour  le  développement  de  /{y) 


(5a) 


/(7)  =  ./'(«)+^?(«)/(«)+-^^l?(«)»/(«)]- 


Telle  est  la  formule  célèbre  due  à  Lagrange;  elle  donne  l'expression  de 
la  racine  y  qui  tend  vers  a  lorsque  x  tend  vers  zéro.  Nous  verrons  plus 
tard  entre  quelles  limites  cette  formule  est  applicable. 

Remarque.  —  Il  résulte  aussi  du  théorème  général  que  la  racine  /, 
considérée  comme  fonction  de  x  et  de  a,  peut  être  représentée  par  une 
série  double  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  et  de  a.  On  obtiendrait 
cette  série  double  en  remplaçant  chacun  des  coefficients  A„  par  son  déve- 
loppement suivant  les  puissances  de  a.  On  déduit  de  là  qu'il  est  pernii' 
<le  dilTérentier  terme  à  terme  la  série  (Sa)  par  rapport  au  paramètre». 

Exemples.  —  i"  L'équation 

(53)  j  =  a-+-î(j«-i) 

admet  une  racine  égale  à  a  pour  x  =o.  La  formule  de  Lagrange  donne 
pour  le  développement  de  celte  racine 

/  X  ,    ,        ^  i     /xy  d(at—i)t 

\y  =  a-^-{ai—i)-i (-       -i— j '--h... 

)/  a  ..aVW  da 

i  I         /x\"  </''-'(a*— 1)" 

(  "*"  i.a...n  Va/  dâ^^^  *''"' 

d'autre   part,  en   résolvant   l'équation  (53),   on  a  pour  expression  dts 
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racines 

y  =  -  ±  ~  /i  —  -xax-hx*, 

et,  pour  avoir  la  racine  égale  à  a  pour  x  =  o,  il  faut  prendre  le  signe  — . 
En  différenliant  par  rapport  à  la  variable  a  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (54  )>  on  parvient  à  une  formule  qui  ne  diffère  que  parles  notations 
de  la  formule  (82)  obtenue  plus  haut  (n°  184). 
n."  L'équation  de  Kepler 

(55)  M  =  a-t-  c  sinjt 

admet  la  racine  u  =  a  pour  e  =  o.  La  formule  de  Lagrange  donne  pour 
le  développement  de  la  racine  qui  tend  vers  a 

.-.  e*    d  ,  .  ,   .  c»       «/«-«(sinoa) 

(56)  u  =  a  +  e  sinan -j-  (sin«a)-h. .  .h , • — -'  +.. .. 

Laplace  a  démontré  le  premier,  par  une  analyse  savante,  que  la  série  pré- 
cédente est  convergente  pourvu  que  e  soit  inférieur  à  la  limite  0,662743. . .. 
190.  Inversion.  —  Soit 

(57)  *^  =  aiX-4- aja?*-*-. .  .-H  «nX"-»-. .. 

une  série  convergente  dans  l'intervalle  (—  r,  -1-  r),  où  le  premier  coeffi- 
cient ai  n'est  pas  nul.  Si  l'on  considère  dans  l'équation  (,^~)y  comme  la 
variable  indépendante,  et  x  comme  une  fonction  de  y,  cette  équation 
admet,  d'après  le  théorème  général  (n°  187),  une  racine  et  une  seule  qui 
tend  vers  zéro  avec^,  et  cette  racine  est  développable  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de^ 

(58)  x  =  biy  +  biy*-^-b3y*  +  ...-^bny''-\-.... 

Les  coefficients  61,  bt,  63,  ...  se  déterminent  aisément  de  proche  en 
proche  en  remplaçant  x  par  son  développement  dans  la  formule  (57)  et 
écrivant  qu'on  a  une  identité.  On  trouve  ainsi 

,  I  ,  a,  .         2a,  —  «i  as 

6.=  -,        6,  =  -^,         b,=  -^ ,         ..., 

on  peut  aussi  obtenir  l'expression  générale  des  coefficients  bn  au  moyen 
de  la  formule  de  Lagrange.  Si  l'on  pose  en  effet 

'if{x)  =  ai-^-ayX+...+  anX^-^-h.. ., 
l'équation  (57)  peut  s'écrire 

et  la  formule  de  Lagrange  donne,  pour  le  développement  de  la  racine  qui 
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s'annule  avec  y. 


''"•^'l'(o) 


yit  ffn-l     /      ,      y 


l'indice  o  indiquant  qu'on  remplace  r  par  o  après  les  diiïéreDtiatioo*. 

Le  probl(>riie  prér-tdenl  ctail  connu  autrefois  sous  le  nom  tic  problème' 
du  retour  des  saites. 

191.   Fonctions  analytiques.  —  Nous  appellerons  par  lu  suile 
/"onctio/t  ana/ytif/ue  loiiLe  foticlion  d'un  iiomjjre  fjuelconquc  de 
variables  x,  y,  z,   ...,   qui,   dans   le  voisinage  d'un  système  dej 
valeurs  x^,  yo,   3o,    ...,   peul  êlrc  développée  en  série  enlîî're'j 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  jr  — -^oj  J'  — ^'o?  3  —  z^,  •  ••»• 
et  convei'gcnte  lanL  que  le»  valeurs  absolues  de  ces  dilTérences  ne  j 
dépassent  pas  certaines  limites   (les  valeurs  Xo,  J'o,   ^0   pouvant] 
d'ailleurs  être  soumises  ù  cerlaines  reslrielions,  que  nous  n'exa- 
minerons pas  ici).  De  l'élude  qui  vient  d  être  faite  dans  ce  Cha- 
pitre, il  résulte  que  ces  fonctions  naissent  en  quelque  sorte  Icsj 
unes  des  aulres.  Etant  données  imc  ou  plusieurs  Conclions  analv 
tiques,  ritilégratiou  OU  la  dilFérentialion,  et  les  opérations  algé- 
briques, telles  que  multiplication,  division,  combinaison  par  sub- 
stitution, etc.,  conduisent  à  de  nouvelles  fonctions  analytiques, 
en  est  de  même  des  fonctions  obtenues  [tar  la  résolution  d'équa- 
tions dont  les  premiers  membres  sont  analytiques.  Or  les  fondions 
les  plus  simples,   comme   les   polynômes,   l'exponentielle  et  lesfl 
fonctions  circulaires,   étant   analytiques,   on   s'explique   aisément 
comment  les  premières  fonctions  étudiées  [lar  les  géomètres  ont 
été  nécessairement  des  fondions  analytiques,  et  l'importance  de 
ces  fonctions  apparaîtra  encore  mieux  dans  l'étude  des  fonctions  M 
d'une  variable  imaginaire  et  des  équations  din'érenlielles.  Mai>)    " 
malgré  le  r<Me  fondamental  des  fonctions  analytiques,  on  ne  doit 
point  oublier  qu'elles  ne  forment  en  définitive  qu'un  groupe  tout 
particulier  dans  l'ensemble  des  (onctions  continues  ('). 

i92.   Courbes  planes.  —  Soit  AB  un  arc  de  courbe  plane.  Nous 
dirons  que  AB  est  un  arc  de  courbe  analytique  si,  dans  le  voisi- 


(  '  )  On  verra,  dans  le  second  Volume,  des  exemples  de  ronclions  non  «nalrtiqiu^ 
pour  lesquelles  1d  suite  des  dérivées  est  illimitée  dans  un  intervalle  (a,  b). 
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nage  de  Uuitpoinl  M^de  cet  firc,  les  coordonnées  (-r,y)  d'un  poinl 
variable  M  peuvent  èlre  développées  en  séries  enlières  ordonn(5es 
suivant  les  puissances  d'un  paramètre  t  —  f,,,  et  convergentes  tant 
que  la  valeur  absolue  de  f  ^  t^  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite 


(59) 


Un  point  Mo(j^iii.Vn)  d'une  courbe  analytique  est  dit  un  point 
ordinaire  si,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  l'une  des  dilTé- 
rences_>' — y^y  x  —  .r^  peut  être  représentée  par  une  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  positives  et  croissantes 
de  la  seconde  difTércnce.  Supposons,  par  exemple,  r|ue  pour  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  x^  —  /'  et  x^  -k-  h,)'  — y,,  soil  déve- 
loppable  suivant  les  puissances  de  x  —  ./•„ 

(60  )   _y  —  Ju  =  C|  (  j:  —  x„  )  -+-  Cj(  a-  —  J-„  )»  -t- .  .  .  -+-  c„  (  .r  —  ^u  )«  -H  .  .  ,  ; 

le  point  (.To,  ^0)  esL  un  poinl  ordinaire,  et  il  est  facile  de  rem- 
placer la  formule  (60)  par  deux  formules  de  la  forme  (5y)  :  il  n\ 
a  qu'à  poser 

^  X  =  Xn-^  l  —  ta, 

\  y  =  y»^c^(t—l„)^...-c„{t  -  t^Y-^.... 


(61  ) 


Si  C|  n'est  pas  nul,  ce  qui  est  le  cas  général,  on  peut  inversement 
tirer  de  l'équation  (60)  un  développement  de  j;  —  x^  suivant  les 
puissances  de  )•  —  r^,  valable  pour  les  valeurs  de  y — Vn  dont  la 
valeur  absolue  ne  dépasse  pas  une  certaine  limîle.  Chacune  des 
deux  différences  x  —  j"„,  y — ya  peut  donc  être  représentée  par 
une  série  convergciile  ordonnée  suivant  les  puissances  de  l'autre. 
Il  n'en  est  plus  de  mêuie  si  le  premier  coeflicient  C)  est  nul,  c'est- 
à-dire  si  la  tangente  est  parallric  à  Ox;  on  lire  alors  de  la  for- 
mule ((io)  uu  développement  de  x  —  X(^  suivant  les  puissances 
fracti(jnnair».'3  Ae  y — y^,  comme  on  va  le  voir  un  peu  plus  loin. 
On  verrait  de  même  qu'en  un  point  ordinaire  où  la  tangente  est 
parallèle  à  O^',  X  —  Xf,  peut  être  développée  suivant  les  puissances 
àe y — j'o>  (nais  la  réciproque  n'a  pas  lieu,( 

Si,  dans  le  voisinage  d'un  poinl  Mo,  les  coordonnées  x,y  sont 
représentées  par  les  formules  (r>(.>),  ce  point  est  un  point  ordinaire 
pourvu  que  ruii  au  moins  des  coefiicicnts  Oty  6,  soil  diU'érentde 
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xéro.  Si,  par  exemple,  a,  n'est  pas  nul,  on.  tirera  de  la  premiè 
formule    un    tléveloppemen!    de    t  —  tg    suivant    les    puissano 
de  T  —  Xn  cl,  en  portant  celte  valeur  de  t  —  t^  dans  la  second) 
formule,  on  obtiendra  le  développement  de  )'  —  Vo  suivant  li 
puissances  de  j'  —  .t^- 

Observons  encore  i]u'en  un  poinl  ordinaire  une  courbe  ne  peul 
présenLci'  ([iie  deux  aspects  «JifTérenls  :  elle  peul  avoir  la  fonni 
liabiluelle,  ou  avoir  une  inllexion.  Timl  poinl  non  ordinaire  esl 
dil  un  point  singulier.  Si  un  arc  de  courbe  analytique  ne  pré^ 
sente  pas  de  points  singuliers,  on  dil  que  c'est  un  arc  régulier, 

Supposons  que,  dans  les  formules  (59),  les  deux  coefficients  «i 
el  />!  soient  nuls»  mais  que  «2,  par  exemple,  soil  différent  d 
zéro.  La  première  des  formules  (5f))  peul  s'écrire 


(x-—  J-..)''  =  U—  t(,)\n,-^  fi,it  —  („)->■-. 


t 

■p. 


et  le  second  iiicrnlire  est  développable  en  série  suivant  les  puis 
sances  de  /  —  /«.  On  déduira  donc  inversement  de  cette  relation 

un  développement  de  /  —  ^n  suivant  les  puissances  de  (x  —  x,)*, 
et,  en  portant  celle  expression  de  (  —  /«  dans  la  seconde  des  for- 
mules (iJC)),  on  obtiendra  pour^'  un  développement  de  la  forme 

J'— ^0=  c,(jr  —  a^o)  -+-  Ciix  —  j-„y-  -^  €3(0-  —  Xt)*  -t-. . . . 

Le  point  (X(,^  y^)  esl  en  général  un  jininl  de  rebroussemenl  de 
première  espèce.  ^ 

Le  raisonnement  est  général.  Si  le  développement  de  r  —  ^<  ï 
suivant    les   puissances   de    (  —  f^   commence    par    un   terme  de 
degré  n,  on  en  déduira  pour  j' — j-q  un  développement  suivant 

les  puissances  de  (.z  —  J'o)  "•  On  peut  observer  que,  dans  le  voisi- 
nage du  [voinl  (•ï*o,  JJ'o)'  ""'^  courbe  représentée  par  des  dévelop- 
pements lels  que  (Scj)  ne  peut  présenLer  que  quatre  aspects 
difl'ércnis  :  poinl  ordinaire,  point  d'inflexion,  point  de  rebroos- 
scment  de  première  ou  de  deuxième  espèce. 

i93.  Courbes  gauches.  —  Un  arc  de  courbe  gaucbe  AB  esl  du 
analytique  si,  dans  le  voisinage  de  tout  point  M^  de  celarc,l«> 
coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  variable  M  peuvent  être  déve- 
loppées en  séries  entières  ordonnées  suivant  les  puissances  d'oo 


i 
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paramètre  t  —  t^ 

^=ro-^6t('  — 'o)  ■+-•••-!- 6„(i—/o)''-^.-. , 
z  =  ^0-1-  ci(/  — /o)  -^■••-Hc„(<  —/(,)'•  + 

Un  point  Mo  est  un  point  ordinaire  si  deux  des  trois  difTérences 
X — ^oj  y — y 01  -3  —  3o  peuvent  être  développées  en  séries 
entières  ordonnées  suivant  les  puissances  de  la  troisième. 

On  démontre  comme  plus  haut  que  le  point  Mo  est  un  point 
ordinaire  pourvu  qu'un  des  trois  coefGcients  a«,  h\,  C|  ne  soit  pas 
nul.  On  obtiendra  donc  les  points  singuliers  en  cherchant  les 
points  pour  lesquels  on  a  à  la  fois 

d,r  ify  dz 

—,-  =  O,         -r-  —  o,  -,-  =  o. 

dt         '         dt  '         dl 

Soient  .ro,  yo,  ^o  les  coordonnées  d'un  point  Mo  d'une  courbe 
gauche  F  représentée  par  un  système  de  deux  équations 

(63)  ¥(T,y,z)r^o,        F,(x,y,z)=o, 

dont  les  premiers  membres  sont  des  séries  entières  en  a;  —  Xo, 
y — y  a,  z  —  5o-  Ce  point  Mo  est  un  point  ordinaire  pourvu  que 
les  trois  déterminants  fonctionnels 

D(F>Fi)       p(_F^)       D(F,  F.) 

ne  soient  pas  nuls  à  la  fois  pour  x  =  Xo,  y=yof  5  =  So-  Si,  par 

exemple,  le  déterminant  ^    ' — -  n'est  pas  nul  au  point  M©,  on 

tirera  des  équations  (63)  des  développements  en  séries  entières 
pour  X  —  Xf  et  y — yo,  ordonnées  suivant  les  puissances  de 
5  — Zo(n"188). 

19i.  Soirfaces.  —  Une  portion  de  surface  S  est  analytique  si, 
dans  le  voisinage  de  tout  point  M©  de  cette  surface,  les  coor- 
données X,  y,  z,  d'un  point  variable  M  peuvent  être  développées 
en  séries  entières  à  deux  paramètres  variables  t  —  t^,  u  —  Mo, 

l  X  —  j:o=flrio(' — ,/o) -4-aoi(M  —  Mo)  •+-•  • .. 

(64)  \  y  —yo=  frio('  — <o)-h6oi(w  — Ko)-t-..., 
s—  zt—  Cie('  — '»)+  Cot(a  —  «o  )-+-..., 
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ces  séries  reslanl  convergenles  tant  que  les  valeurs  absolues  des 
dUTérences  /  —  to,  u  —  «u  "f  dcpassciiL  pas  cerlaincs  lîmiles.  Lu 
[loinL  Mo  de  la  surface  S  al  un  poinL  urdiaaire  si,  dans  le  voisi- 
nage de  ce  poinl,  une  des  trois  différences .r  —  Xo^v  — j~o,  -  —  -» 
peut  être  dihelnppée  co  série  eiilitre  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  des  di'ux  autres.  Tout  poinl  Mo  pour  lequel  le> 
trois  déterminants 

T)(y,  s)       Djs.  Xi       J)(jr.y) 

b{t,  u)'     Dit,  H)'      Ud,  u) 

ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  est  un  point  ordinaire;  si  l'on  suppose. 

par  exemple,  cpie  le  |)re4nie>'  délerjniii:nrt  ne  soil  pas  util,  on  peut, 

des  deux  dernières  équations  (64),    lirer  ( — t„  et  a  —  w,.  cl, 

en  portant  les  valeurs  obtenues  dans  la  première,  on  obtient  un 

d(''veloppement    de    x  —  x^    suivinit    les    puissances    de  y  —  i, 

et  de  3  —  z^. 

Étant  donnée  une  surface  S  représentée  par  une  équation  non 

résolue  F(;r,  y,  z)  =  u,  soient  j*„,  y„^  z„  les  coordonnées  d'un 

point  M«  de  cette  surface.  Si  la  fonction  ¥  est  développable  en 

série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances  de  ir  —  x^^y  —  lo, 

1      ,     ■    A'  •  X  .-Il       ^F     ^F     t>F      .    , 

z  —  -0.  sans  que  les  trois  dérivées  partielles  - — t  -— »  - —  joicnt 
'  ^  dx:„     àyu     <)Zt 

nulles  à  la  fois,  il  résulte  du  théorème  générai  (n"  188)  que  le 

poinl  Mfl  est  un  point  ordinaire. 

Remarque.  —  La  définilion  adoptée  [lour  un  jvoint  ordinaire 
d'une  courbe  et  d'une  surface  est  indépendante  du  choix  des  aies. 
Siip|H)soiis,  par  exetu|ile,  rpic  le  point  lMo(.rii.  l'o,  z^)  soit  un 
point  ordinaire  d'une  surface  S;  les  coordonnées  d'un  point 
voisin  sont  données  alors  par  des  formules  de  la  forme  (64},  où 

les  trois  diierminaiils  y~- — -,   ,- 1  -r- ■—  ne  sont  pas  oui* 

à  la  fois  pour  t  =  („,  u  =  r/„.  Une  Iransformation  de  coordonnées 
revient  à  retnplaccr  les  variables  x,  J*,  -  par  trois  nouvelles 
variables  X,  Y,  Z,  fonctions  linéaires  des  premières,  telles  que 

X  =  ai3:-+-Pi_7'-f-')fi*-t-8|, 
Z  =a,a;-4-  ?»^ -H  if j * -+-  Sj, 
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11-  .   .         D(X,  Y,  Z)     , ,  ,    ,,  , 

le  detcrminatil  1  =  — n  étant  pas  nul.  En  reinplaçanl  x, 

y^  z  par  leurs  développements  (64)1  on  obtiendra  pour  X,  Y,  Z 
Irois  nouveaux  dcveloppcmeiils  de  m^mc  forme,  cl  l'on  ne  peut 

avoir 

D(X,  Y)  _  D^Y^Zj  _  n(Z.  X)  _ 
XhJ^'u')   ~  Dû,  u)  "   D(l,  «j  ""' 

pour  /  ^=  /o,  «^  Mj,  car  on  déduit  des  formules  de  transforma- 
tion 

.r  =  A,  X  -^  B,Y  -t-  C,Z  -+-  D,, 

^  =  A,X  +  B,Y-C,Z-hD„ 
s  =A,XH-B,Y-(-(:,Z-t-D„ 

el  les  trois  déterminanls  fonclii>niiels  obtenus  avec  les  varialiles 
X,  \,  Z  ne  pourraient  être  ituls  à  la  lois  sans  qu'il  en  fût  de 
même  des  Irois  délerniinants  formés  avec  les  variables  x^y^  5. 
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l9o.  Calcul  des  coefûcieuts.  —  Nous  allons  nous  occujicr,  dans 
les  paragraphes  suivants,  de  séries  d'une  nature  loul  à  fait  diflé- 
renle  des  précédenles.  Les  séries  trigonoraélrlques  paraissent 
avoir  été  considérées,  pour  la  première  fais,  par  D.  Bernoulli,  à 
propos  du  problème  des  cordes  vibniales;  le  procédé  de  détermi- 
nation des  coefficients,  que  nous  allons  indiquer,  est  dû  à  Euler. 

Soity(x)  une  fonction  bien  détertnince  de  la  ^ariable  .»' dans  un 
intervalle  (</,  6);  nous  supposerons  d'aboitl  que  les  limites  a.  et  h 
sont  — ::  et  4-t;,  ce  qu'on  peut  toujours  faire,  car  il  suffira  de 

1                             II           .   ,  ,    •>.iTX  — (a -+- i)r  .  , 

prendre  pour  nouvelle  variable r— pour  utre  ramené 

à  ce  cas.  Cela  posé,  si  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  —  -  et  H- ir,  on  a  l'égalité  ci-dessous 

(65)  j  •'  a 

«0»  flit  ^ii   •••)   «mj  '*/Hi   •••>   étant  des   coefUcienls   constants 
inconnus,  l'artilice  suivant  s'offre  loul  nalureltement  pour  déler- 
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rainer  ces  coefficienls.  Rappelons  d'abord  les  formules  suivantes, 
qu'il  suffit  d'écrire,  où  m  et  «  sont  des  nombres  entiers  positifs, 

I        cosmxdx  =  o,         si. /7i  jz£  o,  i        sinmxdx  =  o, 

/  j  /        cos(/«  —  rt)a?-+-cos(/n-i-/i  )a-   , 

I       coimxcosnxax=  I dx  =  o,    si  m* 

r"^"         ,  j  /•■^"l-4-COS2«J,T    j 

/        cos'maîrfj:  =  I        ^ rfx  =  r,     si  »j  ?£  o, 

,,,,..;    r"^"  .  .  ,  /•"^"cosC/n — n)x — c.os( rn-\-n)x   , 

(66)  (    I        f,ininxsinnx  ax=   /        «tr=o,    si  «ji 

Z*"*''^  .  ,          .         r'^''  i  —  cosanx   ,  .       ^ 

J        sin*/nxax=  j        ; dx  =  i:,    si  m  ^  o, 

/**"  .  ,  /'"^"sinr«i-(- «)j:-(-sin(/n  —  re)3"   . 

/        sinmxcosnxdx=  1        <ir  =  o. 

Si  nous  intégrons  les  deux  membres  de  l'égalité  (63)  entre  les 
limites  —  it  et  4-  ■jt,  en  intégrant  le  second  membre  terme  à  terme, 
il  vient 

/       f{x)dx=—    /       dx  =  T.ao, 

égalité  d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  a^-  Si  l'on  opère  de  même 
après  avoir  mulliplié  les  deux  membres  de  la  relation  (65)  par 
cos/?j:r  ou  sinmx,  le  seul  terme  du  second  membre  dont  l'inté- 
gration entre  les  limites  — -n  et  +  t  donnera  un  résultat  dlflerenl 
de  zéro  sera  le  terme  en  cos^inx  ou  en  ûn^mx,  et  l'on  parvient 
aux  formules  suivantes 

/       /(x)  co^inx  dx  =  Ta,,,,  I       /{x)s,ïnmx  dx  =7:b„. 

Nous  pouvons  encore  écrire  les  valeurs  obtenues  pour  les  coef- 
ficients 


(67) 


1  «„=-    /       /(a)dt,         a,„=  -    I       /(z)cosmxdx, 

I     /'■*"'■' 
b,„=  -    I       _/"(a)sinma  rfa. 
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Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  n'a  que  la  valeur  d'une 
simple  induction.  Nous  avons  admis,  en  elFet,  que  le  dt-veloppe- 
inenl  de  la  fonction  /(x)  sous  la  forme  {(>>)  était  possible  et,  en 
outre,  quecedéveloppenient  était  uniformément  convergent  entre 
les  limites  — t  et  -i- -.  Comme  rien  ne  prouve  a  priori  que  ces 
conditions  sont  salisfailes,  il  est  indispensable  d'exiiminei'  si  la 
série  ainsi  obtenue  est  converfiçenle  el  a  pour  soiniue  /{-i').  La 
somme  des  (m-|-i)  premiers  termes  dn  celle  série  devicnl,  en 
remplaçant  les  coefficii'nls  (u  cl  6,-  par  leurs  valeurs  ((17)  et  effec- 
tuant les  réductions  évidentes, 


I 


l„^,  =  i  ^"V(-{^  +  '-"*f«-') 


-+-cosa(«  —  a-)-+- . .  .-t-  crisMi(z  —  .1- 


Mais  on  a,  d'après  une  formule  bien  connue  de  Trigonométrie, 

.    a  ffi  -t- 1 


— I-  cosa  -I-  co<i'ia  -h.  . 

3 


co«/iia  = 


.    a 
t  »m- 


et,  par  suite, 


...-^  f     -^<*) 


im  -i-  I  , 

sin (a  —  T) 


re  que  nous  pouvons  encore  écrire,  en  posant  7.  =  x 

(68)       s„^,-  '  r  *  / 

"  J     Tt-t-J 


•'-.)'. 


rijT- 


^  sin(am  -(-  1^;'    . 


\\\y 


Toute  la  difficulté  de  la  question  est  ramenée  à  trouver  la  limite 
de  cette  somme  lorsque  le  nombre  entier  m  augmente  indéfini- 
ment- Nous  supposerons  pour  cela  que  la  fonction  /\x)  satisfait 
«ut  conditions  suivantes  : 

I"  Elle  est  en  gém'rnl  lonllntie  entre  —  :t  cl  4-  ::,  sauf  pour  un 
nombre  fini  de  valeurs  de  j,  où  elle  passe  brusquement  d'une  va- 
leur à  une  autre  de  la  façon  suivante.  Soilc  un  nombre  quelconque 
compris  entre  — uel-f-T:;  quel  que  soit  ce  nombre  r,  on  peut 
toujours  trouver  un  autre  nombre  positif  h  tel  quc/(j:)  soit  con- 
liiiue  entre  c  —  /*  et  c  d'une  part,  entre  c  et  c  -f-  li  d'autre  part. 
Lorsque  e  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives,  f{c  -f-  e)  tend  vers 
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une  1101110/(04-0),  et  y"(t'  —  e)  lend  de  même  vers  une  limile 
f{c  —  o).  Si  la  fonclion  f{r.)  est  coiiliimc  pour  a:  =  c,  on  a  évi- 
denimenl /(f)  =/(c  +  o)  =/{c  —  o).  Mais  si  les  deux  limite! 
fie  +  o)  el/{c  —  o)  onl  des  valeurs  diflTérentes,  la  fonction /"(jr) 
est  disconlinue  pour  .r  =  c,  et  l'on  convient  de  prendre  poury"(rl 


la  moyenne  arilbinéliqne 


•o)-h/(c  —  o) 


;  il  est  clair  que  celW 

égalité  subsiste  pour  un  point  où  la  fonction  est  continue.  Nous 
sujiposoos  de  même  quey"(— î:  +  t)  ety(;:  —  c)  onl  des  limites 
f( —  7:  4-  o)  et/(u  — o)  lorsque  e  tend  vers  zéro  en  restant  posilif«fl 
La  courbe  représentée  par  Véquaùon  y  =/{x)  doit  avoir  une 
forme  aualogue  à  celle  de  lu  /(g.  i  1  (p.  f^i)),  s'il  y  a  des  discon- 
tinuités. Nous  avons  vu  que  la  fonction /(x)  élail  intég;rablc  daiii 
tout  inltM'valle  cnni|iiis  entre  —  :î  et  -j- r,  cl  il  en  est  évideinmciiH 
de  même  du  produit  de  /{^)  par  une  fonclion  continue  dans  le 
même  inlervalle. 

2°  On  peut  partager  l'intervalle  ( —  it,  -4-  n)  en  un  nombre  fini 
d'intervalles,  dans  chacun  dt'S(|iiels  la  fonction  est  constamment 
croissante  ou  constaminenl  décroissante. 

Nous  dirons,  pour  abréger,  qu<*  la  fonction  /{x}  satisfait  aui 
conditions  de  Diiichlcl  t^ilre  —  -  et  4-  t:.  Il  est  clair  qu'une  fonc- 
tion continue  dans  riulervalle  ( —  7:,  4- r),  et  qui  n'admel  qu'un 
nombre  lini  de  maxima  et  de  niinima  dans  cet  intervalle,  satisfait 
aux  conditions  de  Diricblel. 


i 


UtG.  Étude  de  l'intégrale    /   /{x)  ^^""/  dx,  —  L'expression 
obtenue  pour  la  somme  Sm+t  conduit  à  cliercher  la  limite  de  l'in- 


tégrale définie 


/■ 


/(-)'^^-. 


lorscpic  n  auf^mcnle  indélinimcnt.  Celte  élude  a  été  faite  pour  I» 
première  fois  d'une  façon  entièrement  rigoureuse  par  Lejeunc- 
birichlet  (').  Nous  suivrons  à  ]ieu  prés  la  méthode  de  M.  0. 
Bonnet  (-). 


! 


C)  Jouriud  de  Creite,  t.  IV;  18 j<». 

C)  Mémoires   des  savants  étrangers   publics   par   l'Acudèmie  de   Delgî<l""' 
(.  XXIII, 
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Considérons  d'abord  l'intégrale  définie 

(69)  ^=  /     ?(^) ''■^' 

-'0  ^ 

où  h  est  un  nombre  positif  inférieur  à  it  et  'f  (x)  une  fonction 
satisfaisant  aux  conditions  de  Dirichlet  dans  l'intervalle  (o,  h). 
Si  <s(x)  se  réduit  à  une  constante  C,  il  est  facile  de  trouver  la 
limite  de  J;  on  peut  écrire,  en  effet,  en  posant  nx  =y, 

nh 


-^X  '¥'- 


et,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  la  limite  de  J  est  par  consé- 
quent -'-  G  (n°  176,  formule  39). 

Supposons  en  second  lieu  que  la  fonction  f  (x)  soil  positive  .et 
décroissante  deo  kh.  La  fonction  sous  le  signe  /  change  de  signe 

pour  les  valeurs  de  x  de  la  forme  -  -,  et  nous  pouvons  écrire  l'in- 
tégrale J 

J   —  Ug Mi-^  «1—  «J-H..  .-^(— I)*Ma.~.  .  .         1   -  i)'»«6u„  (0<  9<  l), 

en  posant 

!        (A--1-IW 


Je     "  sinnx    , 


et  en   supposant  la  limite  supérieure  h  comprise  entre  — '-  et 

'——•  Les  intégrales  Uo,  ««,  «i,  ...  vont  en  diminuant;  si 

nous  posons,  en  effet,  dans  a*,  nx  =  kic  -h y,  il  vient 


'"=r'(^-).-^.^- 


et  il  est  évident,  d'après  les  hypothèses  faites  sur  ff(x),  que  cette 
intégrale  diminue  lorsque  l'indice  k  augmente.  On  a  donc 

J  =  Uo—(U,—  Ut)  —(1/3—  Ut)—..., 

J  =  Uo —  W|-i-  I  «« —  Uj)  -f-  (it*—  «»)-+-.. .. 
G.  3o 
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ce  qui  montre  ijiie  J  csL  compris  entre  Mo  el  Ut —  i#t  ;  J  est  pa 
suite  un  nombre  positif  inférieur  à  «,,  c'est-à-dire  à  riotégralc 


stn/ix    . 
(  X  I  dx. 


Mais  celte  intégrale  est  elle-même  inférieure  à  l'intégrale 

tp(-t-  0)    I dx  —  y(-f-o)  I  '-  <Ijr  —  A.tp(-t-oi. 

A.  désignant  ly  derjiit'ir  intégrale  définie    /      '- — -  dy. 
Le  même  raisonnement  prouve  (|iie  l'intégrale  définie 

■J' =   /     !?(xj  dx, 

où  c  est  un  nombre  positif  (iitclcoiifpje  inférieur  à  /j,   tend  versl 
zéro  lorsque  n  augmente  ind/fininicnJ.  Si  le  nombre  c.  est  com- I 

pris  entre  (/    -  0  -  et    ".  on  voit  en  effet  comme  tout  à  l'heure 

■  ^  '  n        n 

que  la  valeur  absolue  de  J'  est  inférieure  à 


y(3?)  rfar  -i-|  /  .p(ari dx 

X  \Jni  X 


el,  il  plus  forlc  raison,  inférieure  à 


c 


\  n  I  i-K       n         ne 


l-K 

n 


elle  lend  donc  vers  zéro  lorsque  n  augmente  iadéfiniment  (' |. 
La  méthode  ne  nous  apprend  rien  si  c  =^  o.  Pour  trouver  l>i 


'M  On  arrive  encore  pltn  simplenirnt  à  ce  résultat  en  emplo^ani  If  itconi 
théorème  de  la  moyenne  (  n'  "h).  Lii  fonction  f(x)  éUnl  dùcroissantCi  "O  •• 
d'après  celle  formule, 

/■*    ,        sin/iar  ç(c)    Z*^  .  .  i   «(c)  ,  ., 

I     o(x) dx  =  i /     iinnxdx  =  -  î-^ — -  (oos/ic  —  cosntV 

Jf  X  ^    Je  ne 

et  le  second  niembre  tend  évidemnicnl  vers  téro. 


I 
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iîmile  de  l'inlégfrile  J,  prenons  un  notnlire  c  compris  entre  o  et  //, 
tel 


que  !v(j;)  soilconLmuc  de  o  a  c,  eL  posons  '^{^)  =  f  (c)  +  '■^{•i'); 
•^(jr)  est  une  fonction  positive  el  décroissante  dans  l'intervalle 
(o,  r),  décroissanl  de  '^(-f-  o)  —  ^(c)  à  zéro  lorsque  .r  rroîL  de  o 
à  c.  Écrivons  J  de  lu  façon  suivante 

J  =  o(c  il      -       -  ax  -^    l     9(t; a.r  -+-   I     ç^a:; dx, 

ou,  en  rflranchant   "  ^(-+-0)  des  deux  membres, 

J  —  -  o(-f-o)  =  cp(c)       jf      — - — rfx— -^-[(p(ej— <f(-Ho)J 

r  •  A  • 

Cl,       sin/jx    .           r      ,       sinnj 
-^    I     •L(r> dx-\-   I     q{x) 


<7o) 


dx. 


Pour  démontrer   que  J   a   pour    limite  '-cp(-l-o),   il   suffit  de 

prouver  que  l'on  peut  déterminer  un  nombre  entier  /n  tel  que, 
pour  loiile  vatcui'  de  n  supi'rieure  à  m,  la  valeur  absolue  de  cliacim 
des  termes  du  second  membre  soil  inférieure  à  un  nombre  positif 

choisi   ù  l'avance  ,-  D'après  la  remarque  de  tout  à   l'heure,   la 

valeur  absolue  de  l'intégrale 


^ 


r 


,  ,       sin  nx    , 

<!f{x)  dx 


est  inférieure  à  A'|^(-t- o)  =  A[o(-i- o)  —  'f(c)].  Puisque  f(j^) 
tend  vers  ïk  -r-  o)  lorsque  x  tend  vers  zéro,  on  peut  d'abord  choisir 
le  nombre  c  assez  voisin   de  zéro   pour  que   A['i(  ^  (»)  — 'i(c)] 

el  ;[o(-f-o) — 'f(f)]  soient  inférieurs  à  '•  Le  nombre  t'  étant 

choisi  de  celte  façon,  les  deuv  termes  restants  onl  pour  limite  zéro 
lorsque  n  augmente  indéliuiment.  Ou  peut  donc  prendre  n  assez 

grand  pour  qu'ils  soient  inférieurs  en  valeur  absolue  à  7»  el  l'on  a 


<7't 


Itm  J  = 


^?(- 


■0;. 


La  formule  précédente  n'a  été  démontrée  (ju'eu  iuiposanl  à  la 
roQction  o(.r)  un  certain  nombre  de  rcslriclioiis  dont  nous  allons 
maintenant  nous  débarrasser.  Si  o(j;)  est  décroissaule  «ans  élre 
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positive,  OU  [leiil  toujours  liri  ajouter  une  constante  positive 

de  i'yçon  que  hi  sommi;  'S(j')  :=  ?(-'^)  ■+-  ^  *oil  positive  et  décrois- 
sante lie  o  à  /i.  La  formule  s'ajjplique  à  celle  fonriiun  '^^i-rj  et  l'on, 
peut  écrire 

f,    .«innr    ,  r    .^       sin/i.r    ,         ^    r'f.xnnr    , 

Je  second  membre  a  pour   limite   "iS(-j-o) G,  c'esl-à-dire  î 

-  ip(4-  o).  Si  la  fonction  o(.r^  est  croissante  de  o  à  A,  —  oix)  est 
décroissante  et  Ton  a 

SI 

a(ar)  - 


sinrt.r    , 
<p(ar)  dx 


-  f    -?( 


sin/ix    , 
X) (tx; 


T 


l'inldgrîile  u  encore  pour  limite  -'  csi'-f-  o). 

Supposons  enfin  simpletnenl  que  la  fonction  ç(Jî)  satisfait  aux 
conditions  de  Dirielilel  duns  l'intervalle  (o,  A).  Nous  pouvons 
partager  cet  intervalle  en  un  nonilire  fini  d'intervalles  partiel' 
(o,  rt),  (a,  b),  (b,  c),  ....  (/,  /i )  dans  chacun  desquels  la  fonc- 
tion '^{•x)  est  croissante  ou  dëcroissanlc.  L'intégrale  de  o  à  o  « 

pour  limite  —  9(4-  o)  ;  quant  aux  autres  intégrales,  telles  que 

II        r*   /    .  sin/ij?   . 

H  =   /     o(x) dx, 

,1       '  X 

elles  tendent  toutes  vers  zéro.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  U 
fonction  'j{j")  croissante  de  a  à  l>;  nous  pouvons,  d'une  infinik- 
de  nuinii-res,  construire  une  fonction  ^{x)  croissante  de  o  à  i. 
continue  de  o  à  rt,  et  coïncidant  avec  to(^x)  àe  a  à  b.  Les  deus 
intégrales 

ont  l'une  et  l'autre  pour  limite  '{((-f-o)  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment; leur  différence,  qui  n'est  autre  que  H,  tend  par  consé- 
quent vers  zéro.  La  formule  (71)  est  donc  établie  pour  toutes  le* 
fonctions  ç(iF)  qui  satisfont  uux  conditions  de  Dirichlel  dans  l'in- 
tervalle (o^  A). 
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Coasid^roDS  mainlenanl  l'inlésrale  déHnie 


(-■i)  1=     /      f{X)—r-'dx  (0<A<1tt, 

où  la  fonclion  f{x)  est  positive  et  oroissanle  de  o  à  Ii.  On  peut 
encore  écrire  celte  intégrale 


lît  la  function  ff{x)  =f(^x)  -. —  est  posilive  el  croissanle  de  o  à  /j  ; 
on  a  d'ailleursy(-|-  o)  =  »(-i-  o)  eL,  [vav  consétjuenl, 


(73) 


)im  I  =  -  y(-*-  o). 


La  formule  étant  établie  lorsque  la  fonction /"(ar)  est  positive  et 
croissaiili'  d<;  u  à  h,  on  démontre  ensuite  de  proche  en  proche, 
comnu'  tout  à  l'iieiire,  qu'elle  subsiste  fvoiir  toute  fonction  /{x) 
salisfaisanl  aux  conditions  de  Dirîclilel  dans  l'intervalle  (o,  li). 

197.  Séries  de  Fourier.  —  Les  séries  Irigonomélriques  dont 
les  coefiicicnis  a,„  el  (i,„  sont  délerniinés  par  les  formules  {&"]) 
sont  pénéraleincril  a|)pelées  st-iies  de  Fourier.  C'esl,  en  clFet, 
Fourier  qui  a  énoncé  le  premier  ce  théorème  que  toute  fonction 
ilonru'e  arbitrairement  dans  un  iiilervalle  d'étendue  an  [jouvait 
être  représentée  par  une  série  de  cetlo  espèce;  le  mol  fonction 
arbitraire  signifiait  pour  lui  une  fonction  représentée  graphi- 
«jucnicnt  par  plusieurs  ares  de  courbe  apj^artenant  à  des  courbes 
que  l'on  regarde  habiluellenient  cuninie  distinctes.  Nous  préci- 
sons celle  définition  un  peu  vugue  en  nous  bornant  aux  fonctions 
qui  satisfont  aux  conditions  de  Dirichlet. 

Pour  démontrer  ([u'uue  louclion  de  celle  espèce  peut  être 
représentée  par  une  série  de  Fourier  dans  rintervalle  { — t:,  -Ht:), 
il  nous  faut  trouver  ia  limite  de  l'intégrale  (08)  lorsque  m  aug- 
mente indéfiniment.   Partageons  celle  intégrale  en  deux  autres, 

É-'.              .1^  —  -SF           TT-4-a;. 
ajanl  rcspeclivemeiil  pour  limites  o  el  ^ — -> —  et  o,  et 
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posons  dans  la  seconde  _^'  =-=  —  z,  nous  pouvons  encore  écrire 

1t-Jr 

c  "     /*    *    ^/  \  sin(a»i-Hi)y    , 

S„..  ,=  -J^         Ax^  -.y)  -W^-^  dy 

i;-t-.r 
I     /"    *     ,,  .  sin(2/M  +  i)z    , 

Si  a?  esl  compris  entre  — tî  et  -t-Tr,   — —  et  '-  sont  compris 

entre  o  el  tc  et,  d'après  les  résultats  du  numéro  précédent,  le 
second  membre  a  pour  limite,  lorsque  m  augmente  indéCniment, 

•  fit  ^/  N       ■'^  ^v  n1       /(x -T-o)H-/(a?  —  o) 

-[-/(^  +  o)  +  -y(.:-o)J==^^^ '-.f^ -, 

la  série  est  donc  convergente  et  a  pour  somme  f{x),  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  —  tï  et  +  iî.  Supposons  maintenant 
que  X  soit  égal  à  l'une  des  limites,  — ir  par  exemple.  On  peut 
écrire 


c             '    r    y                   \  sin(2m  -t-  Or    . 
S„,..=  -j^    /.-ir  +  .^)—   ^.-^ dy 

I     /"*.,                     .  sin(a/M-t-i)v    , 
=  -    /     /(—  ■^  -+-  *y) •  -  dy 


sin^ 
sin(2/M  -J-  i)j 


\      C     r  .    Sin(2/M  -J-  l)r     - 


I 


La  première  intégrale  du  second  membre  a  pour  limite 

i/(-r-o); 
la  seconde  intégrale  devient,  en  remplaçant^  par  n  —  z 


■K 


s'in(>.m  -f-n-s    . 

Tz  —  ■:>.z)  —  -    -  dx. 


et  a  pour  limite  -/(tc  —  o'i.  La  somme  de  la  série  trigonométrique 

1  /  I  ^       /(  t O  1  -4  -  /( T  -J-  O  )  .1  .        ,     • 

est  donc  égale  a  -"^-^  -  pour  x  =^  —  tt;  il  est  clair 

que  la  somme  est  la  même  pour  x  —-tz. 

Si,  au  lieu  de  considérera  comme  une  longueur  portée  sur  une 


W  IV.    —    SÈniUS   TilIGONOMÉTHIOlES.    —   SÈHIKS   niVERiiES.  47* 

droite,  on  considère  .r  coninif  »in  arc  porté  sur  la  circonlerence  de 
rayon  «h,  la  sooiine  de  la  série  en  un  [loinl  quelconque  iri  de  la 
circoiiférence  fsl  la  ?noyenne  arilhinéliqiie  des  deux  limites  vers 
lesquelles  tcndenl  les  deux  sommes  de  la  série  en  deux  points 
m',  m"  dt'  la  circonférence,  [>ris  de  part  el  d'antre  dn  point  ni. 
lorsque  ces  points  m' .  m"  se  ru[>prochenl  Indérininictil  du  [voint  m. 
Si  les  deux  valeurs  limites /( — •::  4-0), /(tc  —  o)sont  diflerenles, 
le  point  de  lu  circonférence  diaiiiéLr:ilfincnl  opposé  à  l'origine 
des  arcs  csL  un  point  de  discontinuité. 

En  résumé,  toute  fonction  définie  dans  l'intervalle  (  — tx,  -hu) 
et  satisfaisant  aux  conditions  de  Diiichlet  peut  être  repré- 
sentée par  une  série  de  Fotirier  dans  cet  intervalle. 

D'une  façon  j^énérale,  sûity(.f)  une  fonction  définie  dans  un 
intervalle  (a,  a  -\-  an)  d'élendne  ar:,  el  satisfaisant  aux  conditions 
de  Diricidrt.  Il  existe  évidciniueiil  )inc  fonction  F(j*).  et  une 
seule,  admcUanl  la  période  it.  et  loïncldynl  avec  /(.r)  dans  l'in- 
tervalle (a,  3C-I-2T:);  cette  fonction  V{x)  esl  représentée,  pour 
toute  valeur  de  J-,  piir  la  sommr  d'une  série  IngonninétTique  dont 
les  coeilicicnts  a,„  el  //,„  sont  donnés  par  les  formules  (<>7  1 

am~-    I        F(af)cosmxdx,         b„=  -    j        F(j)  sinmjr  rfr. 

Le  coefficient  a^,  par  exemple,  peut  encore  s'écrire,  en  suppo- 
sant a  compris  entre  a/iTî  —  u  el  a/j7î  -h  ■îî, 

/         F(x)cosmarrfa:  H —    /  l'(i)  cosmzdx: 

la  fonction  F{x)  admettant  la  péiio<lf  j;r  et  cotncidanl  avcc/(iF'j 
ilans  l'inteivalle  (a,  a -f-  "^ît),  on  a  encore 

1  a,u—  -    /  /(r)  cosmxrfa- -T-   /  /{x)cosmrdjr 

-    /  f(x)coimx dx. 

On  irouverait  de  même 

(73)     ^^^^^  bm—  -   j  /{j-jsinmxda-.  ^^h 
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Lorsqu'une  fonclion  f{x)  est  donnée  dans  un  intervalle  quel- 
conque d'étendue  ait,  les  formules  précédentes  permettedt  Av 
calculer  les  coefficients  du  développement  en  série  de  Fourier, 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  ramener  les  limites  de  l'intervalle  à 
être  — t:  et  +7C. 

198.  Exemples.  —  i"  Proposons-nous  de  trouver  une  série  de  Fourier 
dont  la  somme  soit  égale  à  — i  pour  x  compris  entre  — it  et  o  et  à  -^i 
pour  X  compris  entre  o  et  -.  Les  formules  (67)  nous  donnent 

a,,- /     —  dx  -h  -    I     dx  —  o, 

a,,,  =  -    /     — cou  m  X  dx  -h  -     1     coswxrfj:  =  o, 
b„,—  -   j     — sxnmxdx  -i —    /      sinmxdx=:  - 


—  cosiwit  — cos( — mr.) 
'  b,„  est  nul  si  m  est  pair,  et  égal  à si  m  est  impair.  En  multipliant  tou» 

TZ 

les  coefficients  par  -~t  on  voit  que  la  série 
4 

,    .  sinx       sin3.r  sinfam -1- iix 

•^  I  J  -2  7/1  -i-  I 

1t.  ir    . 

a  pour  somme  —  7'  *'  ^  ^^^  compris  entre  — it  et  o,  et  -*-  -  si  x  e«l 

4  4 

compris  entre  o  et  r.  Le  point  x  —  o  est  un  point  de  discontinuité,  et, 
pour  ar  =  o,  la  somme  de  la  série  est  o,  comme  cela  doit  être.  D'une  façon 

générale,  la  somme  de  hi  série  {/(i)  est  égale  à  -^  lorsque  siiix  est  positif, 

4 

à  —  y  lorsque  sinx  est  négatif,  et  à  o  lorsque  sina:  =  o. 
•I 

La  courbe  reprôsenlée  par  l'équation  (7G)  se  compose  d'une  infinité  <!<' 

segments  de   droite   de  longueur  ir  sur   les   parallèles  y  =  dz  -^  à  l'axe 

4 
des  X.  et  d'une  infinité  de  points  isolés  (y  —  o,  .r  =:  Arit)  sur  l'axe  de«  J"- 
7°  Soit  à  trouver  le  dé\elopi)ement  de  x  en  série  de  Fourier  dans  l'in- 
tervalle de  o  à  2-.  On  a 

X  dx  =  2r., 


1     r^'^'                     ,             I  .rsinm.T|"t         i        r*^  . 
«m  ~  -    /       xcosmxdx— /       &iamxdx  =  o. 

I     /•'"      .            ,            ("j"cos/na~l»'t        1       r*" 
<>m  —  -     1       xiinmxdx—-] h I       cosmxdx-  — 

T.J^  L  '«"         Jo  "'-.'0  ' 
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Oo  déduit  <]l"  là  lii  foniule 

r  _  T.        «ircr       sinaa:       sin3j^ 
^"^'  7~2  i  l  3  ■■■• 

<|iii  est  exacte  pnur  toutes  Ips  valeurs  de  X  Comprises  entre  o  et  ar.  Si 
l'on  rcrnfilace,  dans  la  fui  nui  le  prccfilirnle,  le  premier  membre  parj%  La 
roiiiLc   refiréiiMiIce   p)ar   Téqualion   uLlenuc   se  compose  d'uni':  infinUc  de 

scgmeots  do  droites  parallèles  â  In  droite  ^  =  —  et  d'une  ènriailé  de  poinls 
isolés. 

Remarque.  —  Lorsqu'une  fonction  définie  ilatas  l'inLervalIc  i — it,  -t-k) 
est  paire,  c'est-à-dire  telle  que /(  —  j-)  =/(  j-),  tous  les  coefficienis  ft,,, 
sont  nuls,  car  on  a  évidemment 

/f{T)'immT  dr  —  —   j     fi  T)%\ninx  dx. 
Au  i-uniraire,  si  la  fonction /(x)  est  impaire,  c'est-û-dirt"  telle  que 

tous  l(?s  l'oefficienls  a^  sont  nuls,  y  compris  a^,.  Une  fonctiort  _/"(  j*)  éliuil 
•lédnie  dans  l'inlcrvalle  de  o  à  tt  seulcinuiit,  on  peut  la  prolonger  dans 
l'iiilfi-valle  de  —  t  à  o  en  (^onvennnl  de  (loser 

/(-T)=/(JF)        ou        /(- r;=  -/(ar). 

La  fonction /(af)  peut  donc  être  reprt'seniéc  soit  par  une  série  de  sinus. 
soit  par  une  série  de  continus,  dans  l'jnleivallc  de  o  à  r. 

199.  Développement  d'une  fonction  continue.  Théorème  de  Weier- 
strass.  — Soit_j'=y(T)  une  fonction  continue  dans  un  intervalle  {a,  b). 
On  doit  à  M.  Weierstrass  une  proposition  remarquable  dont  voici  l'énoncé  : 
4télant  un  nombre  positif  donné  à  l'avance,  on  peut  dt'terminer  un 
polynôme  V{.r)  tel  qite  la  difft'rcnce  f(X)  — P(xJ  soit  inférieure  à  t 
en  valeur  absolue  pour  toute  valeur  de  x  dans  l'intervalle  (a,  b). 

Parmi  \c%  numbreuses  démonstrations  proposées  pour  ne  lliéorêiue,  une 
des  plus  simples  est  due  à  M.  Lebe^giie  (').  Cotisidéron»  d'abord  le  cas 
particulier  suivant.  Soit  ^(x)  une  fonction  continue  dans  l'intervulle  de 
—  là  —  I ,  définie  <le  la  tiuinièrc  suivante  :  pour  —  itx  'la.  on  a  4'(  ^)  =  o. 
cl  pour  o^  J"ii,  on  a  '!^{x)  =  lAx,  k  étant  un  facleiir  constant  donné. 
Xous  pouvons  écrire  ij/(jr)  =  A[x -t- |.r|].  D'autre  pan,  pour  les  valeurs 
«le  X  comprises  enl  re  —  i  et  -I- 1 ,  on  a 

kl  =  v/"-(«-^'), 


(')  Bulletin  dei  Sciences  mathémaliifues    p.  37^;  1898. 
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et,  pour  cfs  inèiiies  valeurs  de  x,  le  radical  jietil  être  développe  en  sér 
uniformément  convergente  ordonner  suivant  les  piiissonrcs  de  (i — **J 
|3r|,  el  par  suite  i|>(ar),  peul  donc  éire  reprèsenléc»  dans  cet  inicrvallt*,  a% 
telle  approximation  <]u'on  voudra,  par  un  polynôme.  Prenons  m.iinlcnaii 
une  fiuirtion  (|ueliotique  rortlinue  dans  l'inlervalle  fa,  h)  et  tniaKinon 
cet  inlerviille  docnniposc  en  n  iiilervalles  partiels  («o.  «i)>  <ai.  (*i'U  ■•■ 
(ff„_i,   o„),    où    rt  =  rto''^  <i|  <  (7j  <  . .  .    '  rtH_i  <  a»  =  6,    de    façon    qa 

l'oscillation  de  /{t)  dans  chacun  de  cfs  itilcrvalles  soit  moindre  que  -\ 

Soit  L  In  ligne  brisée  oliii'nue  en  j<>i;^iiatii  de  |ir"i'lic  en  proche  les  point 
de  la  courbe  y  —  f{x)  d'abscisses  «o,  a\,  «j,   ....  6.  L'ordonni-e  d'ua 
point  de  cette   ligne    brisée   est  évidernnienl   une   fonction   continiir  <lr^ 
l'abscisse  «^(.rj  el  la  différence y(x) — ^ (x)  «!sl  en  valeur  absolue  moindrr 

que  --  V.n  cU'ei,  dans  I  intervalle  (a|j.-i.  n^),  par  exen)[)lc,  un  peul  écrire 

/(x;-<9(x)  r=  [/(a^,_/(„^.,)l(,_nî-[/(T)-/<«^)|l», 

où  J'  —  1(1-1  ~  0(rt|x —  «jt-i).  l-e  facteur  0  étant  (lusilif  cl  inférieur  à  l'unilf. 

la  dilTércnce  y — »  est   inoirnirc  eii  valeur  ah'^njitc  tiiif  -  (i  —  8-<-0i^ — • 

»  i 

CtHlf  fonction  o{t)  [leul  èlrt^   déciHn|nj'iéc   en   une  somnir  de  n  fonctio»» 

itnalogiics  à  lu  fonciion  '^(.r)  de  tout  à  l'Iicure.  Soient,  en  etrci,  A»,  A|, 

Vj,  ...,  A.„  les  sommets  consécutifs  de  la  li^nc  polygonale   L;  çfx)  est 

é(;alc  it  la  fonction  continue  '}i  représentée  dans  l'intervalle  (a,  b)  park 

droite  qui  porte  le  cîtiê  AoAg,  plus  une  fonction  0|  représentée  par  unr 

ligne  polygonale  AJ,  A',  ...AJ,  dont  le  premier  côté  A  J,A'i  est  sur  l'aïkC'Tj; 

0\{t)  est  à  son  tour  la  somme  île  deux  foiiclions  continues  ij».  cl  0|  ilnnl 

la  première,  (j'u  est  nulle  entre  a  cl  rt|  el  esl  représentée  par  la  droite  qui 

porte  A',A',  entre  «i  cl  b,  tandis  que  çj  csl  représentée  par  une  ligne 

polygonale  AbA'A(...A^  dont  les  sommets  AJ^,  A^,  A,  sont  sur  Or- 

On  arrive  finalemenl  a  remplacer  'i(  j)  par  une  somme  de  n  foneiioo? 

tp  = '}'i^-4'j-+-.  •  .-^  ijini  où  '1/ •^st  une  fonr-tion  conliriun  nulle  entre  n  ol  tf^. 

repn'senlée  par  un  segment  de  drtjite  entre  <j/_i  cl  b.  Si  l'on  fait  le  cliiin- 

genient  de  variable  X  =  «li*  -f-  n,  en  choisissant  convenablement   m  rt  n. 

^i  sera  défini  dans  l'inlervalle  ( — i,  -ht)  par  l'égalilé 

i.,--A-[X-4-iXll, 

el  (lar  conséquent  pourra  cire  rcprésenlée  par  un  polynôme  avec  l*ll< 
approximation  que  l'on  voudra.  Chacune  des  fonctions  i^,-  pouvant  élK 
repiésentéc  par  un  polynôme  dans  rintervaile  («,  b)  avec  une  »ppro%i- 

mation  inférieure  à  —-■,  il  est  clair  que  la  soiame  tic  ces  polynômes  diffr- 

rera  dcy(x)  de  moins  de  t. 

De  ce  théorème  on  déduit  que  laiile  fonction  conliniie  dant  un  inttr- , 
valle  (a,  b)  peut  être  re/irèsenlée  par  une  série  uniformément  can-^ 
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tftrgente  de  polynômes  dans  cet  intervalle.  Prenons,  cii  efTct,  une  suiic 
de  nombres  positifs  décroissanis  t\,  Sj,  ...,  t„,  ...  le  terme  général  £« 
tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indtHinimcnt.  D'après  le  ihcoréme 
précédent,  à  chaque  nombre  Ey  de  celte  suite  nous  p<iuvi>ns  faire  corres- 
pondre un  poivnome  Vi{x)  lel  que  la  iliirêrencc /( r) — P/(x)  soit  infé- 
rieure en  valeur  absuluu  à  s,  dans  inni  l'interviillf  (  «,  b).  Cela  étant,  la 
série 

Pi(*) -+-[P.(*)-P.<^)]--.- --H  [P,.(x)-P„_,(jr)J -+-... 

est  converg^enle  et  a  pour  somme  _/"(  a*),  lorsque  x  reste  compris  dans  l'in- 
tervalle (a.  6).  Il  est  clair,  en  effet,  que  la  somme  S«  des  rt  premiers  termes 
est  égale  à  P„{x);  la  différence  /(j-f  — S„,  qui  est  inférieure  à  £«,  tend 
donc  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  D'ailleurs,  la  série  esi 
uniforniémenl  convergente,  puisqu'en  prenant,  n  as.'i.'/  granit  la  diiïé- 
rencc^(x)  —  S„  sera  moindre  qu'un  nombre  donné  à  l'avance  pour  toute 
valeor  de  x  com|Hise  dans  l'intervalle  (a,  b). 

20l3.  Fonction  continue  sans  dérivée.  —  Nous  termincions  ce  Clia- 
pilre  en  doniiiint  un  exemple,  dû  à  Weicrstrass,  tic  fonction  continue  qui 
n'admet  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  la  variable.  Soient  b  une  con- 
stante positive  inférieure  à  l'unité  et  a  un  nombre  erttier  impair;  la  fonc- 
tion F(a').  qui  est  éyale  à  la  somme  de  la  série  convergente 


F(x)  =  ^  fc"co8(q"itj;). 


est  continue  pour  tuuie  valeur  de  r,  car  la  série  est  uniforniémenl  con- 
vergente dans  tutit  intervalle.  Si  le  produit  ali  est  inférieur  à  un,  il  en 
est  de  même  de  la  série  formée  par  les  dérivées;  la  fonction  F(j;)  admet 
donc  une  dérivée,  qui  est  elle-même  une  fonction  continue.  Nous  allons 
démontrer  qu'il  en  cl  imit  autrement  si  le  produit  ab  est  supérieur  à 
une  certaine  limite. 

Nous  pouvons  écrire,  en  désignant  jiar  m  un  nombre  entier  quelconque. 


•791 

en  posant 


F(a--f-A)  — F(a-) 


=  R., 


\^m—  i  ^  &''}co8[a"7r(j:  —  h)]  —  cos(q<»7ijr^j, 
«  =« 

Sm=  j-  V  6''jcos(a'«7r(ar-+-  /*)]  -  cos(rt''Tîa:)j. 

n  =  m 

La  formule  des  accroissements  (inis  appliquée  à  la  fonction  co5(a"T:xi 
montre  que  la  difl'érence  cos[a''TT(.r  -t-  lt}\  — cos(a"-x)  est  inférieure  en 
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valeur  abboluc  à  T:a"\h\.  La  valeur  absolue  de  R»  est  donc  inférieure  à 


•re  >  a"b'^  =  iz  — , ; 

.é6d  ab  —  I 


(ab)"* 
et,  a  fortiori,  k  -k  —,     -^  si  l'on  suppose  a6>i.  Nous  chercherons 

maintenant  une  limite  inférieure  de  la  valeur  absolue  de  S„i,  en  donnaol 
à  l'accroissement  h  une  valeur  particulière.  On  a  toujours 

a>>'X  =  «m-r-Çm, 

2,»  étant  un  nombre  entier  et  f,„  étant  compris  entre et  H — •  Noo» 

poserons 

•    £m        ï  «« 

a'"      ' 

e„  étant  égal  à  ±  1  ;  il  est  clair  que  h  est  du  même  signe  que  e«,  et  infé-  ' 

3 

rieur  en  valeur  absolue  à •  Le  nombre  h  étant  choisi  de  cette  façon, 

■2  a'" 

on  a 

a''ic(a7H-  A)  =r  a''-">a'"Tt{x-h  h)  =  a»-"'i:{9m-^  «m)', 

a   étant  impair  et  «,,,=  ±1,   le   produit  a"~'"(a/«-4- «,»)   est  de  même 
parité  que  a,„-t-  1  et,  par  suite, 

00s [a"T( a? -4- /( )]  —  I  —  O""*"^'. 
On  a  aussi 

cos(a''ita')  —  cos( «"-'"«"' ira*;  =  cos[a"-"«i:(a„  -i-  ç,,.)] 
—  cos («"-'"«„, 11)  cos(a''-"'$,„r'); 

a"  ""'a,,,  est  de  même  parité  que  a,„  et  l'on  a  encore 

cos(a"i:x)  =  (—  i)^m  cos(a"-"'î.„it). 
Nous  pouvons  donc  écrire 


—  ^  i"fi-+-cos(a" -'"$,„«)  I; 


tous  les  termes  de  la  série  étant  positifs,  la  somme  de  cette  série  est  supé- 
rieure à  son  premier  terme  et,  par  suite,  à  b'"  puisque  {,„  est  compris 

I  I     ,,  . 

entre  -  -   -  et  -^ —  •  Far  suite,  nous  avons 
•2  a 

If  m 

|S„|>^ 
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OU  encore,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  h, 

|S,„|>|(a6)'". 


(ab)'"^  ' 


Supposons  que  l'on  ait 

il  suffira  pour  cela  que  l'on  ail 

(80)  a6>n , 

et  la  relation  (79)  prouve  que  l'on  aura  alors 


3r 


Lorsque  le  nombre  entier  m  augmente  indéfiniment,  il  en  est  de  même 
de  cette  expression,  tandis  que  la  valeur  absolue  de  h  tend  vers  zéro.  Il  est 
donc  possible,  quelque  petit  que  soit  un  nombre  t,  de  trouver  un  accrois- 

sèment  h  inférieur  à  e  en  valeur  absolue  et  tel  que  — ^^ ^ i — ' 

soit  supérieur  en  valeur  absolue  à  tout  nombre  donné  à  l'avance.  La  fonc- 
tion F(x)  n'a  donc  de  dérivée  pour  aucune  valeur  de  x,  pourvu  que  la 
relation  (80)  soit  vérifiée. 


EXERCICES. 

1.  Appliquer  la  formule  de  Lagrange  au  développement,  suivant  les 
puissances  de  x,  de  la  racine  de  l'équation  y*=  ay-hx  qui  est  égale  à  a 
pour  X  ■=  o. 

2-  Même  problème  pour  l'équation  y  --  a-r-  xy'"**  —  o. 
Application  à  l'équation  du  second  degré  a  —  6ar-t- car'=  o. 

Développer,  suivant  les  puissances  de  c,  la  racine  qui  tend  vers  t  lorsque 

c  tend  vers  zéro. 

3.  Établir  la  formule 

log(i-+-ar)  /         I  \    .      /         I        •  \    , 

i-+-a?  \        2/  \         2       3/ 
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4..  Si  X  est  plus  grand  que  —  --,  on  a 

.r        _      X  \  I     X    \*      j  .'i  /     X    \* 

5.  Si  |xj  •  '  I,  on  a 

_   I       2X  I     /     '2X     \'  1.3     /     -àx    \* 

^  "~  â  "i  -HÔI»  "^  a.  i  \r--"l?5/  "^  mTC  \Th-  «V  "^  •    •  • 

Quelle  est  la  somme  de  la  série  lorsque  |x|  >  i? 

6.  Dénionlrcr  la  formule 

:  I    r  "X  n(n  —  1)  /     X     \- 

(  a  —  a:  )-«  =    -     1  —  —       -7-  ■ ( ) 

'  a"  L         a -+- X  1.2       \a-^x/ 

n{n--\)(n  —  i)  /     x     \*  1 

1.2.3  \a-4-x/       •••J- 

7.  Les  déterminations  de  sin/nx  et  de  cosmx,  qui  se  réduisent  àoel 
à  I  lorsque  sinx  est  nul,  sont  développabics  en  série  suivant  les  puis- 
sances de  sinx 

r.  m»— I    .,  (»,«-i)(TO»  — 9)    .^  1 

sm/nx  —  m  I  sinx z-  sin'x-i-  -—  „  -,— ,     •-  sin*j:  — ...  I, 

L  1.2.3  1.2.3.4.5  J 

/«»     .   .  »i*(//i*— 4)    .    . 

cosmx  :=  I sin*x  h .,    ,  —  sin'x  — 

1.2  1.2.3.4 

On  se  sert  de  l'équation  dilTcrentielle 

//»  M           du 
('  —  J'  )  —  ,  — y  -, h  m'M  =  o, 

^  -^      '    dvï  ■'     ily  > 

qui   est   vérilit'-e  par  cosmx   et  sinmx,   considérés  comme  fonctions  de 

jr  —  sinx. 

8.  Déduire  des  formules  précédentes  les  développements  de 

cos(rt  arc  cosa:).     sin(/t  arc  cosx). 


CHAPITRE  X. 

COURBES  PLANES. 


Les  courbes  et  les  surfaces  que  l'on  étudie  dans  la  Géomélrie 
proprement  dite  sonl  des  courbes  et  des  surfaces  anafylic^ues. 
Cep^nidanl  rfxisLence  des  t-loments  gi''0iin5lrii:|iies  que  nous  allons 
délitilr  suppose  seulcnienl  Tcxistence  des  dérivées  jusqu'à  celles 
d'un  certain  ordre.  Ainsi,  une  courbe  plane  représentée  par 
l'cqnalion  y-^^fi^x)  a  une  langente  si  la  fonction  /{x)  a  une 
dérivée  /'(jr),  un  ra^on  de  courbure  si  /'{x)  a  cllc-niêiue  une 
àér'iyéç  f\x),  et  aiosi  de  suite. 


1.  -  COURBES  ENVELOPPES. 

201.  Recherche  des  enveloppes.  -  Etant  donnée  l'équation 
d^une  courbe  plane  C 

(1)  /(-^i  .r.  «)=«  o, 

dépendant  d  un  parauièlre  arbitraire  a,  cette  courbe  varie  en 
géuér.d  d'iiue  maniTTO  continue,  de  forme  et  de  position,  ([uand 
on  fait  varier  ce  paramétre.  Si  toutes  ces  courbes  C  resteni  tan- 
gentes à  une  courbe  délerniinée  f;^,  cette  courbe  E  s'iqipoUc 
Vcnveloppe  des  courbes  G.  qui  sont  dites  les  enveloppées.  Les 
courbes  G  étant  données,  nous  nous  proposons  de  reconnaître  si 
«lies  admettent  une  enveloppe  et  de  la  déterminer. 

L'existence  de  cette  enveloppe  E  étant  admise,  soient  (.2",  y) 
les  coordonnées  du  point  de  contact  M  de  la  courbe  V^  avec  la 
courbe  enveloppée  G  qui  correspond  à  la  valeur  a  du  pararaélre. 
Ces  coordonnées  x,  y  sonl  des  ("onctions  inconnues  du  |>tira- 
mélre  a,  qui  satisfont  à  l'équation  (i).  Pour  achever  de  les  déter- 
miner, ili  nous  faut  exprimer  que  l.i  langcnlc  à  la  courbe  décrite 
par   le  point  M  quand  a  varie   coïncide  avec   la   tangente   à    la 
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courbe  C.  Désignons  par  Zx  et  oy  les  paramètres  directeurs  de 
la  tangente  à  la  courbe  enveloppée,  par  j-  et  j^  les  dérivées  des 
fonctions  inconnues  x  =  rf^a),-^  =  •!^(a);  il  faudra  que  l'on  ait 


dx 
da 

da 

Sx    - 

or 

Or  la  courbe  G  étant  représentée  par  l'équation  (i).  où  a  a  une 
valeur  constante,  on  a  la  relation 

(3)  |3x-^|Sr  =  o. 

qui  détermine  la  tangente  à  celte  courbe.  D'autre  part,  les  fonc- 
tions inconnues  x  =  f{a),  y  =  <{'(«)  vérifient  aussi  l'équation 

A^,y,  «)  =  o, 

où  a  désigne  maintenant  la  variable  indépendante,  et,  par  suite, 
on  a  aussi 

^*  dx  da       dy  da       da 

L'équation  de  condition  (■i)  devient,  en  tenant  compte  des  rela- 
tions (3)  et  (•{), 

cette  équation,  jointe  à  la  relation  (i),  détermine  les  deux  fonc- 
tions inconnues  x  =  'f  («),  y  ^^  '{'(")•  On  obtiendra  donc  l'équa- 
tion de  l'enveloppe,  si  elle  existe,  en  éliminanl  le  paramètre  a 

entre  les  deux  équations/--^  o,  -p  =  o. 

Soit  ll(^,  jk)  =  o  le  résultat  de  l'élimination;  nous  allons  exa- 
miner si  cette  courbe  représente  bien  une  enveloppe.  Soient  d 
la  courbe  particulière  correspondant  à  la  valeur  «o  du  paramètre, 
et  (xo,  yo)  les  coordonnées  d'un  point  d'intersection  M©  des  deu!i 
courbes 

(6)  f(T,y,  ao)  =  o,        ^=o; 

les  équations  (i)  et  (5)   définissent  deux  fonctions  x  =  <f{a\ 
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y  =  'i(o),  qtii  se  réiluîsenl  respeclivemenl  à  Jq,  ^^  pour  a  =  Qg, 
et  l'on  a  évidemment,  pour  a  =  ««> 


celle  relalinn,  rapprochc'C  Je  la  relation  (3),  nous  moiilre  qu'an 
jHjitU  (.r„,  yn)  la  lanijcnle  à  ta  courbe  C^  coïncide  uvci"  la  langenle 
à  la  courbe  dëcrîlt»  par  k-  point  {x,y),  à  moins  que  l'oiii  n'.iil  ;'(  la 

fois  -^  =o,  —  ^  o,  c'esl-à-Jire  it  moins  que  le  point  (xo,  j'o) 

ne  soil  un  poiuL  singulier  de  la  courbe  Co.  L'r/judtion  K(x,y)^=  o 
représente  donc,  soit  l'en\'eloppe  des  courbes  (î,  soie  un  lieu  de 
points  singuliers  de  ces  courbes. 

On  peut  compb'lcr  ce  résullal.  Si  chacune  des  courbes  C  pos- 
sède un  ou  plusieurs  points  singuliers,  le  lieu  de  ces  points  sin- 
guliers fail  ccitaiuemciil  pactie  de  la  courbe  l\(x,y)  =  u.  Soîeril 
eu  cjrel(x,^)  les  coordonnées  de  l'un  de  ces  points  singuliers; 
X  el  y  sont  des  fonclioas  de  n  qui  vérifienl  à  lit  fois  les  trois  rela- 
lioDS 


/{r,y,  a)  =  o, 


=  0, 


=  0, 


àj 


cl  par  suile  aussi  la  relation  -p  =o;  x  el  y  satisfouL  donc  à 

réqualion  R  =:  o  que  l'on  oblieut  en  éliniinant  <t  eulre  les  deux 

relations /=  o  el  ~-  ^  o.  Dans  le  cas  le  plus  <^én('T;d,  la  courbe 

R(jr,  ^)  =  o  se  compose  de  dcuK  parties  aualyliqiteinent  dis- 
tinctes, dont  l'une  est  l'enveloppe  prctpremcut  dite,  tandis  que 
Tautre  est  le  lieu  des  points  singuliers. 

Exemple.  —  ^uil  /{x,  y,  u)  =  y-  —y^-]-  {x  —  a)'^  =  u ;  ou 

a  J'  =  —  iix  —  a),  el  en  éliniinnnt  a  entre /=  oel  -r-  =  o,  on  est 

conduit  à  l'iîquation  ^* — y- ^  ly,  qui  représente  les  trois  lignes 
droites  j'  =  o,  _/  =  -H  i ,  .>'  =  —  '  •  l'f  ^  courbes  considérées  se 
déduisenl  de  la  courbe^' — ^--+-.c'^=:o  eu  la  faisant  glisser 
parallèlement  à  Ox;  or,  cette  courbe  a  un  point  double  à  l'ori- 
gine, cl  elle  est  taugetile  aux  deux  droites  j^=  dr  i,  aux  points  de 
rencontre  avec  i'uxe  des  r-  !-■  i  droite  y  =  o  est  doue  un  lieu  de 

3i 
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points  doubles,  landis  que  les  deux  droiles^'=: 
Tenveloppe  proprcmcnl  dite. 


constitaent 


202.  Lorsque  la  courbe  C  a  une  enveloppe  E,  les  poiols  de 
conlacl  de  la  combe  C  avec  son  enveloppe  sonl  les  posilionsm 
Umiu^-S  (les  points   d'inlersec/ion   di^   cette  courbe   at'ec   iitiem 
courbe  infiniment  voisine  de  la  même  famille.  Soient,  en  effel, 


(7) 


/(a?,  j,  <7)  =  o,        /(x,  j,  a-h/j)  =  o, 


les  équalioDs  des  deux  courbes  voisines;  le  système  (n)  qui  déter- 
mine les  coordonnées  des  points  communs  peut  évidemment  êl 
lemplacé  par  le  sjslème  équivalent 


/(^.r.  «)  =  o. 


./(  j-,  y,a-^  k  )  — /(  T.  y,  a  ) 


dont  l:i  dernière  équation  se  réduit  à  y-  =  o,  lorsque  /(  lend  vers 

/.éro,  c'est-à-dire  lorsque  la  seconde  courbe  se  rapproche  indéfini- 
incnt  de  la  première.  Cette  propriété  est  du  reste  à  peu  prés  é>> 
dentc  géomélrjqueraenl  ;  on  voit,  en  eflcl,  sur  WJig,  3^  (a)  que 


Fig.  37  a. 


Fig.  37  *. 


deux  courbes  voisines  C,  G  ont  un  point  d'intersection  N  qui  se 
rapproche  indéfinimenl  du  point  de  conlacl  M  lorsque  la  seconde 
courbe  C  vienl  se  confondre  avec  C.  On  voit  de  même  sur  la 
Jig.  87  (6)  que,  lorsque  les  courbes  (i)  ont  un  point  double,  im 
des  points  d'intersection  des  deux  courbes  voisines  C,  C  vient  « 


couhbes  enveloppes.  4BS 

confondre  avec  le  point  double  quand  la  courbe  C  se  rapproche 
indi^Inimcnl  de  la  courbe  G. 

La  rcmaïqtic  préccdcnle  explique  bien  pourquoi  l'on  doit 
trouver  le  lieu  des  points  singuliers  en  même  temps  que  Fenve- 
loppe.  Supposons,  pour  fixer  les  id(!'es,  que  f{x,  y,  a)  soÎL  un 
poljnonie  de  degré  m  en  (t.  Pour  un  point  Mj  pris  au  hasard  dans 
le  plan,  de  coordonnées  (j^o, ^'o),  l'équaiiou 

admet  en  général  m  racines  distinctes;  il  passe  donc  par  ce  point 

771  courbes  dilTércnles  de  la  fiimillc  considérée.  Mais  si  le  point  Mo 
appartient  à  la  courbe  R(x,  _j-)  =^  o,  on  a  à  !a  fois 


A^'tryo,  «) 


da 


et  l'équation  (8)  a  une  racine  double.  On  peut  donc  dire  que  la 
courbe  R(j:j  j)')  :=  o  est  le  lieu, des  points  du  plan  pour  lesquels 
d  eux  des  courbes  de  bi  fiiiuille  (1)  qui  y  passent  sont  venues  se 
confondre.  Or  les  /?§-.  S'j  (a)  et  3^  (i)  montrent  précisément  que 
lorsqu'un  piiint  se  rapproche  indéfirimenl,  soit  d'un  point  de 
l'enveloppe,  soit  d'un  point  de  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  points 
singuliers,  deux  des  courbes  C  qui  passent  par  ce  point  dilTèrenl 
très  peu  l'une  de  l'autre  et  viennent  se  confondre  à  la  limite. 

Ifemarque,   —  Il  arrive  frcquemnient  que  Ton  a  ù  chercher 
l'enveloppe  d'une  courbe 

(9)  ^'{^< y,  ",  à)  =  0, 

dont  l'équalion  renferme  deux  paramètres  variables  a  et  b,  liés 
par  une  relation  ^{n,  b):=o.  Ce  cas  n'est  pas  distinct  du  cas 
général,  car  on  peut  considérer  (/  comme  une  fonction  de  a  définie 
par  la  relation  ^  =  0.  D'après  la  refile  établie,  il  faut  joindre  à 
l'équation  (y)  celle  que  Ton  oblienl  en  égalant  à  zéio  la  dérivée 
du  premier  membre  par  rapport  au  paramètre  a 

àF       àVdO 
da        Ob  da 


o; 


mais  de  la  relation  «p(a,  6)  =  o  on  tire 

d<^        d<^  (fb 
da       àb  da  ~ 
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db 


et  la  formule  précédente  devient,  en  éliminant  -j-> 


(lO) 


à?  df        dF  d<0  _ 
àa  db        db  da  ~ 


On  obtiendra  donc  l'équation  de  l'enveloppe  en  éliminant  a  et  A 
entre  les  équations  F  =  o,  'f  =  o,  et  l'équation  précédente  (lo). 

203.  Enveloppe  d'une  droite.  —  Prenons  l'équation  d'une  droite  D 
sous  la  forme  normale 


(II) 


a:cos«  -\- yaini  — /(a)  =  o, 


le  paramètre  variable  étant  l'angle  a.  En  prenant  la  dérivée  par  rapport 
à  ce  paramètre,  il  vient 

(12)  — arsina -i-_^'cosa — /'(a)=o. 

et  l'on  tire  des  deux  équations  (11)  et  (12)  les  coordonnées  du  point  de 


contact  de  la  droite  mobile  avec  son  enveloppe 

(  ^  =/(=')  cosa—/'(a)sina, 
(  r  =/(=')  sina  -H/'(a)cosa. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  la  tangente  à  la  courbe  E  dôcritc  par  ce 
point  {x, y)  est  la  droite  D;  on  tire  en  elVet  des  équations  (i3  ^ 


(■4) 


^  rfj-  =  — [/,  a)-f-/"(a)]sina£/a, 
1  dy=       |/(a)-t-/(a)]cosa</a, 
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et  par  suite 

dv 

:-  =  —  cota, 
itj' 

ce  qui  est  précisément  le  coerficient  angulaire  de  la  droite  D.  Des  équa- 
tions (i4)i  on  tii'c  aussi,  en  appelant  s  l'arc  de  la  courbe  enveloppe, 

Js  =  \Jdx^-^dy-^  =  ±:  [/(a)  -+-/'(«)]  rfa, 

et,  par  conséquent, 

5  =  ±[y/(a)rfa-H/'(a)]; 

il  suffira  donc,  pour  avoir  une  courbe  rcctifiable,  de  prendre  pour  /(a)  la 
dérivée  d'une  fonction  connue  ('). 

Prenons)  par  enemple,  /"(a)  = /sinacosa;  en  faisant  successive- 
ment^ =  o,  et  ar  =  o  dans  l'équation  (ii),  il  vient  {fig-  38)  OA  =  /sina, 
OB  =  /cosa,  et  par  suite  AB  —  l.  La  courbe  cherchée  est  donc  l'enve- 
loppe d'une  droite  de  longueur  constante  /,  dont  les  extrémités  décrivent 
doux  droites  rectangulaires.  Les  formules  (i3}  deviennent  ici 

a'  =  /sin'a,        ^=/cos»a, 

et  l'équation  de  l'enveloppe  est 


(î)"-(0"-^ 


c'est  une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussemcnts,  qui  a  la  forme  indiquée 
sur  la  figure.  Lorsque  a  varie  de  o  à  -,  le  point  de  contact  décrit  l'arc  DC. 
La  longueur  de  l'arc,  compté  à  partir  de  D,  a  pour  expression 


-i 


'  3/ 

3/sinacosa  rfa  =  —  sin*a. 


Soient  I  le  sommet  du  rectangle  construit  sur  OA  et  OB,  et  M  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I  sur  AB.  Les  triangles  AMI,  APM 


(■)  Dans  la  formule  qui  donne  l'arc 

*=/'(3)+y/(  »)«/>, 

toutes  les  quantités  qui  figurent  au  second  membre  ont  une  signification  géomé- 
trique :  3  est  l'angle  que  fait  avec  O^  lu  perpendiculaire  ON  menée  de  l'origine 
sur  la  droite  mobile,  /(a)  est  Ja  distance  ON  de  l'origine  à  cette  droite,  /'(a) 
est,  au  signe  près,  la  distance  MN  du  point  de  contact  de  la  droite  mobile  avec 
son  enveloppe  au  pied  N  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine.  On  appelle 
quelquefois  cette  formule  de  rcctificalion  la  formule  de  Legendre. 
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donnent  successivement 

AM  =  Alcosa  =  /cos'a,         AP  =  AM  sina  =  /co5*a  sina, 

et  par  suite  OP  =  OA  —  AP  = /sin»a,  de  sorte  que  le  point  M  est  le 
point  de  contact  de  la  droite  AB  avec  son  enveloppe.  On  a  ensuite 

BM  =  /  — AM  =  /sin«a, 

3 
et  par  conséquent  arc  DM  =  -  BM. 


204.  Enveloppe  d'un  cercle.  —  Soit 

(i5)  {x—a)*-h{y—ùy—ç,*=o 

l'équation  d'un  cercle,  a,  b,  p  étant  des  fonctions  d'un  paramètre  va- 
riable t.  Les  points  de  contact  de  ce  cercle  avec  son  enveloppe  sont  à 
l'intersection  du  cercle  avec  la  droite 

(i6)  (x  —  a)a'-h(y  —  b)b'-hpp'=o, 

qui   est   perpendiculaire   à   la   tangente    à    la   courbe    C   décrite    par  le 

da 
centre  (a,  b)  du  cercle,  et  dont  la  distance   au  centre  est  égale  à  p  -y-i 

s  étant  l'arc  de  la  courbe  G.  Cette  droite  coupe  le  cercle  en  deux  points 
N,  N',  symétriques  par  rapport  à  la  tangente  MT;  l'enveloppe  se  compose 


donc  (le  dcu\  branches  E,  E',  qui  ne  sont  pas  en  général  analyliqucment 
distinctes.  Plusieurs  cas  particuliers  sont  à  remarquer  : 

i"  Si  p  est  constant,  la  cor<le  des  contacts  NN'  se  réduit  à  la  normale  PP', 
et  l'enveloppe  se  compose  des  deux  courbes  parallèles  Ci,  G',,  obtenues 
en  portant  sur  la  normale  à  la  courbe  G,  de  paît  et  d'autre  du  point  M, 
la  longueur  constante  p. 
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a*  Si  p  =  jf  H-  C,  on  a  p  -^-  =  p;  la  corde  NN'  se  n-iliiu  à  la  tan  génie  au 

cercle  au  point  Q.  Les  Jeux  branches  île  l'enveloppe  sont  confondues,  et 
cette  enveloppe  F  admet  pour  normales  les  tangcnles  à  In  coiirlie  C;  on 
dit  que  C  est  la  développée  île  F,  et  inversement  F  est  une  développante 
de  C  (voir  n"  206). 

Lorsque  </p  >  ds,  la  ilroile  (li)  ne  coupe  plus  le  cerde,  et  t'enveloppe 
est  imaginaire. 

Caustiques  secondaires.  —  Supposons  que  le  rajon  du  eercle  variable 
soit  proportionnel  à  la  ilislanrc  ilu  ci-nlre  à  un  point  lise  0.  Si  l'on  prend 
ce  point  (i\c  pour  origine,  l'équation  du  cercle  ol 

(X  —  a)'-T-  (  J  —  //  )»  r=  /.«(rtlH-  6»), 

k  étant  un  facteur  constant,  et  la  corde  des  contacls  a  ponr  équation 

(j;  —  rt)a'-r  {7  —  fr)6'-<-  A-»(aa'-4-  bb' )  =  o. 

Soient  8  et  S'  les  dislances  du  centre  M(a,  ff)  du  cercle  ù  la  corde  des 
conlacls  et  à  la  parallèle  ineuée  par  l'ori^jine;  on  lire  de  l'èqnalion  pré- 
cédente 5  =  k*è'.  On  obtiendra  ilonc  la  cnrde  des  contacts  en  prenant  sur 
le  rayon  MO  un  point  P  tel  que  Ml'  =  /.-^MO  et  abaissant  du  [)oint  P  une 
perpcndiculiiirc  «tir  l;i  lui>s<'"lfi  au  lion  du  cenlrc,  Suppiison»;  A"  <  1 ,  cl 
soit  K  la  branclic  de  l'enveloppe  du  cercle  qui   c*l  située  du   même  côté 

Fig.  4o. 


que  le  point  O  par  rapport  à  la  tangente  à  la  courbe  C.  Appelons  i  et  r  les 
angles  que  font  avec  la  normale  Ml  les  droites  MO  cl  MN  ;  on  a  {Jîg.  4°) 

.     .       Ma 
sint  =  xrk^         sin; 

Cela  posé,  imaginons  que  le  point  O  soîl  un  foyer  lumincuN,  cl  que  la 
courbe  €  soil  la  limiie  de  séparation  entre  le  milieu  où  est  le  point  0  et 


Mp 

sin  t        M  7 

MQ        1 

MM' 

sinr  ~"  \Vp 

Ml»  ^  * 
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un  nouveau  milipu  dnnt  l'indice  de  réfraction  par  rapport  an  premier  soh 

égal  à   .  •  Af>r(?«i  La  réfraction,  le  rayon  incident  OM  se  chanjge  en  un  rayon»] 

réfracté  MR  qui,  fraprcs  la  lui  tic  la  réfraclior,  est  précisément  le  prolon-l 
gement  de  NM.  Trius  les  rayons  réfractés  MR  Runt  donc  normaux  à  l'en-] 
vetoppc  K,  qu'on  np|v('lle  la  caustique  serominire  par  réfraction.  La] 
caustique  proprciuciit  ililc,  envi'lo[i|ie  des  rayons  réfracté*,  e?r  la  déve-l 
loppée  de  la  caustique  secorulaire. 

La  seconde  brandie  de  ren\elo[>pc  E'  n'a  évidemment  aucun  «en» 
physique;  elle  correspondrait  f>  un  indice  de  réfraction  négatif.  Si  l'on 
su[)pove  k  —  \,  l'enveloppe  E  se  réduit  au  point  O  liii-niérnc,  tandis  que 
l'enveloppe  h-'cft  le  lieu  des  symétriques  du  [vninl  0  par  rapport  au\  tan- 
gentes de  la  courbe  C.  Celte  courlie  cl  au«si  ia  rausliquc  secondaire /)ar 
rijlexion  pour  tes  rayons  lumineux  issus  du  jioint  O  se  réfléchissaul  >gr  ! 
la  courbe  C,  On  démontrera  de  la  même  façon  que,  si  de  chaque  puiiil  ; 
d'une  courlic  C  enintoe  centre  tin  décrit  un  <-»Tr)f  (Ifini  le  rayon  snii  prù- 
porlionnel  à  ladi«lîiiice  du  ccnlie  à  une  droite  (i^e,  on  ohtienl  pour  enve- 
loppes les  caustiques  secondaires  relativemcui  aux  rayons  lumineux  ijsu* 
d'un  foyer  à  l'infini. 

11.  -  CulIRBUtlE. 

20o.  Rayon  de  courbure.  —  D  it[Mf's  l'idée  vulf;aire  de  la  cour- 
bure, ou  cui)*i<)<"ie  la  cuiirbure  titiiie  ccmrlie  Ccminie  rrauta»! 
plus  pronorure  (|n'elle  sVcarle  plus  vile  de  sa  tangente.  Pour 
passer  de  celle  riolion  un  puu  vogue  à  une  définiiion  précise, 
cf>iisi{iëror\s  d'ahord  un  cei'cle.  Sa  courbure  auj^metite  (luand  le 
rajoii  diminue;  il  est  dune  naturel  de  choisir  pour  mesure  de  sa 
ciiurliufc    la    loiiclioti    du    rayon    hi    ]ilus    simple,    qui    aitginenle 

quand  le  rayon  diminue,  c'esl-à-dirc  l'inverse  du  ra^un  g-  Soîl, 

sur  un  ivercfe  de  rayon  R,  un  arc  AU  correspondant  à  un  angle 
au  centre  w;  l'an;.;le  dt-s  deux  langenlcs  aux  cxlrémités  A  et  B  a 
aussi  pour  valeur  a»,  el  la  longueur  de  l'arc  AB  a  pour  va- 
leur s  --^  R«<).   La  (;ourl>urc  du  cercle  est  donc  aussi  niesur«îe  p.ir 

le  quotient  -  •  Or  cette  nouvelle  d(*liuilioii  peut  s'étendre  à  un  arc 

de  courbe  plane  quelconque.  Soient  AB  un  arc  de  courbe  plane 
sans  ]>oinl  d'inilexion,  el  m  Fanj^lc  (pic  font  les  directions  de» 
tjngenlcs  aux  deux  esiréinilés,  ces  direr-lions  correspondant  à  un 
sens  de  parcours  déleriniuë,  par  exemple  le  sens  do  parcours  de  A 


< 
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vers  B  ;  le  quotient  — ^r  ^^t  ce  qu'on  appelle  la  courbure  moyenne 

de  l'arc  AB.  Lorsque  le  point  B  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  A,  ce  quotient  tend  en  général  vers  une  limite  qu'on  appelle 
la  courbure  au  point  A.  Le  rayon  de  courbure  est  le  rajon  d'un 


J/ 


Fig.  4i. 


cercle  qui  aurait  même  courbure  que  la  courbe  donnée  au  point  A, 
il  est  donc  égal  à  l'inverse  de  la  courbure.  Soient  s  l'arc  de  la 
courbe  compté  à  partir  d'un  point  fixe,  a  l'angle  que  fait  la  direc- 
tion de  la  tangente  avec  une  direction  fixe,  l'axe  Ox  par  exemple. 
11  est  clair  que  la  courbure  moyenne  de  l'arc  AB  est  égale  à  la 

valeur  absolue  du  quotient  —  ;  on  a  donc,  pour  valeur  du  rayon  de 
courbure  R, 

R  =  ±  lun  —    =  ±  -y- . 
As  at 

Supposons  l'équation  de  la  courbe  proposée  résolue  par  rapport 
ky,  soilj  =/(«?);  on  a 


a  =  arctangj'', 

rfa  =  ^-^,, ,         rfi  =  / 1  -f-y «  dx. 

et  par  conséquent 

(•7) 

Le  rayon  de  courbure  étant  une  quantité  essentiellement  posi- 
tive, le  signe  ±  indique  qu'il  faut  prendre  la  valeur  absolue. 
Imaginons  que  sur  la  normale  à  la  courbe  on  porte,  à  partir  du 
point  A  et  dans  le  sens  de  la  concavité  de  la  courbe,  une  longueur 
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égale  au  ra^on  do  coiirhure;  le  poinl  I  ainsi  oblcnii  esl  Fe  ctntrf 
de  courbui'f?,  et  le  cercle  décril  du  point  I  comme  cenlre,  avec  hd 
rayon  égal  à  R,  est  le  cercle  de  courbure.  Soienl  (jt,,  ^i)  les 
eoordonnées  du  centre  de  courbure;  ces  coordonnées  satisfont 
aux  deux  relations 


(x,  —  a:)  -+-  {yi  —y)y  =  o,        (x,  —  x)»+  (^,  — j')»  = 


(i-t-y«)« 


{ 


qui  expriment  que  ce  poiul  est  sur  la  normale  et  à  une  dislance 
du  point  A  égale  à  II,  On  tire  do  ces  deux  équations,  en  élimi- 
nant .r,, 


yi-y 


pour  savoir  le  signe  que  l'on  doit  prendre,  remarquons  qnc,  sij' 
est  positif,  comme  dans  le  cas  de  la  Jîg.  ^i»  y  y — y  doit  être 
positif,  et  il  faut  [ircndre  le  signe  4-.  Si  7^  était  nûgatif,  on  vr^r- 
rait  <]e  même  que  yt  — y  est  négatif,  et  il  faut  encore  prendre  le 
signe  -\-.  Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont  par  suite 
données  par  les  fornuulcs  ^ 


(18) 


y\—y 


r—  f      -Ti 


-y 


Lorsque  les  coordonnées  (.r,  v)d'un  point  de  la  courbe  sont 
exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  variable  /,  on  a  (n'  33) 


y-'£' 


y  = 


dx  d^y  —  dy  d*  x 


dx* 


et  les  formules  (17)  et  (18)  deviennent 


R 


dy*)^ 


("9) 


dx  d'y  —  dy  rf*.r 


_    dxidx*~t-  dy*) 
'^''  ~^'  "  dxd*y~dyd*x' 

dyidx*-hdy*) 


dx  d*y  —  dy  d*x 


En   un   point  d'inflexion,  y"=o,  et  le  rayon  de  courbure 
inlini.  En  un  poirrt  de  rebroiissement  de  première  espèce,^  peulî 

se  développer  suivant  les  puissances  de  jr*^,  commençant  par  un 
terme  en  x;  j^a  une  valeur  finie,  tandia  quc^esl  infini  :  le  rajon 
de  courbure  est  nul. 
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Remarque.  —  Lorsque  le<v  rriAiilonnccs  stmi  exprimée»  en   fonction  i!c 
l'arc  de  la  courbe  pris  pour  variable  initépenilante 

les  foactions  q  et  <{'  satisfonl  à  lu  relation 

puisque  l'on  a  rfj:' -+-  dy*^=  ds-,  el  par  suile  aussi  à  la  relation 

o'ii'-t-  i!i'  'Y  =^  o. 
On  liéJuil  de  lu,  ca  les  riisoivant  par  rapport  à  o'  et  'y, 

?  = 


où  e  =^  d:  I,  et  la  formule  qui  iJoiiiic  lu  rayon  de  rourbuie  prend  la  forme 
élégante 

tao)  ïJi  =  t<?''(.«)l'+[4''(*)]'- 

206.  Développées.  —  Le  centre  de  courbure  en  cliaqwc  point 
eit  la  position  limite  du  point  de  rencontre  de  la  nonnule  avec  lo 
normale  infiniment  voisine.  Ecrivons,  en  efTct,  rc(|uation  de  lii 
normale 

X  et  Y  étant  les  coordonnées  courantes;  pour  avoir  le  point  de 
rencontre  avec  la  nornialc  iiillniincnt  voisine,  il  faut  joindre  à 
celte  équation  la  dérivée  do  premier  membre  par  ia[iport  au  para- 
mètre variable  x,  c'est-à-dire 

-  (—/»-»-(  Y— j)y=o. 

La  valeur  de  Y  que  Ton  en  déduit  est  précisément  l'ordonnée 
du  centre  de  courbnre,  ce  qui  démontre  la  proposition.  Il  snil  de 
là  que  le  lien  <les  cenires  de  cciurbunî  d'une  courbe  plane  n'est 
autre  que  l'enveloppe  des  normales  on  liévcloppre  de  cette  courbe. 

Pour  étudier  de  plus  près  les  relations  d'une  courbe  avec  sa 
développée,  nous  expliquerons  d'abord  quclcpies  conventions. 
Sur  (me  courbe  plane  comptons  l'arc  à  partir  d'un  point  fixe 
choisi  pour  origine  dans  \\n  sens  déterminé,  et  soit  1  l'angle  que 
fait  avec  Oj;  la  direction  de  la  langcote  menée  dans  le  sens  des 
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arcs  croissanls.  De  la  formule  Lnnpa  ~:  ±  .r'i  on  déduit 


cosa  —  ± 


/i+y» 


on  doil  prendre  le  signe  H-  dans  le  second  memhrc,  car,  si  x\ 
croissent  en  même  (emps,  l'angle  a  csl  aigu,  landis  c|ii'il  est  oblus' 
si  X  el  s  viuienl   en  sens  contraire  (n"  81).  On  ;i    de   même,  en 

désignant  par  ^  l'angle  de  O^avec  la  tangente,  cos|i=  -^,  elce 
formules  peuvent  encore  s'écrire 


ilx 


dv 


l'angle  a  étant  compta'  coimneen  Trigonométrie.  Observons  encorftj 
que,  sur  un  arc  n'onV.Tnt  pas  ilc  point  d'inilexion,  on  peut  choiâiff 
un  sens  de  parcours  tel  que  x  et  at  varient  dans  le  même  sens,  de  ' 

façon  que  l'on   ait  U  =  -,  •  Lorsqu'il  en   est  ainsi,  la  direction 

du  segment  tijant  pour  origine  le  point  de  la  courbe  el  pour 
exlrémilé  le  centre  de  courbure  fait  (comme  il  est  aisé  de  s'en 
assurer,  en  examinant  les  deux  cas  possibles  pour  la  figure)  uo 

angle  a,  ^  a  ^ —  avec  l'axe  des  x.  Les  coordonnées  (jr,,  j»',)  do 

centre  de  courbure  sont  alors  données  par  les  formules 


.>i 


=  T  +  R  cos(  a  -+-  -"  j  =  j R  singt, 

=  r  -4-  R  siii  (a  -(-  '■  \  =_r  ■+■  R 


cosa; 


d'où  l'on  déduit 


d.i"i  —  cosa  i/s  —  H  cosa  dt  —  sina  </R  =  —  sina  c/R, 
f/Ki  =  sina  ds  —  R  sina  rfa -t-  cosa  d\{  =       cosa  rfR. 

On  lire  d'abord  de  ces  formules  -~  =  —  cola,cequi  prouveqiK' 

la  tangente  à  la  diH'cIoppée  est  la  normale  à  la  courbe  proposer, 
comme  on  l'a  d«'monlrc  directement.  On  a  ensuite  la  relation 

rf*î=  dr]-^dj'*  =  dï\*, 

ou  rfs,  =  ihf/R.  Supposons;,  pour  fixer  les  idées,  que,  lorsqu'on 
se  déplace  sur  la  courbe  C  de  M,  en  M^,  le  rayon  de  courbure  aille 


« 
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constamment  en  croissanl,  eL  compluti'i  Tare  de  la  développée  de 
façon  (ju'il  aille  en  croissant  avec  U.  La  formule  |>récédenle  donne 
dSi  =  cûX,  on  en  tirent  =  R  -{-  Cet,  par  suite,  arc  I,  Iî=:  Kj  —  R,  ; 
l'arc  de  la  déx'eloppée  est  donc  égal  à  la  différence  des  rayons 
de  courbure  de  lu  courbe  ((j)  correspondant  aux  deux  extré- 
mités. 

Celte  propi'iéltî  fournil  im  moyen  mécanique  pour  décrire  d'un 
Irait  conlinn  la  développante  (C)  connaissant  la  développée  (D). 
Imaginons,  en  elTel,  qu'un  til  soîl  enroulé  sur  la  développée  (D)  à 
partir  d'un  point  arbitraire  A  et  s'en  détache  au  point  Ij  pour 


Fig.  4i. 


snîvre  la  tangente  IîM^;  il  suffira   de  couper  le  111  en   Ma  et  de 

reiiroiiler  sur  la  développée  en  le  maintenant  toujours  tendu  : 
l'exlréniité  décrira  la  ilévnloppantc  (C). 

Cette  constriiclioii  peut  encore  s'énoncer  comme  il  suit  :  Soit  s 
l'arc  AI  de  \a  développée;  sur  chaque  tangente  à  la  dévelop[»ée 
on  porte  une  longueur  IM  =  /,  telle  que  l  -\-  s  =  const.  En  faisant 
varier  celte  constante,  on  olitieut  une  infinité  de  dévelop[>antes 
qui  se  déduisent  toutes  de  l'une  d'elles  en  portant  sur  la  normale 
une  longueur  constante  arbitraire. 

Du  reste,  ces  propriétés  se  déduisent  très  aisément  de  la  for- 
mule générale  qui  donne  la  diflérentiellc  de  la  longueur  d'un  seg- 
ment (n'Sa) 

dl  ^=  —  <Itx  cosiO]  —  f/ajcos<oj; 

si  la  droite  est  tangente  à  la  courbe  décrite  jiar  Tune  de  ses  extrë- 
mitësel  normale  à  la  courbe  décrite  [)ar  l'autre  extrémité,  on  peut 


Hlj^  CBAPITRB    X.    —   COVHBES  PLANES. 

prendre  uj,  =  ti,  Uj  =  -»  ce  qui  donne  dl  —  t/j,  =  o.  Si  la  droite 

est  normale  à  l'une  des  deux  courbes,  el  la  longueur  /  consUute, 
on  a  rf/=  o,  cosw,  =  o,  et  par  suite  coswm  =  o. 

L'énoncé  iirécédcnl,  relatif  ù  l'arc  de  la  développée,  suppost 
essenlicllemenl  que  le  rayon  de  courbure  varie  dans  le  même  sens 
ei»Ue  les  deux  evlrémilés.  Dîtns  le  cas  contraire,  renoncé  iloil 
^Ire  modifié;  remarquons  d'abord  que  si,  en  un  point,  le  rajon 
de  courbure  est  maximum  ou  minimum,  ou  a  dR  =  o,  el  par  suite 


dx,  =  rfj',  :=  o;  la  développée  présenle  donc  un  point  de  rebrous- 
semcnl.  Supposons,  par  exemple,  f|ue  le  rajon  do  courbure  soil 
maximum  pour  le  point  M  ;  on  a 


et  par  suite 


arcll,^  I.M  -  l,M|, 
arc:l(<  =  IM  — I,M„ 

aicl,ll,=  alM  -  IjMj-  IjMj- 


La  dilTi-rcnce  LMi  —  I^Mj  représente  la  dill'érence  des  deux 
arcs  11,,  IIj  et  non  leur  somme. 


207.  Cycloïde.  —  La  cyctoïHc  est  la  courbe  décrite  par  un  point  d'une 
circonférence  qui  roule  sans  glisser  sur  une  droite  fixe.  Prenons  ftour  a\e 
des  X  la  droite  fixe,  pour  origine  le  point  de  celte  droite  où  la  circonté* 
rence  lui  estiangenle  au  dél>ul  du  mouvement,  el  pour  axe  des  ^  la  drnilc 
perpentliculaire.  Lorsque  la  circonfércTice  mobile  est  tangente  en  I,  If 
jioint  (le  celte  circonférence  qui  était  (î'nliord  en  O  est  venu  en  M,  et  l"" 
u  arc  IM  =  OJ.  Prenons  pour  variable  imlrpendanle  l'angle  ç  que  fait  l< 
rayon  CM  avec  Cl;  nn  n,  pour  les  eooi-dn nuées  du  point  M  (voîryï^.  4J)i 
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P  et  Q  étant  les  projections  du  point  M  sur  01  et  IT, 
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ar  =  01  —  IP  =  R(p  —  R  sinç,        jk  =  MP  =  IC  -i-  CQ  =  R  —  R  cos<p, 

Et  i)  est  facile  de  s'assurer  que  ces  formules  sont  exactes,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  l'angle  f.  Après  un  tour  complet,  le  point  décrivant  a  décrit 


,y 

Fig.  4'.- 

T              B 

Di^ 

0 

r 

W^- 

T'            É' 

l'arc  OBOi,  et,  si  le  mouvement  se  continuait  indéfiniment,  on  aurait  une 
infinité  d'arcs  égaux  à  celui-là. 
Des  formules  précédentes  on  lire 

ar  =  R(9  —  sinip),        rfa?  =  R(i  —  cos<p)rf<p,        d*x  =  Rsin<f  dif*, 
^=R(i — cosç),        <fy  =  Rsin<fdif,  d*jr  =  Rcos<fd<f*; 

le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  peut  s'écrire 

dy  sin»  o 

-f  = 3—  =cot-^, 

dx       I  —  cosif  a 

re  qui  montre  que  la  tangente  en  M  est  précisément  la  droite  MT,  car, 
dans  le  triangle  isoscèle  ftlTC,  l'angle  en  T  est  la  moitié  de  l'angle  exté- 
rieur MCI  =  <p.  La  normale  en  M  est  donc  la  droite  MI  qui  joint  le  point  M 
au  point  de  contact  du  cercle  avec  la  droite  fixe. 
Pour  avoir  l'arc  de  la  cjcloïde,  nous  avons  la  formule 

ds*=  R*a!p*[sin*<p -4-(i — coscp)*]  =  4R*  s'"*,-  df*, 


ou 


</*  =  2R  sin-  d<f, 


■i  l'on  compte  l'arc  de  façon  qu'il  augmente  avec  «p.  On  en  tire,  en  pre- 
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nant  le  point  0  pour  origine  des  arcs, 


=  jR^i  — cos|j; 


la  longueur  de  l'arc  OBOi  s'obtient  en  faisant  cp  =  2n,  ce  qui  donne  8R. 
L'arc  OMB,  compris  entre  l'origine  0  et  le  point  le  plus  haut  B,  est  donc 

égal  à  4B,  et  l'arc  BM  de  la  figure  a  pour  expression  4Rcos-«  Mais  le 

© 
triangle  MTC  donne  MT  =  a  R  cos^  :  on  a  donc  arc  BM  =  aMT. 

On  a  de  même  pour  l'aire  de  la  cycloïde 

JU  =   /    y  dx  =   j     R»(i — acoso-h  C05*«p)  rf«p 

•  0  '0 

/'P/S  cosaoX    , 

c'est-à-dire 

^^,  =  ^  -  o  — asm»  H — -L  jRî; 

l'aire  comprise  entre  l'arc  OBOi  et  la  base  OOi  est  donc  égale  à  3rR«, 
c'est-à-dire  à  trois /ois  l'aire  du  cercle  générateur.  (Galilée.) 

La  formule  qui  donne  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  plane  devieal 
ici 

SR'sin''?-  </»» 

a      *  o 

p  =  =  4R  sin-^; 

aRîsin'^rfo»  '' 

■i 

or  le  triangle  MCI  donne  la  relation  MI  =  iRsin-»  On  a  donc  a  =aMI, 

et  le  centre  de  courbure  s'obtiendra  en  prolongeant  la  droite  MI  au  delà 
du  point  I  d'une  longueur  égale  à  cllc-niènie.  Cette  propriété  permet  île 
trouver  la  développée.  Considérons,  en  elTot,  le  cercle  symétrique  du  cercle 
mobile  par  rapport  au  point  I,  cl  le  point  M'  où  la  droite  MI  coupe  ce 
cercle;  on  a  évidemment  M'I  =  ^MI,  de  sorte  que  M'  est  précisément  le 
centre  de  courbure.  Or  on  a 

arcT'M'=TtR  — arcIM'=T:R-arcIM  =  -R-OI, 

ou  encore 

arcT'M'=OII— 01  =  III  =  T'B'. 

Le  point  M'  décrit  donc  un  arc  d'une  cvcloïde  égale  à  la  première  dont  le 
point  de  rebroussoment  serait  en  B'  et  le  sommet  en  O.  Lorsque  M  décrit 
l'arc  BOi,  le  point  M'  décrit  un  autre  arc  symétrique  du  premier  par  rap- 
port à  BB'. 
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208.  Chaînette.  —  La  chaînette  est  la  courbe'  plane  représentée,  dans 
un  système  d'axes  rectangulaires  convenablement  choisi,  par  l'équation 


(•Al) 


y 


=  ?(«'*+«  "); 


elle  présente  la  forme  indiquée  en  iMAM'  sur  la  Ggure  (^ff.  45). 

Fig.  45. 


'^^^ 


De  l'équation  (-21)  on  déduit 

y=  IL"— e""),         y'=  —  (e"-t-c'~")=  ^, 


(  ^     --V 
i-i-y«= ; — i-  =  <■■■, 


soit  <p  l'angle  de  la  tangente  TM  avec  Ox;  de  la  valeur  de^'  on  tire 


e" — e    "                                ■!  a 

sino  = ,         coso  =  =  -. 

•  J-  _.r  .  .r  _.!■  y 

e"-h  e    "  e"-i-  e    " 

Le  rayon  de  courbure  R  a  pour  expression 

y"  «' 

or,  dans  le  triangle  MPN  on  a  MP  =  MN  cos<p,  et  par  suite 

!\1  F         r* 
MN=  -  —  =  -— . 

coso         a 

Le  rayon  de  courbure  de  la  chaînette  est  donc  égal  à  la  normale  MN; 
il  serait  facile  d'en  déduire  la  développée.  L'arc  AM  de  la  chaînette  est 
G.  32 


égal  à 
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-r 


dx=.^[e^-e    «), 


ce  qui  pfu\.  encore  s'écrire  j  :=>•  sinç;  si  du  poinl  P  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire Pr/i  sur  la  tangente  MT,  le  iriangle  PM»i  donne 

M  m  ==  M  P  sin  ç  =  *. 

L'arc  AM  est  donc  égal  à  la  longueur  Mm, 

209.  Tractrice.  —  l.a  courbe  décrite  par  le  point  m  est  appelée  trac- 
trice;  c'est  une  dévcloijpunlc  de  la  ehaînctlc,  ayant  un  point  de  rebroii»- 
sement  en  A.  La  tangente  en  m  à  celte  courbe  est  précisément  la  droite  mP: 
mais  le  triaiigle  WPm  donne  aussi  mP  =^cosç  =  a,  de  sorte  que  la  lon- 
gueur mP  de  la  tangente  à  la  tractrice,  comprise  entre  le  poinl  de  con- 
tact m  cl  l'axe  des  jr,  est  constante  et  égale  à  a.  La  tractrice  est  d'ailleur» 
la  seule  courbe  jouissant  île  cette  propriété. 

Le  triangle  MTP  donne  également  la  relation  Mm  x  ntT  c=  a*,  de  >orlc 
que,  dans  une  tractrice,  le  produit  du  rayon  de  courbure  par  la  Dornmle 
e«t  constant  ;  mais  celte  propriété  appartient  à  une  infinité  d'autres  courbes 
planeii. 

Soient  {X|,  j'i  )  les  coordonnées  du  poinl  m;  on  a 


( 


3-,  =  ar  —  jcosip  =x  —  n  — ~ , 

J'\=r  —  ssm'^  -  — -, 


et,  en  posant  e"  =  tang-i  ces  formules  deviennent 


(M) 


Xt  =  a  cos 


6-t-  a  log/  lang-  J 


^1=  a  sin6. 


Lorsque  le  paramètre  0  varie  de  -  à  it,  le  point  (a^i,  j'j)  décrit  l'arc  A  wi 

asymptote  à  Ox;  0  variant  de  —  à  o,  le  poinl  {ari,_;'j)  décrira  l'arc  Km' ri, 

symétrique  du  premier  par  rapport  à  O^,  et  correspondant  à  la  branche  AM' 
de  la  cbaineltc. 


210.  Équation  intrinsèque.  —  Proposons-nous  de  déterminer  o»« 
courbe  plane,  connaissant  le  rayon  de  courbure  en  fonction  de  l'ifti 
R  =  ç(f).  En  désignant  par  a  l'angle  que  fait  avec  Qx  la  direction  de  II 
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tangente,  on  a  B  = 


da 


,  et  par  suiie 


ds 


dii=±~  =  zL 


ds 


on  en  lire  a  par  une  cjuadraUire 


a  =  aû± 


'    d» 


f    —' 


On  a  ensuite  x  vi  y  par  deux  nouvelles  quadratures 


x«- 


J'     cosarf*,         y  =  y^+   j     sinx</(. 


Ces  courbes  dépendeni  de  trois  constantes  arp,  yi,,  Oo;  mais,  si  l'on  n'a 
«gard  qu'à  la  finmc  et  non  à  la  |in«ilion.  on  n'obtient  en  lêalilé  qu'une 
seule  courbe.  Considérons,  en  elTeL,  la  eourbe  particulière  C  représentée 
par  les  formules 

X=   /     ces      /     —-—Xds,         Y=    I     sinl    i     — —    ds, 

les  formules  générales  peuvent  s'écrire,  on  prenant  d'abord  le  signe  -(-, 

X  =  a^o-t-  X  cosao —  Ysino,, 
y  sj'j-H  XsinBo-+-  Y  cosao; 

ce  sont  les  formules  qui  défînisFent  une  transformation  de  coordonnées. 
En  prenant,  de  même,  le  signe  —  devant  ip(ï),  on  obtiendrait  une  combe 
symétrique  de  la  courbe  G.  Une  courbe  plane  est  donc  complètement 
déterminée,  quant  à  la  forme,  si  l'on  connaît  le  rayon  de  courbure  en 
fonction  de  l'arc.  L'équation  R  =  <p(i)  s'appelle  ['équation  intrinsèque 
de  la  courbe.  D'une  façon  plus  générale,  si  l'on  connaît  une  relation  entre 
deux  des  quantités  R,  s,  a,  la  courbe  est  complètement  définie  de  forme, 
tt  l'on  peut  Liblenir  les  ronrdlonnées  par  des  quadratures.  Ainsi,  si  l'on 
connaît  H  en  fonction  de  langle  a,  R  =/(a),  on  a  ds  =■  f{i)dt,  puis 

dx  =  cos  af(  9.)da, 
dy  =  sin !_/■(«)  do.; 

et  l'on  obtient  x  et  ^  par  ileux  quadralures.  Par  exemple,  si  R  est  con- 
stant, on  déduit  de  ces  formules 

X  =r  :r()+ R  sinat,        j'sjj— Rcosa; 

la  courbe  chcrcbéc  est  donc  un  cercle  de  rayon  R,  résultat  évident  d'après 
la  propriété  de  la  développée.  L'arc  de  celte  développée  devant  dire  nul, 
il  est  clair,  en  cfTct,  qu'elle  doit  se  léduire  ;i  iiii  piiiiil. 
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Proposons-nous  encore  de  trouver  uik'  couihe  plane  dont  le  ra\un  èi 

a* 

rourbure  soit  inversement  proportionnel  à  l'arc,  R  =  — ;  on  a  d'abord 

''sf/s 


J.UIs 


f'sfis         *« 
a  =    /     — -  =  — - , 

J^      a"         a  a* 

X"   l    cos- — -(/s,         y—   f    sin — -  ds. 

Quoiqu'on  ne  puisse  pas  obtenir  ces  iiitcgrales  sous  forme  explicite,  itj 
est  facile  de  se  faire  une  idée  de  la  forme  de  cette  courbe.  Lorsque  s  croili 
de  o  à  -t-  XI,  jr  et  _y  tendent  vers  une  limite  finie,  en  passant  |>ar  une  infi-| 
nité  de  ma\in]t)  et  de  miiiJma  ;  la  couil>e  a  donc  la  forme  d'une  spirale,f 
avec  un  pciirit  a!ij'm|>lote  sur  ta  Jrûitc_^  ■=  x. 

Ut.  -  CONTACT  DES  COURBES  PLANES. 

211.  Ordre  du  contact.  —  Soient  C  cl  C  deux  courbes  planes 
l.Tiigenles  en  un  puinl  A.  A  chaque  poinL  rn  de  (a  courbe  C  voisin 
du  point  A  irnagiiKins  qu'on  fasse  rarrespondre,  d'après  une  loi 
qui'lt:iiiir|tie,  un  jioiiil  ni'  de  la  courbe  G',  de  telle  façon  nue  le 
point  m'  vienne  en  \  en  même  temps  que  le  point  m.  En  prcnanl 
eoniMie  iiiliniineiil  |n.'ll(  principal  l'arc  A  m,  vu,  ce  qui  revient  uu 

Fig.  46. 


^ 


même,  la  corde  \m,  nous  allons  d'abord  chercher  quel  mode  (If 
correspondance  il  faut  adopter  pour  que  ronhv  iidinitéâinial  Jf 
mm'  par  rap]iorl  à  Am  soit  le  plus  grand  pii>,-.ibl«-.  Uiqiporlon<> 
pour  cela  les  deux,  courbes  à  deux  axes  rie  coordounccs.  rectan- 
gulaires ou  obliques,  l'axe  des^  n'ëlanl  pas  paralbMe  à  la  tangente 
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commune  AT.  Soient 

(C)  ^  =/{*), 

<C')  M^Fix), 

les  équations  des  deux  courbes,  et  {Xo,yo)  les  coordonnées  du 
point  A  ;  les  coordonnées  du  point  m  seront  x^-h  h  el/(Xe  -\-  h), 
et  celles  du  [koinl  nï  seront  de  même  Xo-\-  k  el  F(j:o-f-  ^'Oj  /»'  dési- 
gnant une  funclion  de  h  qui  tend  vers  zéro  avec  A,  et  qui  définit 
le  mode  de  eorrespondance  adopté  enlre  les  points  des  deux 
courbes.    Observons   encore   qu'on    peut   remplacer   l'inliniment 

petit  priiieîpal  Am  par  h  =  ap,  car  le  rapport  -r^—  tend  vers  une 

limîle  finie  différente  de  zéro  lorsque  le  point  ni  se  rapprocite 
indé(ininient  du  point  A. 

Ctda  posé,  admettons  que,  [tour  nn  certain  mode  de  correspon- 
dance adopté,  nif))'  suit  un  infiniment  petit  d'ordre  r -\-  i  par  rap- 

a 

port  ù  h;  mm'   est  alors  un  inliniment  petit  d'ordre  ar  -t-  2. 

Or  on  peut  écrire,  0  désignant  l'angle  des  axes, 
»i/n'*=fF(x,-i-/,)— /(ro-hA)-t-(A-  — /()co3a]»-+-(A— /g'sin'O; 
il  faut  donc  que  chacune  des  différences  k  —  A  et 

F(T„-+-A)-/(a:o-t-/0 

soil  un  infiniment  petit  d'ordre  r -+-  1  ;ui  moins,  c'est-à-dire  que 

l'on  ail 

A-  =  /!-+- a  A'-'-',         F(x„-(- A)-/{xo-r/i)=  P /»'•+', 

a  el  p  étant  des  loncLions  de  h  qui  restent  finies  lorsque  h  lend 
vers  zéro.  La  dernière  formule  peut  s'écrire 

si  l'on  imagine  F(xg-{-  h  -h  y.h^'*'*)  développé  suivant  les  puis- 
sances de  ot,  la  partie  f|in  dépend  de  a  est  un  infiniment  petit 
d'ordre  /•+  1  au  iiiuiiis,  la  dinérence 

A  -:  F(,r„-»-A)— /(xo-hA) 

est  donc  un  infiniment  piUit  d'ordre  au  moins  égal  à  r -f-  i ,  mais 
peut  être  d'ordre  supérieur.  Or  cette  différence  A  représente  la 
dislance  nin  des  points  des  deux  courbes  C,  C,  quisont  situés  sur 
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une  même  parallèle  à  l'axe  O^.  Puisqu'en  remplaçant  le  point  m' 
par  le  point  /;  on  ne  peut  qu'augmenter  l'ordre  infînilésimal 
de  mm',  on  en  conclut  que  /a  distance  de  deux  points  corres' 
pondants  des  deux  courbes  est  de  l'ordre  infinitésimal  le  plut 
grand  possihle  lorsque  1rs  points  correspondants  sont  situèt\ 
sur  une  paralli'le  à  l'axe  Oy.  Si  cet  ordre  est  égal  à  /•  -f-  i ,  oaj 
dit  que  les  deux  courbes  ont  un  contact  d'ordre  r  au  point  A. 

Remarques.  —  Celte  définilion  donne  lieu  à  un  certain  nombre] 
de  remarques.  L'axe  Oy  est  en  dcfniiLive  une  droite  assujettie  i] 
le  seule  condition  de  ne  pas  être  parallèle  à  la  tangente  commuDM 
.\T;  on  peut  donc,  pour  évaluer  l'ordre  du  contact,  faire  corres»! 
pondre  les  points  des  deux  courbes  situés  sur  ime  droite  parallèle 
à  une  droite  llxe  D,  non  parallèle  à  la  tangente.  Le  raisonnement 
précédent  prouve  que  l'ordre  infinitésimal  ohleou  no  dépend  pas 
de  la  ditectiou  de  la  droite  D;  c'est  ce  qu'il  est  aisé  de  vérificr.J 
Supposons,  en  ctlct,  que  par  un  point  m  de  la  courbe  C  on  mèosi 
deuï  droites  mm'  et  nin  {fig.  4^)  parallèles  à  deux  directions  Gxcïj 
autres  que  la  tangente.  Dans  le  triangle  mm' n,  on  a 


mm 
inn 


un  mm  n 


lorsque  le  point  m  se  rapproche   du   point  \,  les  angles  mnm', 

mm' n  ont  des  limites  différentes  de  i>  et  de  n,  car  la  corde  m' n  a 
pour  limite  la  tangente  AT,  et  par  conséquent  mm'  est  du  même 
ordre  rpic  nin.  Le  mémo  calcul  pinuve  que  mm'  ne  peut  pas  être 
un  inliniincnt  petit  d'ordre  supérieur  à  mn,  quelle  que  soit  la  con- 
slnirtion  dont  on  déduit  le  point  m' du  point  m,  puisque  le  nu- 
mérateur slu //moi'  a  une  limite  finie  différente  de  zéro. 

On  a  pris  pour  infiniuicnt  petit  ptincipal  l'arc  Am  ou  la  coH»? 
Afïi-  on  aurait  obtenu  le  même  résultat  en  prenant  pour  infinirueni 
petit  l'arc  An  de  la  courbe  C,  car  Xm  et  A/i  sont  du  même  ordre. 

Lorsque  deux,  courbes  C,  C  ont  un  contact  d'ordre  r,  on  peut 
imaginer  une  infinité  de  correspondances  entre  les  points  m,  ni 
des  deux  courbes  de  façon  que  mm'  soit  un  infiniment  petil 
d'ordre  r -\- i .  U  suffit  de  prendre  /i== /i  +  01/1'+',  .?  étant  "tr, 
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et  a  étant  une  fonction  de  h  qui  conserve  une  valeur  finie  lorsque 
/t  =  o.  Si  l'on  avait  s  <Ct  mm!  serait  d'ordre  «4-1  seulement. 

212.  Pour  avoir  l'ordlre  du  contact  des  deux  courbes  C,  C,  il 
faut,  d'après  cela,  évaluer  l'ordre  infinitésimal  de 

Y-^=F(a:oH-A)-y(a;o-l-/i) 

par  rapport  à  h.  Les  deux  courbes  étant  tangentes  au  point  A,  on 
a  d'abord  ¥[xa)=.f{x^),  F'(xo)=/'(xo),  mais  il  peut  se  faire 
qu'un  certain  nombre  d'autres  dérivées  des  deux  fonctions  soient 
égales  pour  Xq-  Supposons,  pour  prendre  le  cas  général,  que 
l'on  ait 

(  F(r„)=/(a:„),        F'(x^)^f{x^), 

""^^  \  F'{xo)=/"{T,),         ...,         F(")(a?„)=/"»)(a;,), 

les  dérivées  suivantes  F<""''*'(a;o)  et  /'"■*"' '(.To)  étant  inégales.  En 
appliquant  la  formule  de  Taylor  aux  deux  fonctions  F(x)  el/{x), 
nous  pouvons  écrire 

Y  =  F(xo)-4-yF'(a;,)+... 


An  A"-»-' 

i.ï...rf'      ^      '       i.2...(n  +  i) '^•'  ^      '         ^' 

et,  en  retrancbant  membre  à  membre, 

(>4)       Y-j=.j-^-^iî^-^[FC'.-M)(a:o)-/(»+"(«o)+s-s']. 

e,  e' étant  infiniment  petits.  L'ordre  du  contact  des  deux  courbes 
est  donc  égal  à  Vordre  des  plus  hautes  dérivées  des  fonc- 
tions f{x)  et  F(x),  qui  sont  égales  pour  x  =i  X(,. 

Les  conditions  (aS),  données  par  Lagrange,  expriment  aussi 
que  l'équation  ¥{x)=f{x)  admet  x=:Xo  pour  racine  multiple 
d'ordre  n  + 1 .  Or  cette  équation  détermine  les  abscisses  des 
points  communs  aux  deux  courbes  C,  C;  on  peut  donc  dire  que 
deux  courbes,  qui  ont  un  contact  d'ordre  n,  ont  n  -\-  i  points  d'in- 
tersection confondus  en  un  seul. 
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I.a.  formule  (24)  luorure  <|iie  Y  —  y  change  de  signe  avec" 
lorsque  n  esl  pair,  el  ne  cliange  pas  de  signe  lorsque  n  esl  impair. 
Donc  deux  courbes  qui  ont  tin  contact  d'ordre  impair  ne  se 
traversent  pas  au  point  de  contact,  et  deux  courbes  qui  ont  un 
contact  d'ordre  pair  se  traversent.  [1  esl  aisé  de  s'en  rendre 
compLe.  Considéioiis,  prmr  fixrr  les  idées,  une  courbe  C  Iraver- 
sanl  la   courbe  G   en    Irois   pniuls  voisins   du    point  A;    si   celte 
t:(>urbo  C  se  déformer  d'une  niiinièrc  conliriuf,  de  façon  que  les 
liois  points  d'iolcrsecliou  viennent  se  confondre  au  point  A,  U| 
position  limite  de  C  a  un  contact  du  second  ordre  avec  C,  et  ilj 
suffit  de  faire  la  figure  pour  voir  que  les  deux  courbes  se  Ira-' 
versent  au  poir>l  A.  Le  raisonnement  est  évidemment  général. 

Lors(|ue  It^s  é(| nations  des  dens  courbes  ne  sont  pas  résolues  J 
par  rapport  aux  ordonnées  jj/  el  Y,  ce  <|iii  est  (e  cas  générai,  les  | 
règles  du  calcul  des  dérivées  perjuetleiil  toujours  de  former  les 
conditions  nécessaiies  pour  (]ue  les  deux  courbes  aieni  un  contact] 
d'ordre  n.  Le  problème  n'olï're  donc  aucune  diflicultë  spéciale. 
Nous    examinerons    seulement    quelques   cas    particuliers,    d'une] 
application   frét|ucnle.   Supposons  d'abord   que   les  coordonnées 
d'un  point  de  chaque  courbe  soient  exprimées  en  foucliua  d'un 
paramètre  variable 


<G) 


<G') 


X=/(u), 


et  que  pour  une  valeur  particulière  ^o  o"  ^'l  ^  1^  '^'^'S 'M'o)  ^^  ?('•)»] 
'!,'((„)  ^=  ■V(ïo),  de  façon  que  les  deux  courbes  soient  tangentes 
point  A,  de  coordonnées  y"(/o),  ip(/o)'  Si /'(/c)  n'est  pas  nal,  • 
que  nous  supposerons,  la  tangente  ciMiimune  n'est  pas  parallèle] 
à  Oy,  el  l'on  obtient  les  poinls  des  deux  rourbes  qui  ont  lurmeJ 
abscisse  en  posant  u=t,  D'aulre  part,  A'  —  .r»  est  du  prcmicrl 
ordre  par  rf«pport  à  t  —  /„,  et  nous  souunes  encore  ramenés 
évaluer  l'ordre  infinitésimal  de  i]/(^)  —  'f  (0  P^'"  rapport  »  t  —  tf. 
Pour  que  les  deux  courbes  aient  unjcontacl  d'ordre  n,  il  faut 
il  suffit  que  l'on  ait 


(25)(!f(to)  =  <f(lo),        -i-ï^o)  =?'(«<.), 


'l''"('o  )=<?""('•). 
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I 

el  le  conlacl  esl  d'ordre  n  sculi-meiiL,  si  les  deux  dérivées  <j/"'+"(/o) 
el  '.p'''+"(/o)  scinl  luégales. 

Corisidt';r(>ns  encore  le  cas  où  la  courbe  G  esL  représentée  par 
les  deux  équalions 

la  courbe  C  ajanl  pour  ô(]ii;tlinii  F(.a:,  >')  =  o.  Ce  cas  peut  se 
ramener  au  prL'Ct'dent  ;  remplaçons  x  par /"(<)  dans  ¥[x,y)  et 
soil^=  'v(')  la  loiiclioii  implic.ile  définie  par  la  relalion 

(27)  r[/u),  <^(o]  =  o, 

de  sorte  tpi'on  peut  aussi  regarder  la  courbe  C  comme  icpré- 
sentée  par  le  sjsléme  des  deux  équations 

l'our  que  les  deux  courbes  (>,  C  aient  un  contact  d'ordre  n  an 
point  A  qui  correspond  à  la  valeur  ta  du  pararaètre,  il  faut  que 
les  relations  (a5)  trouvées  pUis  haut  soient  satisfaites.  Or  les 
dérivées  successives  de  la  fonction  implicite  'i'(')  se  déduisent  des 
équations 


(29) 


on  obtiendra  les  conditions  du  contact  en  faisant,  dans  ces  for- 
mules, t-=ta,  x—/((g),  .L(;„)=(p(f<,),  <i''(/|,)=  »'(/„),  ..., 
({/"•> (fj ):=  o"»'(^o).  Ces  conditions  peuvent  s'énoncer  comme  il 
suit.  Posons  é{t)=  F[/(f),  'f{t)]y  pour  que  les  deux  courbes 
aient  un  contact  d'ordre  n  au  point  (  =  l^,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait 

(3o)  ^(/„)  =  o,  ,f'(/„)  =  o,  ....  ,f('"(/«)  =  6. 

L'équation  ,?(/)^o  donne  les  valeurs  du  paramètre  t  qui  cor- 
respondent aux  points  d'inlcrsection  des  deux  courbes.  Les  condi- 


5i)(i 
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lions  du  contact  expriment  encore  que  cette  équation  admet  t  — 
pour    racine    miilliple    d'urdre   /» -f- i ,   c'esl-à-dire    que   les  deuii 
courbes  ont  n  +  i  points  communs  confondus  en  un  seul. 

213.  Courbes  osculatrices.  —  Liant  donnée  une  courbe  déler- 
mincc  C,  et  une  courbe  C,  dépendant  de  n  -H  i  paramètres  a,  b,\ 
c,  ...,  l, 

(3i)  F(r,  _/,  o,  6,  r,  . ..,  /)  =  o, 

on  peut  choisir  les  valeurs  de  ces  n  ■+-  i  paramètres  de  façon  quel 
la  courbe  C'ait  avec  la  courbe  C,  en  un  point  donné  à  ravaDce,[ 
un  contact  d'ordre  /*.  Soient  x  =:/[l),  y=  çp(f)  les  coordonnée*] 
fl'im  paitit  de  C;  les  conditions  pour  que  les  deux  courbes  C,  (Jr 
iiiecil  un  contact  d'ordre  /*  au  point  t  —  lo  sont  données  par  le$^ 
équations  (3o),  où  Ton  a  posé 

La  valeur  ta  du  paramètre  étant  donnée,  ces  /i  +  t  équations  i 
terminent  les  /)  -f-  i  paramètres  a,  b,  c,  ...,/.  La  courbe  C  ainsi 
obtenue  est  dire  n.ictiiatrice  à  lu  courbe  (>.  ■ 

Appliquons  cette  théorie  aux  courbes  les  plus  simples.  L'équa- 
tion iPunc  droite  jk"  =  ax  -H  l^  dépend  de  deux  paramètres  a  et  b; 
la  droite  osculatrice    a  donc    un   contact  du  premier  ordre.  5i| 
y  :=y(ar)  est  l'équation  de  la  courbe  C,  les  paramètres  a   et  /'  ' 
doivent  vérifier  tes  deux  relations 

f(x^)  =  aTç-i-  b,        y'(xo)  =  o; 

nn  retrouve  l'équation  de  la  tangente,  comme  on  devait  s'y  attendre. 

îj'équallon  d'un  cercle 

(3a)  (x  — fl|îH-(j  — /;)'- R'  =  o 

dépend  de  trois  paramètres  </,  b,  R;  le  cercle  osculaleur  a  donc 
un  contact  du  second  ordre.  Sotl_/=/( a:)  l'équation  de  la  courbe  j 
donnée;  on  délorniinera  a,  l>^  l\  en  écrivant  que  le  cercle  rencontre! 
cette  courbe  en  Iruis  points  confondus,  ce  qui  donne,  avec  l'équ»- 
lion  {'Si),  les  deux  conditions 

(33)  x  —  a-+-{y  —  b)y'  =  o,         I -t-^'»-+-(^  —  6)y  =o. 

Les  valeurs  de  a  cl  £>  que  l'on  déduit  de  ces  deux  relations  sont 
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îdenli(|iies  aux  coordonnées  du  centre  de  courbure  (n"  203);  donc 
le  cercle  osculateur  coïncide  avec  le  cercle  de  courbure.  Le 
contact  éLant  du  second  ordre,  nous  pouvons  en  conclure  ijuc  le 
cercle  de  courbure  d'une  courbe  plane  traverse  cette  courbe  au 
point  de  contact. 

Tous  CCS  résullals  pouvaient  élre  prévus  a  priori.  En  eCTel,  les 
coordonnées  du  centre  de  courbure  ne  dépendent  que  de  ar,  y^ 
y  y  y"  \  deux  courhes  qui  ont  un  contact  du  second  ordre  ont  donc 
même  centre  de  courbure.  Or  le  centre  de  courbure  du  cercle 
osculateur  est  évidcuimeut  le  centre  de  ce  cercle  lui-même;  donc 
il  j  a  idenlîlé  eiilre  le  cercle  de  courbure  et  le  cercle  osculateur. 
Considérons,  d'autre  pari,  deux  cercles  de  courl)ure  voisins;  la 
diflérence  des  rayons,  qui  est  égale  à  Parc  de  la  développée  com- 
pris entre  les  deux  centres,  est  supérieure  à  la  distance  des  centres. 
L'un  des  deuv  cercles  est  donc  tout  entier  intérieur  à  l'autre,  ce 
qui  ne  [)ounait  avoir  lieu  si  les  cercles  étaient  tous  les  deux  inté- 
rieurs ou  tous  les  deux  extérieurs  à  la  courbe  C,  dans  le  voisinage 
du  point  de  cunlacl.  Il  faut  donc  qu'ils  traversent  la  courbe  C. 

11  j  a  cependant  sur  uno  courbe  plane  cerlaitis  points  particu- 
liers où  le  cercle  osculateur  ne  traverse  pas  la  courbe,  et  celte 
remarque  se  raltaclie  \  wnc  propriété  générale.  Etant  donnée  une 
cotirbe  C  dépendant  de  /i  H-  i  [>aramèfres,  on  [leuL  ajouter  aux 
(n  -H  t)  équations  (3o)  la  nouvelle  éqitaliou 

à  condition  de  regarder  /„  comme  une  nouvelle  inconnue  à  déter- 
miner. Il  y  a  donc,  en  général,  sur  une  courbe  plane  C,  un  certain 
nombre  de  points  où  le  contact  avec  la  courbe  osculalrice  C  est 
d'ordre  n  -\-  \ .  Ainsi,  il  y  a  des  points  où  la  tangente  a  un  contact 
du  second  ordre;  ce  sont  les  points  d'inllexion,  pour  lesquels 
y"  =.0.  Pour  avoir  les  points  uù  le  ciTcle  osculateur  a  un  conla<rl 
<lu  troisième  ordre,  il  faiH  diiréreuiier  la  dernière  des  équa- 
tions (33),  ce  qui  dorme 

el,  en  éliminant^  —  6,  on  est  conduit  à  la  condiliou 

(34)  (1  -^-y  )^"'-  3yy»=  o. 
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Les  points  qui  salisfonl  àcelle  condilion  sonlceiix  pour  lesqueFs] 


on  a  -T-  =o,  c'esl-à-dire  où  le  rayon  de  coiiibiire  est  maxiraumj 

ou  minimum,  l'our  une  ellipse,  ce  sont  les  sommets;  pour  uoe^ 
c^cloïde,  les  points  où  la  tangente  est  paralli-le  à  la  base. 

214.   Une  courbe  osculatrice  peut  élre  regardée  comme  la  posi-| 

lion  limite  d'une  courbe  C,  qui  rencontre  la  courbe  C  en  /j -i- i 
points  infîniineiiL  voisins,  luisque  tous  ces  points  soiil  venu*  se 

bel] 


ifondre.  P 


fi; 


les  idée 


ille  d{ 


;Dons,  pour  Jixer  les  luees.  une  tamille  de  cour 
Jt'fieudant  Je  trois  paranii'rlres  a,  b,  c,  et  soient  f<,-|-  /i,,  /„-}-  /«., 
ta-\- hi  trois  valeurs  voisines  de  to',  la  courbe  C  qui  rencontre 
la  courbe  C  aux  trois  points  correspondants  est  détermioi^e  par  les 
trois  équations 

,f  (/,,-»- Ai)  =  o.         ^(to-t- />:}  — ».         if (*»-(- A|)  =  o. 


(33) 


Re<ranchons  la  première  équation  de  chacune  des  deux  autres,] 
et  appliquons  aux  deux  difTéicnccs  la  formule  des  accroissemenl*  i 
iinis,  nous  obtenons  le  sjstème  équivalent 

(36)         .i{t„-^t,t)--o,         .7'(^-T-*t•|)  =  o,         .i'{(,^kt)  =  o, 

où  A,  est  compris  entre  fit  et  Aï,  X'.j  entre  A,  el  Aj.  En  relranclianl 
de  nouveau  la  seconde  rquatiou  de  la  troisi<''me,  et  appliquant  la 
formule  des  accroissements  Unis,  on  arrive  à  un  nouveau  système 


(37) 


J(^(j-v/i,)  =o,        S'{to-hki) 


.r(r„--/,) 


l,  étant  compris  entre  A',  el  Aj.  Lorsque  h^,  Aj,  Aj  tendent  vers 

xéro,  il  en  est  de  même  de  A^,  Ai,  /i,  et  ces  équations  deviennent 

à  la  limite 

,f(/,)  =  o.        i'(ta)  =  o,        #'(/o)  =  o; 

ce  sont  justement  les  équations  qui  délemiinont  la  courbe  oscula- 
trice. Le  raisonnement  est  le  même,  quel  que  soit  le  nombre  des 
paraniclres,  et  l'on  pourrait  aussi  dtlinir  la  courbe  osculatrice 
comme  la  limite  d'une  coui'bc  C  tangente  en  p  points  à  la 
courbe  C,  el  la  coupant  en  q  autres  points  (où  a/?  -f-  y  =  n  -t-  i ), 
lorsque  ces  p  -\-  q  points  viennent  se  confondre  en  un  seul. 

Par  exemple,  le  cercle  oscnlateur  est  la   position   limite  d'un 
cercle  passant  par  trois  points  de  la  courbe  C  infiniment  voisins 
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du  point  de  conlact.  C'est  aussi  la  position  limite  d'un  cercle  tan- 
gent à  la  courbe  C  au  point  donné  et  passant  par  un  autre  point 
de  la  courbe  C  infininaenl  voisin  du  premier.  Je  m'arrêterai  un 
instant  sur  celte  propriété,  facile  à  vérifier. 

Prenons  pour  origine  le  point  donné,  pour  axe  des  x  la  tangente, 
et  pour  direction  positive  de  Oy  la  direction  de  la  normale  qui  va 
vers  le  centre  de  courbure.  Nous  avons  à  l'origine  ^=o  et,  par 

suite,  R=:— ï»  et  nous  pouvons  écrire,  d'après  la  formule  de 
Taylor, 


£  étant  infiniment  petit  avec  x.  On  déduit  de  là  que  R  est  la  limite 

de  l'expression  —  =:  —rrn  lorsque  le  point  M  se  rapproche  du 
point  O.  Soit,  d'autre  part,  R,  le  rayon  du  cercle  C|  tangent  à 


Fig.  47- 


l'origine  à  l'axe  des  x  et  passant  par  le  point  M.  On  a 


OP  =M«i  =MP(2R,  — MF) 


ou 


OP        „        MP 


la  limite  du  rayon  R|  est  donc  bien  égale  au  rayon  de  courbure  R. 
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CHAPITRE   X. 


COURBES   PUNES. 


EXERCICES. 


I.  Appliquer  les  formules  générales  à  la  recherche  de  la  développée  <i«  ' 
rellipse,  de  l'hyperbole  et  de  la  parabole. 


2.  L 


cl 


ibe  d«  la 


,e  rayin  de  courbure  u  une  conique  est  proportionnel  au  cube  de  la 
portion  ilu  ni>rnialc  comprime  entre  le  point  d'incidence  cl  le  point  de  ren- 
contre avec  un  axe  de  syntélrie.  i 

;}.  Le  rayon  île  courbure  de  la  parabole  est  égal  au  double  de  la  portion 
de  noiiiiate  comprise  entre  le  point  d'incidence  et  le  point  de  rencontre 
avec  la  directrice.  1 

-i.  Soient  F  et  F'  les  foyers  d'une  ellipse,  M  un  point  de  cette  ellip<«e, 
MN  lii  normale  et  M  le  point  de  rencontre  de  la  normale  avec  l'axe  focal. 
Si  du  point  N  on  mène  une  perpendiculaire  NK  sur  MN  et  que,  par  le 
point  de  rencontre  K  de  cette  droite  avec  MF  on  élève  une  perpendi- 
culaire KO  à  MF,  le  )>oint  de  renroulre  O  de  KO  avec  MN  est  le  centre 
de  courbure  de  I  rllipsc  au  point  M. 

i>.  Pour  les  Aûtumels  d'une  ellifise  situés  sur  l'axe  focal,  la  eonslruclion 
précédente  ne  donne  rien,  liémoutrer  la  construction  suivante  :  soient 
AOA'  l'ave  focal,  BOB' le  petit  axe;  on  trace  le  rectangle  OAEB  construit 
sur  OA  et  surOB  et  du  sommet  I<I  on  abaisse  une  ]>erpcndiculairc  sur  AB; 
les  points  C  et  D  où  cette  droite  coupe  les  axes  soni  les  centres  de  cour- 
bure relatifs  aux  sommets  A  et  B. 


f,,,'nu  ,.st  une  spirale 


G.   La  déveioppce  de   la   sjjiralc   logarilhmiqut^  p 
égale  à  la  prumicrc. 

7.  On  appelle  épicyclo'ide  ou  hypocycloîde  la  courbe  décrite  par  ua 
point  d'une  circonférence  qui  roule  sans  glisser  sur  une  circonférence  fixe. 
Démoalrcrque  la  dévelopjiée  de  cette  courbe  est  une  courbe  semblable. 

8.  Soit  AB  un  arc  de  courbe  sur  lequel  il  n'y  a  ni  points  singuliers,  ni 
points  d'inflexion.  En  chaque  poiol  m  de  l'arc,  on  porte  sur  la  normale,  i 
partir  de  m,  de  pari  et  d'autre,  les  longueurs  »r/?ii,  mtn^  égales  à  «ne 
ligne  donnée  /;  le  point  m  décrivant  l'arc  AB,  les  points  m^,  nif  dcerivent 
deux  arcs  correspondants  A|B,,  A,B].  Démontrer  les  relations  suivantes: 
Si  =  S  —  /O.  S,=  S -+-/(!,  dans  lesquelles  S,  Si,  S|  représentent  les  loa- 
gueurs  des  arcs  AB,  A|Bi,  AjO.,  f)  l'angle  des  normales  extrêmes.  On 
suppose  que  l'arc  AiBi,  situé  du  coté  de  l'arc  AB  où  se  trouve  sa  déve- 
loppée, ne  rencontre  pas  cette  développée. 

[Ltcr:>-CE  :  Paris;  juillet  1879.] 

9.  Déterminer  une  courbe  G  de  façon  que  le  rayon  de  courbure  p  en  «n 
point  quelconque  M  de  cette  courbe  <n  I'iiit  s  =  AM,  compté  à  partir  d'un 


I 

I 


( 
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point  fixe  A,  vérifient  la   relalion  as  =  çi*-i-  a*,  dans  laquelle  a  désigne 

une  ligne  donnée. 

[Licence  :  Paris;  juillet  i883.j 

iO.  Soil  C  une  courbe  du  iroîsième  de;,'ré  ilonrée,  ayant  un  point  double 
en  O.  Un  anj^le  droit  MON  tourne  autour  du  point  0,  et  ses  cùiës  ren- 
contrent rcsjiiTtïvement  la  courbe  C  en  M  et  N.  Détern>iner  l'enveloppe 
de  la  droite  MN.  Considérer,  en  particulier,  le  cas  où  la  courbe  C  a  pour 
équation  X^*=  x',  ou  x'-h^*=  iix^y. 

[Licence  :  Bordeaux;  juillet  i885.] 

11.  Trouver  les  points  où  la  courbe  représentée  par  les  équations 
a:  =  a(/iu)  —  siniu),        y=za(n  —  cosio) 

a  un  contact  d'ordre  supérieur  au  second  avec  le  cercle  osculatcur, 

[LiCKMCB  :  Grenoble,  juillet  i885,] 
t 

12.  Soicnl  m,  /nj,  m^  trois  points  voisins  sur  une  cnurbc  planr.  Trouver 
la  valeur  limite  du  rayon  du  cercle  circonscrîl  au  trianf^lc  f|ue  forment  les 
tangentes  en  ces  trois  points,  lorsqu'ils  viennent  se  confomlre. 

13.  Si  une  courbe  fermée  sans  point  (l'inflexion  a  une  développée 
fermée,  la  lonfçncur  totale  de  relie  développée  est  égale  au  double  de  la 
dilTérence  entre  la  somme  des  rayons  de  courbure  maxima  et  la  somme 
de<(  rayons  de  courbure  minima,  pour  tous  les  points  de  la  courbe  proposée. 

H.  Si  l'on  tnéne  par  cbaquc  point  d'une  courbe  une  droite  de  longueur 
donnée  faisant  un  angle  constanl  avec  Li  normale,  la  normale  à  la  courbe, 
lieu  des  extrémités  de  cette  droite,  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la 
proposée. 

15.  Soient  /■  le  rayon  vecteur  mené  d'un  pûle  fixe  à  un  point  d'une 
courbe  plane,  p  la  distance  de  ce  pôle  à  la  tangente;  le  rayon  de  cour- 
bure R  a  pour  expression  H  =  ±  r  -j-  • 

16.  Le  lieu  des  foyers  des  parabole»,  ijni,  en  un  point  donné,  ont  un  con- 
tact du  second  ordre  avec  une  courbe  donnée,  est  un  cercle. 

17.  Lieu  des  centres  des  ellipses  dont  les  axes  ont  une  direction  donnée, 
et  qui  ont,  en  un  point  donné,  un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbe 
donnée. 


CHAPITRE  XI. 


COURBES    GAUCHES. 


I.    —     PLAN     OSCULATEUR. 

2Id.  Déâaitïoa  et  équation.  —  Soit  M  un  point  d'une  coure 
gauche  I\  MT  la  taiigcnlt;  en  ce  point;  le  |ilini  [lassanl  par  la 
droite  MT  ci  par  un  autre  point  M'  Je  F,  innnimenl  voisin  du 
point  M,  tend  en  généi'al  vers  une  position  limite  quand  le 
point  M'  se  rapproche  Je  plus  en  plus  du  point  M  ;  on  appelle  ce 
plan  limite  te  plan  oscillateur  à  la  courbe  F  au  point  M.  Nous 
allons  d'abord  chercher  son  équation. 

Soient 


(0 


JiO,       7  =  <i{t),        ■î-'l'(0 


les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  d'un  point  de  F  en 
fonclion  d'un  jtaramètre,  les  points  M  cl  M'  corres|)ondaut  aiu 
valeurs    t   et   t -\- Il    de    ce    paramètre.    Le   jilan    MTM'    a   pour! 

cquîilion 

A(X  ~x)  -t-  n(Y  -  vjM-  C(Z  — o)  ^  o. 

les  coefficients  A,  B,  C  devant  vtrilier  les  relations 

(a)  A/'(')^-Bf'(0-+-Ct;/'(/)  =  o, 

(3)  AI/(/-h/.)-/i7)]-hB[9(<h-/i)— »(0]-^  Ct-|(/-+-/i)-4.(/i]  =0. 

Remplaçons,  dans  la  relaliou  (3),/(/ -H  A),  «(/-f-Zj)»  'H'^"^) 
par  leurs  dévelo|ipeinenls  dcduits  de  la  rurmule  de  Taylor,  elle 
peut  encore  s'écrire 

AJA/'(0-t-^[/'(/)-H^.]j-^B}A?'(0-^1^[?'(0-i-e,]j-+-...  =  o; 
en   retranchant  la   relation  {2)   multipliée  par  /j,   et  divisant  le 


VLkV   OSCDLATELR. 


sn 


résultai  par  —>  «m  vuil  (|iu;  le  syslème  des  relations  (2)  et  (3)  est 


^P  A[/'(O+Ml  +  n[-/(/)-^'i]-*-Cfi-'(/)  +  î.,l  =  0, 

M" 


'i>  iji  -.1  «-Hanl  iiidiiimenl  petits  avec  h.  Lnrsfjui'  /(  UmuI  vers  zéro, 
«•elle  dernière  relation  se  rr'duit  à 


^i)  A/'(f)  +  B-?'(/)-4-C|'(/>  =  o. 

I/é<jualion  du  plan  osctilaleiir  est  donc 

(5)  A(X-j-)-r-B(ï -.r)H-G(Z  — -)  =  .., 

le!^  cocfficienl.s  A,  B,  C  étant  as  iijeltis  à  véril'ier  les  deux  rehilioni 

A  (tx   -+-  B  ify    -h  C  (iz    =  o, 
A  di.r  -+-  n  cf^y  -4-  C  rf*5  =  o. 

On  écril  aussi  quelquefois  l'équation  du  ^lan  osculaleur  sous 
forme  de  déterminant 

X-x    Y— 7    l-i 

dx  dy  ds 

d*x         rf»7         rf»; 

De  tous  les  plans  passant  par  la  tangente,  fe  plan  osciil<itcur 
est  celui  dont  la  courbe  V  se  rapproche  le  plus  dans  le  voisi- 
nage du  point  tie  contact.  Considérons  d'abord  un  ijlan,  auiie  que 
le  plan  osculateur,  passant  par  la  Jan;,'ente,  et  soit  F(/)  le  ilsiiIIîiI 
de  la  suljslituliun  de  /(t  -h  h),  'f{t  -\-  h),  -l[t  -\-  h)  à  \a  place  des 
coordonnées  couranles  X,  Y.  Z  dans  le  premier  racmbi'e  de  Féqua- 
lion  (5);  nous  avons 

T,  étant  inlinimeiit  [leiil  avec//.  La  dislance  d'un  point  de  F,  voisin 
du  point  M,  est  donc  inllnimenl  petite  du  second  ordre;  de  plus, 
V{t)  conservant  toujotirs  le  mime  sifçne  lurstpie  h  est  très  pctil. 
on  voit  *pie  la  coutIk'  F  est  tout  ciiticje  du  nnîriie  coté  du  jdiin 
langent  dans  le  voisina;^e  du  |)oinlde  conlacl, 

Il  n'en  est  plus  de  nnhne  avec  le  pUui  osenlatcor;  [>our  ce  plan, 
G.  33 
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on  a  S.f'-\-  B»"-!- 0']»"  =  o,  el  il  faut  pousser  le  développemenl 
des  coordonni?es  d'an  point  de  V  jusqu'aux  termes  du  troisième 
ordre  en  h,  ce  qui  donne  après  la  subslilulion 


F(0 


Arf'^-t-  B</\K-t-Crf». 


'■)■ 


On  voit  que  la  dislance  d'un  poini  de  V  au  plan  osculateur  eslinfi-1 
niment pclilc  du  troisième  ordre;  en  oulrc,  F(/)  change  désigne 
lorsque  h  cliange  de  signe,  ce  qui  prouve  que  la  courbe  gauche \ 
traverse  te  pian  osculateur  au  point  de  contact.  Ces  propri6l(?si 
distinguent  nettement  le  pliin  osculateur  de  tous  les  autres  plans! 
passant  par  la  tangente. 


216.  Plajis  osculateurs  stationnaires.  —  r..es  conclusions  précé- 
dentés  sont  en  défauL  dans  le  cas  où  les  coefncienls  A,  B,  C  de 
l'équation  du  plan  osculateur  vérifient  la  relation 


(7) 


\d*x  -i-  hd^y  -i-Cd'z  =o; 


dans  ce  cas,  il  faut  pousser  le  développement  des  coordonnées  ' 

jusqu'aux  termes  du  quatrième  ordre,  el  l'on  obtient  un  r<*sultalde 

la  forme 

A»        /A  rf*j:-t-BrfVj/-  -+-  C  d^s 


F(t 


dl" 


')■ 


On  dit  qu'en  ces  points  le  plan  osculalcur  est  stationnaire;  si 
A  d*x  +  Bd*y  +  Cd*z  n'est  pas  nul,  ce  qui  est  le  cas  général, 
F(()  ne  change  pas  de  signe  avec  h  et  la  courbe  ne  traverse piM  , 
son  plan  osculateur.  De  plus,  la  distance  d'un  point  rie  la  courlx' 
au  plan  osoulaleur  est  du  quatrième  ordre.  Si  l'on  avait  encore 
A  af*a:  +  B  rf*  >' -f- C  flf'.;  =:  o,  il  faudrait  pousser  le  développe- 
ment jusqu'aux  lermes  du  cinquième  ordre,  el  ainsi  de  siiilc.  ' 
En  éliininanl  A,  H,  C  enlre  les  Irois  relations  ((i)  el  (j),  on  est 

conduit  à  l'équation 

dy 


dx 


ds. 


(8) 


A  =r 


d^x    d*j    d*s 
d>K    d^y    d*s 


=  o; 


les  racines  de  cette  équation  eu  /  duntieut  les  points  de  la  courbe  I' 

où  le  plan  osculateur  est  slalionnaire.   Il  y  a  ainsi,  d'une  façou 
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SiS 


lalc 


loiile  courbe  eauche,  un  certain  nombre  de  points 


ga 


poi 


lorms 

jouissant  de  celle  propriélc. 

Ceci  nous  ainrne  à  examiner  s'il  existe  des  courbes  P  donl  tous 
les  plans  osculaleurs  soient  sUlionnaires.  D'une  fanon  précise, 
cherchons  loules  les  fonctions  .r,  r,  z  d'une  variable  /,  coiiliniies 
ainsi  que  leurs  dérivées  jusqu'au  troisième  ordre,  telles  que  le 
déterminant  précédent  A  soit  identiquement  nul  lorsque  t  varie 
eulre  deux  limites  a  et  i>  (a  <  b). 

Supposons  d'abord  que  l'un  des  mineurs  de  A  relatifs  aux  élé- 
ments de  lu  trolsjèuie  ligne,  par  exemple  dxd^y  —  dyd^Xy  ne 
s'annule  pas  dans  l'intervalle  (a,  A).  Les  deux  relations 


(9) 


déterminent  ponrC,  et  Ca  des  fonctions  continues  de  t  dans  cet 
intervalle;  puisque  A:^o,  ces  fonctions  satisfont  aussi  à  la  rela- 
tion 


(lO) 


rf»3=  C,rf»a?-+-  Gjrf'^. 


DifTérentions  maintenant  les  équations  (9)  en  tenant  compte  de 
la  formule  (10);  nous  obtenons  les  nouvelles  équations 

d'où   nous  tirons   rfCi  =  rfCa  =:  o.   Les  coefficients  G(,  C2  sont 
donc  constants  el,  en  inlégraol  la  j^remièrc  des  équations  (()),  il 

vient 

a  =  C,a?-f-Gtj'-t-Gj, 

C|  étant  une  nouvelle  constante.  La  courbe  F  est  donc  une  courbe 
plane. 

Si  le  (lûlcrminant  dx  d^y  —  dyd*x  s'.tnmrlp  pour  unt>  valeur  c  de  la 
variable  /  comprise  entre  a  el  b,  le  raisonnemenl  ne  pruuvc  plus  rien,  car 
les  expressions  de  Ci  et  de  G,  deviennent  infinies  ou  indèterniinées  pour 
celle  valeur  c  de  t.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ce  di-lerntinanl 
ne  s'annule  que  pour  cette  valeur  de  (  dans  l'inlervallc  (a,  b)  cl  rjui-, 
^ur  /  =  c,  le  délerniiimnl  analogue  <ir  d^ z  — di  d'x  ne  soi»  [las  nul.  Le 
faîsonnement  <pii  préccrlc  prouve  que  loti»  le*  («oints  Je  la  courbe  1" 
obtenus  en  faisant  varier  /  de  <t  à  c  sont  dans  un  nu^nic  plan  P,  et  que 
tous  les  points  <ibtenus  en  faisant  varier  Mic  c  à  6  sont  dans  un  même 
plan  Q.  D'autre  jiarl,  le  mineur  dxd^z  —  dzd'x  n'claiil  jvas  nul  pour 
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t  =  c,  rhoisiçeons  nn  nomUre  /*  assez  petit  pour  que  ce  mineur  ne  s'an* 
nule  pas  en  faisant  varier  f  de  c  —  hà  c  -i-  h.  Tous  le*  points  de  la  courbe  Fj 
obtenus  eu  fiiisant  varier  /  dec — Aàtr-t-Zi  sont  encore  dans  un  in«^«i 
plaa  R;  ce  plan  R  doit  avoir  une  inrntitc  de  points  communs  avec  letl 
plans  I'  et  Q  et,  par  suite,  ces  Irnis  plans  coïncitletil. 

En  [«én('Tali>ant  ce  raisnnnemenl,  on  en  cuncliil  que  tous  le«  points  del 
la  courbe  Y  sont  dmi^j  un  iiiéiiie  plun,  lorsi^ue  les  trois  déteruiinaïUs 

tlx  tl'y  —  cfy  <l*x,     dx  d"-  z  —  dz  f/'.r,     dy  d*  z  —  ds  d^y, 

ne  s'annulent    pas  siuiiilianL'nit'iii   dans   riiiiorviillc  (a,   b  \.   Si   ep<  iroiii 
<léterininarits  s'annuleiil  en  inrme  leiiips,  il  |ie«t  arriver  que  la  rourbc  T 


itués  iliiiis  ile%  plans  di-- 


jlateur 


se  compose  de  jilubicurs  ares  île  eoiirbes  j 

lincts,  qui  se  rejoignent  en  di>s  puiitls  '.lii  l'équatinn  du  plun  oscu 

est  indi'lertninée  ('). 

Lorsque  ks  trois  mineurs  précédents  stmt   iilenlîquemenl  nuls  dans  un! 
certain  intervalle,  la  courbe  F  est  ur)c  ligne  droite,  ou  se  compose  de  por- 1 

lions  tie  ilroites.  Si,  par  exemple,  -^^  ne  s'annule  pas  dans  l'intervalle  (a,  6)i. 
on  peut  écrire 


dt 


d*y  dx  —  dy  d*x 

(«te)»  ^ 


d^zdx  —  dsd*x 

(fifr)> 


et  l'o 


n  en  conc 


lut 


r 


dy  =  Cidx,         dz  —  Cjt/jr, 
G|  et  C)  étaiïl  deij\  rnnstantes;  une  nouvelle  iniégiaiioii  donne  ensuiir 


r  =  C,.r-H  r; 


j  =  C.x  • 


ne  qtii  montre  que  In  eoui' 


b*'  r 


e>it  une  lijîne  droite. 


217.  Tangentes  stationnaires.  —  Ce  qui  précède  nous  conduil  à  élM- 
dier  sur  une  courbe  giiucln;  ceruins  points  exceptionnels  que  nous  n'avoii« 
pas  encore  définis;  ce  sont  les  points  où  l'on  a 


0  0 


d^x 
dx 


d^y 
dy 


d^z 


on  dit  qu'en  ces  points  (a  lansentc  est  stalhnnaire.  On  démontre  «ÏSèH 
ment,  en  appliquant  lu  formule  qui  donne  la  distance  d'un   point  i  une 
droite,  que  la  distance  d'un   puint  de  Y  il   la  tangente  en  un  point  voisin, 
qui  est  en  général  du  second  oïdie,  est  du  troisième  firdre  pour  une  tiu- 
génie  slalionnaire.  Si  la  courbe  F  se  réduit  ù  une  roiirbe  plauu,  les  tan* 


C)  Ce  cassingidicr  paraît  avoir  été  signalé  pour  ta  première  /ois  par  M.  Pmb*» 
Il  n'offre  évidcinniciit  iiu'iin  intérêt  purement  «mal^  tiijiir.-. 


ï 
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lïenles  slalionnatrcs  sont  les  tangentes  «rinlîexion.  Ln  cnlrul  que  nou* 
venon*  de  faire  prouve  que  In  seule  cuurbe  dojit  toutes  les  tangentes  suicnt 
>taiionnaires  est  la  li^ne  droite. 

En  un  jioinl  où  le  tanf;enle  est  slalionnaîre,  on  a  A  =  n,  ei  l'i^qurninn  «lu 
(ilan  risi'ulali>ur  -^e  iirt-setite  sous  forme  iiuiéierniiupe.  Mais  cette  imJcli'r- 
niinalion  n'e»t  qu'a|n>arciile.  En  elfet,  si  nous  re|irt"iions  les  calrul*  fuils 
;iu  cli-lnii  (lu  n"  21"i,  en  [loussaul  le  iJéveloppemenl  des  cooicJoiinées  du 
point  M'  jusqu'aux  termes  du  troisième  ordre,  et  utilisant  les  rela- 
tion* (nj,  nous  trouvons  quo  l'équation  <lu  plan  passant  par  la  tangente 
l'n  iM  tt  par  le  point  voisin  M'  iicut  s'écrire 


=  0, 


Fj,  t],  tj  tendanl  vers  zéro  avec  A.  Ce  plan  tend  donn  vei-s  une  position 
limite  parriiitcincnt  déterminée;  on  oblicudrti  l'équution  du  pliiii  oscula- 
leur  en  reiiiplaçuiii  lu  si^roiide  des  conditions  (6)  p»r  lu  suivante 


X-x 

Y-.V 

Z  —  z 

fV) 

<i'(n 

Vil) 

ro-'U 

o-'if)-^-.. 

^"■(0  + 

A  r/'j--+-B./>j'-+-Cf^J; 


Si  l'on  avait  uussi 


ft*T 

T77 


rf7 


il  faudrait  reuiplaecr  la  seconde  des  reliuions  (G)  par 

A  i/'fj:  H-  U  d'ij  -I-  C  rfv  ;  —  li. 

ij  étant  le  |dus  petit  nombre  entier,  tel  que  cette  relation  soit  distincte 
de  A  (/.r -4- [J  «/k -t- C  rfa  =  o.  Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  le 
démontrer,  cl  d'éludiei'  la  |iosiliou  de  la  cuurlio  par  rapfxirl  au  plan  oscu> 
ialeur.  Dan»  le  cas  généial,  où  l'un  n'a  pa^ 

A  rf'x  H-  B  t/>7  -^  C  d' i  =  o. 

lin  plan  langent  quelconque  est  traversé  par  la  courbe  gauche^  sauf  le 
plan  osculalcur  qui  n'est  pas  traversé. 

2i8.  Application  à  quelques  courbes.  —  Considérons  en   pariiculitr 
les  courbes  gaucliés  F  qui  satisfonl  à  uin-  ri;!t»tion  de  la  futiiie 

(II)  .r  </i'  —  r  tir  —  k  i/s, 

K  étant  une  constante  donnée;  de  cette  relation  on  déduit  encore 


(i3) 


i  r  fi'' y  —  y  d*j-  —  K  il-  z, 

I  r  d^y  —  y  d^  x  -f-  dj-  d-y  —  dy  d*jr  =  K  d^  i. 


Élaat  donnée  une  couibe  de  cette  esjiécu,  [iioposuns-nou>  de  trouver  les 
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plans  osculateurs  qui  passent  par  un  point  donné  (a,  b,  c)  de  l'espace. 
Les  coordonnées  du  point  de  contact  (x,  y,  z)  doivent  satisfaire  à 
l'équation 

a  —  X    b — y    c  —  z 

dx  dy         dz 

d*x        d*y        d*z 

qui  devient,  en  tenant  compte  des  relations  (la)  et  (i3), 
(i4)  ay  —  bX'i'K(c  —  z)  —  o; 

les  points  de  contact  sont  donc  à  l'intersection  de  la  courbe  gauche  F  et 
du  plan  représenté  par  l'équation  (14),  plan  qui  passe  par  le  point  (a,  6,  c). 
L'équation  A  =  o,  qui  détermine  les  points  où  le  plan  osculateur  est  sta- 
tionnaire,  devient  de  même,  en  remplaçant  dz,  d*z  et  d*z  par  leurs 
valeurs, 

A  =  jT  (dx  d*y  —  dy  d*x)*  =  o  ; 


on  aura  donc,  pour  ces  points, 


d*x  _  rf'y  _  yd^x  —  xd*y  _  d^z 
dx  ~'   dy  ~    y  dx  —  xdy    ~   dz 


ce  qui  montre  que  la  tangente  est  stalionnaire. 

Il  est  facile  d'avoir  des  courbes  gauches  satisfaisant  à  la  relation  (13); 
il  suffit,  par  exemple,  de  poser 

X  =  S.  <"',        y  ^V,t'\        J  —  C  <'»+'>, 

A,  B,  C,  m,  n  étant  constants.  Les  courbes  les  plus  simples  sont  la 
cubique  gauche  x  =:  t,  y  =:  f^,  z  =  t^,  et  la  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre  x  =  t,  y  =  l^,  z  =  <*.  L'hélice  circulaire 

X  =  acost,        y  =  asint,        z  =  Kl 

répond  auiisi  ù  la  question. 

Pour  obtenir  toutes  les  courbes  gauches  satisfaisant  à  la  relation  (12), 

écrivons-la 

d(xy — K.Z)  —  ly  dx; 

si  l'on  a 

a'=/(0,        xy-Kz=<f(t), 

celte  relation  nous  donne  ^y/'it)  =  <f'{t).  Kn  résolvant  ces  trois  équa- 
tions par  rapport  à  x,  y,  z,  nous  obtenons  les  expressions  générales  des 
coordonnées  en  fonction  d'un  paramétre  variable 
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Ces  formules  ilcpeiideni  de  Jeux  fonciions  arbitraires  /ei  f,  mais  il  csl 
clair  qu'on  peut  prendre  pour  l'une  de  ces  fonciions  une  forme  particu- 
lière, par  exemple  posery(/)  =  t. 
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Avant  d'étudier  I.»  courbure  des  courbes  gauches,  nous  ferons 
•ne  digression  sur  la  théorie  des  surfaces  enveloppes. 

219.  Surfaces  à  ttn  paramètre.  —  Soit 

(i6)  /{T,y,  s,  a)  =0 

l'équalion  d'une  surface  S,  dépendant  d^un  paramètre  arbitraire  a. 
S'il  existe  une  surface  E  tangente  à  chacune  des  surfaces  S  le  long 
d'une  courbe  C,  celte  surface  E  csl  appelée  \  enveloppe  des  sur- 
faces S,  et  la  courbe  de  contact  C  des  deux  siufaces  S  et  £  est  la 
caractéristique. 

Pour  recounailre  s'il  existe  une  enveloppe,  il  faut  donc  examiner 
s'il  est  possible  de  déterminer  sur  chacune  des  surfaces  S  une 
courbe  C  telle  que  le  lieu  de  ces  courbes  soit  tangent  à  la  sur- 
face S  le  long  de  C.  Soient  x^y,  z  les  coordonnées  d'un  point  M 
de  la  caractéristique;  hi  ce  point  n'est  ])as  un  point  singulier  de  la 
surface  S,  Féquatiou  du  plan  langent  à  celle  surface  est 


T) 


^/, 


àj 


O'-f)- 


dz 


(Z--) 


D'autre  paît,  quand  ou  se  déplace  sur  l'enveloppe  E,  x,  /,  3,  a 
sont  des  fonctions  de  deux  variables  indépendantes  vérifiant 
l'équation  (iG)  et,  entre  leurs  différentielles,  on  a  la  relation 


(■7) 


àx  Oy    ■' 


dz  ùa 


pour  que  le  plan  langent  à  la  surface  E  soit  identique  au  plan 
tangent  à  S,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ail  entre  les  difl'éren- 
tielles  dx,  dy,  dz,  la  relation 


à/ 


àf 


£dx+-J-dy+£dz=Q, 


ÈL^.^. 


àx 


ày 


Ox 
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condition  qui  dcvienl,  en  lenanl  coiii[»Le  de  la  [irécédcntc, 


(i8) 


^1 
àa 


On  d* 


monlrei 


U 


rbes  pis 


iveisemeni,  cuiuiiie  [vuiir  les  courbes  planes 
(n"  201  ),  que  h  surface  R(ar,  y,  5)  =  u,  oLlcnue  par  r<jlicninalion 
du  paramètre  n  entre  les  deux  équations  (16)  et  (18),  représente, 
snil  l'enveloppe  des  surfaces  S,  soil  le  lieu  des  points  singuliers. 
La  caraclérislique  C  représentée  par  les  équations  (16)  el  (18)  est 
encore  la  position  limite  de  la  courbe  d'inlerseclion  de  la  surfaceS 
avec  une  surface  infiniment  vfu'sine  de  la  même  famille. 

220.  Surfaces  à  deux  paramètres.  —  Considérons  maintenant 

une  équation 

(19)  f'-^'  }%  s,  a,  /jt  =  , 

qui  représente  des  surfaces  S  dépendant  do  doux  paramèlrei 
<:l  h.  Il  n'existe  jjas  en  {général  de  surface  lanf;enlo  h   toutes  les 
surfaces  de  celte  famille  lunt  le  \ui\<^  d'une   courbe;  en  efTel.  sii 
l'on  établit  entre  les  deux  [liUMrHi'lfis  a  el  ft  une  relation  />  =  !5(o),' 
on  a  des  surlaces  ne  dépeiulaiil  plus  fpje  d  un  paramètre  «,  el  la' 
caractéristique  est  représentée  par  l'équation  (19)  jointe  à  l'équa- 
tion 

âa       Où 


i 

I 


(•2U) 


IX.  t  II)  =0. 


Celle  caractéristique  dépend  en  général  de  <o'{a),  de  sorte  que  suri 

chaque  surface  S  il  ja  une  infinité  de  earactrrisliques;  elles  n'cû- 
gondrent  donc  [)as  ujie  surface  lorsque  a  cl  0  varient.  Nous  allons 
cliercber  s'il  existe  une  surface  E  luiichanl  chacune  des  surfaces  { 
en  un  point  seulement,  ou  en  quebines  points,  et  non  loul  le  lonçi 
d'une  courbe.  Si  celte  surface  existe,  les  coordonnées  (j-,  ^',  z)\ 
d'un  point  de  cocilact  de  la  surface  S  avec  rerivcUippe  li  sont  des 
fonctions  des  deux  paramilïtrcs  variables  u  cl  l»  qui  satisfont  ù  U] 
relalion  (19)  el  dont  les  dillércnliellcs   tfx,  ily,  clz  vérifîenl  par 
conséquent  la  relation 

à/  .         df  .         àf  . 
(ai)  -■'- dx -^ -^  dy -ir -^  d* - 

Pour  que  la  surface,  lieu  du  point  (x,  y^  2),  soit  tangente  à  la 


II.    —     Si:RF.VrES   ENVELOPPES. 

surface  S,  il  faut  encoie  i[ue  l'on  ail 


3âi 


àf 


dx 


àj 


dy 


dx  ày 

relation  qui  devient,  en  tenant  compte  de  la  précédente, 


db 


dh  —  o. 


Comme  a  et  ^  .sont  deux  variables  indépendantes,  il  faudra  qne 
l'on  ait  à  la  fois,  pour  le  point  de  conla<;t, 

«^Z  _  'Z  _  . 


(2a) 


da 


db 


On  obtiendrii  duQC  ["('■(|iiati<jii  de  lVMi\clof)j)t;  en  éliminanl  a  eL  b 
t'ntre  les  Ifois  fpinlions  (19)  et  (»:'-).  Le  raisonnement  prouve  bien 
(jiie  la  snrJaec  ainsi  Iroiivt'c  est  tangente  à  la  surface  S,  sauf  si  l'on 
a  à  la  fois,  pour  les  solutions  communes  aux  équations  (i9)el(av!), 


^ce 


àx       ày       ùz  ' 


cette  surface  est  donc  soit  l'enveloppe,  soil  le  lieu  des  points  sin- 
guliers des  surfaces  S. 

Nous  avons  donc,  en  définilivc,  deux  espèces  de  surfaces  enve- 
loppes, suivant  que  les  surfaces  enveloppées  dépendent  de  un  ou 
deux  paramt'Lrcs.  l'ar  exemple,  le  plan  tanj^enl  à  une  9pli(''rc  ou  à 
un  hxpcrljoloïdc  di'[)end  de  deux  paramt-tres,  et  ce  plan  louclie  la 
surface  en  un  pnint  seiilenif nt.  Au  cnniraire,  le  plan  langent  à 
iiii  cûne  ou  à  un  cytintlrc  ne  dépend  qtie  d'un  |i;irarn''lrL'  variable, 
mais  ce  plan  louche  son  enveloppe  tout  le  long  d'une  génératrice. 

221.  Surfaces  développables.  —  La  surface  enveloppée  par  un 
plan  ne  dépendant  que  d'un  puramèlre  variable  est  appelée  surface 
développable. 

Soil 

(■23)  s  —tX -\-yf(it.')-lrVf{<t) 

l'équation  du  plan  mobile  P^  2  étant  un  [laramètre  vari;djle,  y(a) 
et  ç(a)  deux  ron<:lions  quelconques  de  ce  panimèlre.  La  caracté- 
ristique est  définie  par  l'ccpiation  (aS)  jointe  à  l'équaliou 


532 


CHAPtTBE   XI.    —   COURBES  GAOCHES. 


obtenue  en  difTérenlianl  [jar  ra[}])t>rl  i  a;   c'est  donc   un^lîgn^ 
droile  G,  et  la  surface  dévelop[jable  est  une  surface  réglée.  Kous 
allons  démontrer  que  toutes  ces  droites  G  sonl  tangenlcs  à  une 
courbe  gauche.  Pour  cela,  difTércnlions  encore  une  fois  par  rap- 
port à  a;  la  nouvelle  équation  obtenue 


(25) 


J-/'(a)-+-/(a)  =  o 


détermine  sur  la  caractéristique  G  un  point  particulier  M.  Le  lieu 
de  CCS  points  M,  lorsque  at  varie,  est  une  courbe  gauche  F,  dont 
la  tangente  est  la  droite  G  elle-même.  La  courbe  F  est,  en  effet, 
représentée  par  les  trois  équations  (aS),  (a^),  (aS),  dont  on 
pourrait  tirer  les  roordorinées  jc,  y,  z  en  fonction  de  a.  Si  l'on 
difTérentie  les  deux  premières  de  ces  équations,  en  ayant  égard  à 
la  dernière,  il  vient 


f26) 


dz  —  ^dsc -h  f(a}dy,        dx -{- f{<i)dy  =  o. 


relations  qui  expriment  que  la  tangente  à  la  courbe  F  est  parallèle 
à  la  caractéristique  G.  D'ailleurs  ces  deux  droites  ont  un  point 
cuniniiin  ;  <lotic  elles  se  confondent. 

Le  plan  osculaleur  à  la  courbe  F  est  préciscmeul  le  plan  P  lui- 
même.  Il  suffit,  pour  le  prouver,  de  dénionlrer  que  l'on  a 


ds  —  9.dx  -^/(oi)dy, 
d*z  =  ad*x  -^f{<x)d*y, 


•1 


dx,  fh\  dz,  d^.r,  d-y,  d'-z  étant  les  dilTérrutielles  du  premier  et 
du  deuxième  ordre  de  JC,  y^  z  par  ra|)port  à  a.  La  première  de  ces 
relations  a  déjà  été  établie,  car  c'est  la  première  des  relations  ( 
si  ou  la  diflcrenlie  de  nouveau,  il  vient 


d*s  =  ad*x-i-/(i)d*y-*-[dx-i-f{a)dy]d3, 


:»6)J 


ce  qui  donne  la  dernière  relation  iï  établir,  en  tenant  compte  de 
la  seconde  des  relations  (aG).  Toute  surface  dé\'eloppable peut 
donc  être  définie  comme  la  surface  engendrée  par  les  /a/i-J 
gentes  à  une  courbe  gauche  F.  Cette  courbe  F  peut,  comme  cad 
exce[vliotinel,  se  réduire  à  un  point,  à  distance  finie  ou  à  l'infinij 
la  surface  est  alors  un  cùne  ou  un  cylindre.  C'est  ce  qui  arriv< 
lorsque/^{a)  =  o. 

Réciproquement,  toute  surface  engendrée  par  les  tangentes  à 
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une  courbe  gauche  F  est  une  surface  développaLle.  Soienl 

^=/(0.      y  =  ■?('),       =  =  '^{0 

les  coordonnées  d'un  point  de  F;  le  plan  osculaleiir 

A(X  —  «) -I- B(  Y -^) -+- C(Z  - ^)  =  o 

dépend  d'un  seul  paramètre  variable  /;  nous  allons  vérifier  que 
la  caractéristique  de  ce  plan  est  précisément  lu  tan^enlc.  Celle 
caractéristique  est  l'intersection  du  plan  osculatciu-  avec  le  plan 

(/A(X  — y)-+-£/B(  Y— jK)-i-  (lC{Z  —  s)  =  o, 

qui  passe  également  par  le  poinl  .r,  j-^  z.  Pour  dénionlrer  qu'elle 
se  confond  avec  la  langenle,  il  siillit  de  prouver  que  l'on  a 

Arfa;  -+-    H  df  +     G  rfi  =  o, 
dXdx -h  dBdx  -i-  dCdz  =q; 

la  première  de  ces  relations  est  une  des  rehilions  (6)  qui  déter- 
luinenllcs  coeffieienls  A,  B,  G.  La  seconde  s'obtient  en  diiïeren- 
liant  la  première  et  leuanl  coinple  de  la  dernière  des  furiiuilos  (6), 

ArfiT  -f-  Bd''y-h  Cd'z  =  o. 

Ce  mode  de  génération  d'une  surface  dévelo[>pablc  permet  de 
se  l'aire  une  idée  assez  nette  de  la  forme  de  la  surface.  Soll  Ali  un 
arc  de  courbe  gauche;  par  chaque  poinl  M  de  l'arc  AD  menons  la 
tangente,  et  ne  considérons  que  la  portion  de  tangente  qui  cor- 
respond à  une  direclinii  déterminée,  [lai"  exemple  celle  de  A  vers  B. 
Le  lieu  de  ces  demi-droites  est  une  nappe  de  surface  S(  limitée 
par  l'arc  AB  et  les  deux  tangentes  en  A  et  b,  s'élendanl  d'autre 
part  jusqu'à  l'infini.  En  prenant  de  même  les  autres  |iorliuns  de 
tangentes,  on  obtient  une  aulrc  nappe  de  surface  analogue  Sj, 
qui  se  raccorde  avec  S,  le  long  de  l'arc  AB;  les  deux  nappes  de 
surface  paraissent  se  recouvrir  partiellemenl  pour  un  observateur 
placé  au-dessus.  11  est  clair  ijue  loui  plan  passant  par  un  point  O 
de  l'arc  AB  coupe  les  deux  nappes  S|  cl  S^  suivant  deux  branches 
de  courbe  qui  viennent  se  raccorder  au  point  O,  en  formant 
un  rebroussemenl;  cette  propriété  explique  le  nom  d'arête  de 
rebroussemenl  donné  à  la  courbe  gauche  F. 

Il  est  aisé  de  le  vérifier  pur  le  calcul.  Prenons  le  poinl  O  pour 
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origine,  1e  plan  sécaol  pour  plan  des  j?)',  la  tangente  pour  aie 

«it's.  :;,  le  [il.'ui  osculalenr  pour  plan  dts  xz;  si  l'on  a  pris  z  pour  I:» 
variable  imli'peniJanlR,  les  di'vcIo|>[icjnciils  de  x  el  àe  _}'  sont  de  !•■ 

forme 

j-  :^  ttiZ-  +  II,  z''  -t- .  .  . .  1   —/*,;■'->-.... 


car  on  doit  avoir,  pour  l'origine, 


i/jr  _  ff}'       d'y 


ot   tes  éfjnaLions  de   la  langenle  en   un  poiul  voisin  de  l'origine 
sV'crivenl 

X  —  a^x* — a»  5*  — ...        V  —  fit  s*  — 


"  =  Z  - 


Si  l'on  y  fait  Z  =  o,  on  a  les  coordonnées  X,  Y  du  jioinl  de  ren-j 
contre  de  la  langctilc  avec  le  plan  sécant;  les  développcmenli  di 
ces  conrdonn(^es  comnienccnl  respeclivernenl  par  un  terme  en-' 

et  par  1)11  terme  en  ;;''.  On  a  donc  bien  un  rebrousscrncnl  à  l'origine. 

Exein/ile.  —  l'ienons  pour  arête  de  rebrouisemcnt  lu  cutiiquc  gancha 
X  =  t,  y  =  ('-,  s  —  t-'.  L'LMjuatioii  du  plan  osculalcur  est 


(27) 


(3— 3/JX-+-3/Y  -Z  =o; 


on  obtiendra  l'équalion  de  la  surface  dcveloppaLIc  en  écrivant  que  l'équir 
tion  prt^ccdentc,  considérée  comme  une  équation  en  /,  admet  une  racine 
double,  ce  qui  jevieiiL  à  élitniiicr  (  entre  les  deu\  éi|unlions 


(a8) 


<î-  i/X-4-Y  =0. 
X/»_-i,/Y-f-Z=o. 


Le  résultat  de  l'élimination  csl 

(XY-  Z)«_4(X»—  Y)(Y«-XZ)  =  0, 

l.i  surface  dévelappable  csl  dùiic  du  quatricrnc  ordre. 

On  peut  remarquer  que  les  équations  (-28)  représentent  la  tangente  i  tl 
rubique  gauche. 


222.  Si  .5  =  F(j:, ^)esl  rc(|uatlûn  d'une  sui-race  développahleJ 
/a  fonction  V(x,j')  safis/iiit  à  l'é'jifallon  s"* — rl^=o,  r,  s, 
désignant,  suivant  l'usage,  les  trois  dérivées  partielles  du  deuxième 
ordre  de  la  fonction  F[z,  ^■). 


II.    —    SL-HFACE8  ENVELOl'PES.  5a5 

En  effet,  le  plan  tan^'cnl  à  cctle  surface,  qui  a  pour  <^qu!iLion 
Z  —  /f\  -i-  q  \  ~h  ::  —  p  X  —  tjj', 

ne  ildil  ilépenilre  que  diiii  |>urariiùlic;  des  Iruis  quiintîlcs /;,  y, 
z  — px  —  rjr,  il  y  en  a  donc  une  seiile  J'arliilniire,  cl  i-ii  pailicN- 
lier  il  y  a  une  relation  entre/'  et  q,  /{p,  ij)  =  o.  On  ilvduil  de  là 

que  le  iacobien  .■-  ^'  "^^  =: /•/  —  s'^  doit  être  îdculiiuiemenl  nul. 
t  •>  Dit,  y)  ' 

Inversement,  si   l'on   a  rt  —  i-=o,  r^  et  p  sont  liés  par  une 

relation  au  moins.  S'il  y  a  deuv  rehilioiis  di.'ïtinctes, />  cl  </  sont 

des  constantes  p  ^  o^  q  =^  /^  et  la  Amelion  F(j:,  y)  est  égale  à 

(tx  -\-  by  -\-  c;  la  surface  est  un  plan.  S'il  ja  une  seule  relation 

entre  p  el  ^,  on  peut  l'écrire  q  =  'f  (/»),  p  ne  se  réduisant  pas  u 

une  constante.  Mais  on  a  aussi 


y^ri 


i'-)  — 


de  sorte  que  :;  — px  —  qy  est  aussi  une  fonction  de  p,  soit  •}{/>), 
lorsque  rt — .v*=o.  La  fonction  inconnue  z=^F{x,y)  el  ses 
dérivées  partielles/)  et  q  vérifient  donc  les  deux  relations 

différeniioDS  la  seconde  par  rapport  à  x  el  à  r,  il  vif-nl 


: 


[x-t-.>ç'(/j)-+--f(/;)] 


.)p 


[x^js'(/')-t- •>•(/';]  j^  =  o• 


P^lisque /)  ne.se  réduit  pas  à  une  conslanlc,  on  doit  avoir 

j: -^  j  r^' i  p  ) -i-  •Y(p)  =  o. 

L'équation  de  la  surface  s'obtiendra  donc  en  êliininant  p  entre 
celle  rehilioii  et 

s  —  pT-r-y's(p)-h<l>(p), 

ce  qui   donnera   préci^éinent  l'enveloppe  du   plan    précédi*nt,  où 
l'on  regarde/)  comme  le  paramètre  variable. 

2î23.  Enveloppe  d'une  famille  de  courbes  gauches.  —  Une 
famille  de  courbes  gaucbcs,  dcjundyiiL  d'tm  paiMniitre  variable^ 
n'admet  pas  en  général  de  courbe  enveloppe.  Considérons  d'abord 
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iinn  famille  de  drnUt's 

(ag)  sr=az+p,        y  =  bz-^q. 


d 


a,  b,  />,  q  élani  des  fonctions  données  d'un  paramcire  variable  2; 
nous  allons  chercher  à  quelle  coadilion  celle  droite  est  tangente 
dans  toutes  ses  positions  à  une  conrbc  gauche  F.  Soil  5  =  ç(a) 
la  coordonnée  z  du  point  M  où  la  droile  mnliilf  D  louche  son 
pnvelop[ip  F;  la  courhc  cherchée  F  sera  icprésenl/-e  par  les  ^-qua- 
lions  ('/(j),  iiiix(|iiolles  on  ajoutera  la  relation  r  ^^  «(a),  et  le? 
paramètres  direclenr>  de  la  tangente  à  celle  courbe  auront  pour 
expressions 


dx 


6o'(a)-i-6'<f(«)-f-9' 


dz 
dx 


?'(»), 


à 


ft' ,  ù',  p\  (/  clanl  les  dérivées  de  «,  6,  /j,  q.  Pour  que  cette  tan- 
genle  soil  la  droite  D  elle-même,  il  faut  cl  il  siiffilque  l'on  ait 


dx 


ds 


d%  (Il 


^  =  6  —  , 

</2  d% 


c'est-à-dire 

a'<s(a) -(-/>' =  0,         6'ç(a) -t- 9' =  o. 

I^a  font'lion  inroniuic  '.^(x)  doit  donc  satisfaire  k  deux  relaltons 
distinctes,  ri  par  eonséiiuenl  la  droite  mobile  n'a  une  enveloppe 
que  si  ces  relations  sont  compatibles,  c'esL-à-dire  si  l'on  a 

a'  (]' —  U p  ^=  n. 
Lorsque  cette  relation  est  vérifiée,    on  obtiendra   la  courbe  en- 
veloppe en  prenant  <p(a)  =  —  A  =  —  %■•' 

11  est  facile  de  généraliser  le  raisonnement.  Considérons  une 
famille  de  coiirlics  gauches  (C),  dépendant  triin  paramètre  va- 
riable X,  reprc.sentées  par  les  équations 

(3o)  F(a-,  _}■,  ^,  a)  =  o,         *{x,jr,3,a)=:o; 

si  ces  courbes  C  sont  langenlcs  à  une  roinbe  F,  les  coordonnées 
{se,  y,  z)  dn  point  de  contact  M  de  la  courbe  C.  qni  correspond  » 
la  valeur  a  dn  paramètre,  avec  Fcnveloppe  sont  des  fonctions  du 
paramètre  a  qui  vérifient  les  équations  (3o),  et  une  autre  relation 


{ 


i 
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dîslïncle  de  celles-là.  Soienl  dx^  dy,  ds  les  dilTtirenliclles  rela- 
lives  à  un  déplacement  dti  poinl  M  sur  la  courbe  C;  a  reslanl 
conslant  sur  la  courbe  C,  on  a  entre  ces  difl'érenlielles  les  deux 

relations 

I  àF    .        âF  ^         dF  _, 
\  àx  ày    -^        ds 


(3i) 


dx 


& 


dz=n. 


Soienl  d'autre  part  Sx,  o^',  Zz,  oa  les  diiTt-renliellcs  »lc  .v,y^  z,  a, 
rclalives  à  un  déplacemenl  du  point  M  sur  la  courbe  F;  ces  difTc- 
renlielles  vérifienl  les  relations 


(3a) 


dF  , 

—  0.T 

,r 


i  à* 


dF 


dF^ 


ày    -^         àz  di 


dx 


d*  . 

Ty^y 


fis 


dF  ,_ 
di 

d4» 

dï 


Pour  que  les  courbes  G  et  V  soient  tangentes,  il  faut  et  il  suffit 

que  l'on  ail 

dx  _  dy  _  dz 
(ix        iy        iz 

et  CCS  conditions  deviennent,  en  tenant  compte  des  relations  (3i) 

et  (3a), 

dF  ,  d*  , 


da 


ûa  =  o, 


da 


6a  =  o. 


Les  coordonnées  x,  y,  z  du  poinl  de  contact  douent  donc 
vérifier  les  équations 

(33)  F=„  '  ''^  ''* 


«p  =  o,  — '  =  o, 

ils. 


di 


Pourvue  les  cnurhcs  C  adinetleni  une  enveloppe,  il  faut  donc  que 
les  qiiîilre  équations  nréeédenles  soient  compalilite*,  qurlle  ([iie 
soit  la  valeur  du  paramètre  a.  Héciproquemenl,  si  ces  écjnalions 
admetlenl  une  solution  con)iuune  en  x,  y,  z,  cjiu'l  que  soit  a,  le 
raisonueiuent  prouve  que  la  courbe  F  décrite  par  ce  point  x,y,  z 
est  tangente  en  chacun  de  ces  points  à  la  courbe  C  correspon- 
dante. Ceci  suppose  toutefois  que  le  point  de  coordonnées 
(x,  J',  :;)  n'est  pns  un  point  singulier  de  hi  courbe  C,  o'esl-à-dire 
que  les  relations  (3i)  déterminent  les  rapports  des  dillV-renlielles 
dx,  dy,  ds. 
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liemanjun.  —  Lorsque  les  courbes  C  sout  les  caractêri&tiqucij 
d'une  famille  île  surfaces  à  un  paramètre  F(x,y,  -,  a)  =  o,  le 
équations  (33)  se  réduisent  à  trois  équations  distinctes 


di) 


F  —  o  7-  ="' 


=  0; 


la  rouri>e  représonlée  par  ces  équations  est  donc  l'enveloppe  de* 
caractérisLifjiies.  C'est  la  généralisation  de  la  propriélé  établie  plui  I 
iiaut  pour  les  générnlrices  d'une  surface  développable. 

I.es  équations  d'une  «iruiu:  inoliili'  se  présentent  quelquefois  sou5  \ài 


Ci'*) 


^0,  J-o- 


5,,,  (7,  A,  r  ciaiii   ili'y  fond 


\ii   trouver   ilircclLMuci» 


)<     le 

/la 


ions  d'un  paratoèlre  variablr  1. 
ntl'tùfii 


Il  eôl 


ri   pour  que   cette  droilc  ait  ONC'l 


licDiV: 


enveloppe.  Désignons  par  /  Ja  valeur  commiino  ilcs  rapports  precc« 

les  coordannée*  4rini  point  ipii^lromiije  ilc  la  droilc  ont  pour  e\prr«sioot] 

rt  il  s'agit  de  voir  s'il  est  pussiblc  de  prendre  pour  /  une  function  de  iJ 
telle  que  la  courbe  décrite  par  le  point  {x,y,  z)  «oit  tangente  à  U  droite] 
mobile.  Il  friiii  pour  cela  rpie  l'on  ait 

(36)  îiJl^'  = 


b'I 


c'I 


dé  si 


gnant  par  m  luii'  ntmvtdk' 


di'li 


l'iniinée  égale  au\  rapports  prvc 


dents,  et  cliniinanl   /  et  m  entre  le^  trois  équations  linéaires  obtenue 
«Il  est  conduit  ù  l'équation  de  coudition 


O:) 


/>' 


si   celte  condition    cil    salisfaitc,   les   rclnlion*  lîtï)  doiineriini   / 
"iuJtc  l'enveloppe. 


Itl. 


COURRl'Iii:  iLf  TORSION  DES  COURBES  C.VUCHES. 


22  i.   Indicatrice  sphérique.  —  Sur  une  courbe;  gauche  P  adopj 
Ions  un  sens  de  parcours  déterminé,  et  dt'sij^'uons  par  s  l'arc  «le  I 
courbe  AM,  compris  entre  un  jount  .\  tlioi.si  pitiir  origine  cl  on 
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poinl  quelconque  M,  précédé  du  signe  -{-  ou  dn  signe  —  suivant 
que  la  direction  de  A  en  M  e*l  la  direction  positive  ou  l:i  direelion 
opposée.  Soit  MT  la  direction  ^t>5(7tVe  de  la  tangente  en  IVJ,  c'csl- 
à-dire  celle  qui  correspond  à  des  arcs  croissants.  Si  par  un  point  O 
de  l'espace  on  mène  des  parallèles  à  ces  demi-droites,  on  forme 
un  cône  S,  qui  est  le  cône  directeur  de  la  surface  dcvcloppable 
engendrée  par  les  tangentes  à  la  courbe  F.  Du  point  0  comme 
centre,  avec  un  rajon  égal  à  i'unilé  de  longueur,  décrivons  une 
sphère  et  soit  2  l'intersection  de  cette  sphère  avec  le  cône  juécé- 
deril,  la  courbe  S  est  ap[telée  Vîndicatricc  sphcriqtie  de  la 
courhf*  r.  ("es  Jeu\  courbes  se  correspondent  point  pnr  point;  à 
iiti  pmint  M  de  F  correspond  le  point  m,  où  la  pnralléle  à  la  direc- 
tion .MT  perce  la  sphère.  Lorsque  le  point  iM  décrit  F  dans  le  sens 
positif,  le  point  m  décrit  la  courbe  2  dans  un  certain  sens,  que 
nous  adopterons  comme  sens  positif  sur  la  courbe  2,  de  façon  que 
les  arcs  correspondants  s  et  ides  deux  courbes  croissent  en  môme 
temps  {fig.  ^^). 


Fig.  48. 


Il  est  évident  que,  si  l'on  déplace  le  cenlre  O  de  la  sphère,  la 
courbe  2  subit  lu  même  translation  ;  nous  supposerons  dans  la 
suite  que  le  centre  O  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées.  De 
même,  si  l'on  change  le  sens  positif  sur  la  courbe  F,  la  courbe  2 
est  remplacée  par  la  courbe  symétrique  relativement  au  point  O; 
mais  il  est  à  remarquer  que  la  direction  positive  mt  de  la  tangente 
à  £  ne  dépend  pas  du  sens  du  parcours  adopté  sur  F. 

I.e  plan  tancent  au  c»!ine  suivant  la  génératrice  Om  vat  paral- 
G.  34 
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lèle  au  plan  oscillateur  en  M.  Soil,  en  ed'el, 
AX-i-BY+CZ=o 

l'cquation  du  plan  Omm\  le  cetiire  O  de  la  splière  ëlant  à  l'ori- 
gioe;  ce  plan  élanl  parallèle  aux  deux  tangentes  en  M  et  M',  on 
doit  avoir,  les  points  M  el  M'  correspondant  anx  valeurs  t  et 
t -\-  /i  du  paramètre, 

(38)  A/'(0-HB<p'(0-f-C<}/'(n=o: 

(39)  Sf(f-^-h)-hB<f'(t-i-h)-hCii'(t-h  /ij=  o, 

la  seconde  de  ces  relations  peut  cire  remplacée  par  la  suix^ante 

A j^ +  n — ^^-c ~j~^ — =0. 

qui  devient,  lorsque  h  tend  vers  zéro, 

(40)  A/'(/)-+-Bo7/)-l-C(l*'(0  =  ». 

et  les  équations  (38)  el  (4o)  inivqueiles  on  parvient  sont  précisé- 
ment celles  qui  délerininent  le  plan  osculateur. 

22o.  Rayon  de  courbure.  —  Soit  u  l'angle  des  directions  posi- 
tives MT,  M'T'  des  deux  tangentes  aux  points  infiniment  voi- 
sins M,  M'  de  la  courbe  F.  La  liiniie  du  quotient rrrr,>  lorsquf 

'  arc  Ai  M  > 

le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  ^f,  s'appelle  encore 
la  courbure  de  T  ait  point  M;  le  ra_yon  de  courbure  est  Tinvers* 

de  la  courbure,  c'est-à-dire  la  limite  du  quotient  — — ^ — .  On  peut 

encore  définir  le  rayon  de  courbure  comme  la  limite  du  rapport 
des  arcs  infiniment  petils  MM',  mm';  nous  avons  en  elfel 


arc  MM' 


;MM' 


arcwm'        coriernm' 


X 


corde; 


H  ch 


acun  des  rapports r- 

f  »  cordt 


arc  mm'      corde  mm' 


a  pour  limite  Tuaité 


lorsque  m'  se  rapproche  de  m.  Les  arcs  s^"^  variant  dans  le  même 


sens,  on  a 


donc 


(.<«) 


R  = 


ffi 
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Soient 


*=/<0,      y^fd),       -=+(0. 


les  coordonnées  d'un  point  de  la  coui-be  F  dans  un  système  d'axes 
rcclanf^iilaires  ayant  le  point  O  pour  origine.  Les  coordonnées  du 
point  m  sont  précisément  les  cosinus  directeurs  de  MT 


} 


dr 
on  déduit  de  ces  formules 


dz 


d%  = 


dîd*x  —  dx  d*t 


dff»  =  dd'  - 


dt^ 


rfp 


_  ds  d*y  —  dy  d's 


dy  = 


dsd*z  —  dzd*s 


«/y» 


ds*                '         '                      rf5* 
(ds d^ r—dT  d* s)* -\-{ds ct^y—  dy  d* s)* -h-( . .  .)* 
IT' ' 


Ou,  en  développant  les  carrés  et  tenant  compte  des  relations  qui 
donnent  ds'^  et  ds  d^s, 

(dx*-h  dy'-^  ds*)[{d*x)i'^(d*y)*-+'(dit)*]— (darder  -h  dyd*y  -h  dz  rf«  ^)« 

di'- 

L'emploi  de  l'identité  de  Lagraagc  peruael  encore  d'écrire 


dtfl  = 


ds'- 


en  posant,  comme  nous  le  ferons  dans  la  suite, 

I  \  =  dy  d^z  —  dz  d*y,        B  =  rfs  d*x  —  dx  d^s, 

(43) 

I  C^dxd^y  —  dyd^x, 

et  la  formule  (4i)  qui  donne  le  rayon  de  courbure  devient  alors 

di* 


(44) 


R«: 


A'H-Bï-t-G»' 


R'  est,  comme  on  le  voit,  une  fonction  rationnelle  de  x,  y^  z,  x', 
y\  z\  .r",  _)'*,  z'' .  Quant  au  rayon  de  courbure  lui-même,  son 
expression  est  irrationnelle,  mais  c'est  une  quantité  essenlielte- 
iiienl  positive. 

Remarque.  —  Lorsque  la  variable  indépendante  est  l'arc  de  la 
courbe  F  elle-même,  les  fonctions  /{s),  f  (j),  '^{s)  vérifient  la 
relation /'^ (s) -H '^''(i) -f- '^^(jf)  =  I ,  et  la  formule  qiii  donne  le 
rayon  de  courbure  prend  une  forme  élégante.  Si  l'on  reprend,  en 
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elTel,  le  culciil  précédent,  on  a,  s  cianl  la  vnriable  indépeadanle, 

(45)  ]  d2=f(s}ds,        d^=f{$)ds,        d-f  =  Y(i)ds, 

{  rf»»=}r/'(5)]'-i- [=,-(, )]»+ ['•,•(,)]»]  rf,i 

el,  par  sitiLc, 

(44*")  ^,  -!/•(*)]»+ [<?•(»)?- [•r(*)l'. 

220.  Normale  principale.  Centre  de  courbure.  —  l^ir  le  point  M  i 
de  la  roiirlif;  V,  iiieiinns  une  dmile  parallèle!  à  la  laiigenle  en  m  à 
In  tourbe  S  et  considurons  sur  celle  droite  la  direclion  MN  paral- 
lèle à  la  direction  positive  nii.  La  droite  ainsi  obtenue  s'appelle 
Ïa  nornuiie  principale  k  F;  c'esl  la  normale  située  dans  le  plan 
osciibtcurj  puisque  mt  csL  perpendictilaire  sur  Ont  et  que  le 
plan  Oint  est  parallt'le  au  plan  oscillateur  (n"  221).  La  direc- 
tion MN  esl  la  direcdoii  positive  de  la  normale  principaU. 
C'est  une  direction  bien  définie,  puisque  la  direction  de  mt  ne 
dépend  pus  du  sens  de  [Kircours  adopté  sur  V .  Nous  verrons  loitt 
à  l'heure  comment  on  pourrait  définir  celle  dircclir>n  sans  se 
servir  de  rindiealrice. 

Si  l'on  porte  sur  la  direcliun  MN,  à  partir  du  pioint  ^L  "ne  lon- 
gueur MC  égale  au  rajon  de  courbure,  l'cxlréuiilé  C  s'appelle  le 
centre  de  courbure,  et  le  cercle  décrit  du  point  C  comme  centre 
avec  le  ravon  MC  dans  le  plan  osculateur  s'appelle  le  cercle  de 
courbure.  Soient  a',  p\  v'  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
principale;  les  coordonnées  jri,j',,  z,  du  centre  de  courbure  onl 
pour  expressions 

Or,  on  a 

rfa        dx  th       .,  di       ^  Hs  d^x  —  dr  </* .« 
di        as  09  ds  ils* 

et  des  formules  analogues  pour  3' et  y'.  En  remplaçant  a' 
valeur  dans  .r,,   il  vient 


r,  =  .%  -i-  Rt 


ds  d^T  —  dm  d's 
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le  coefficient  de  R'  peut  encore  s'écrire 
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^s'-d'-'x  -^  dx  finies  _  d^xj djT* -hdj'*->-d:i^)—  flT{drd*x  +  dv il^y  -f-  dzdl^t,  ) 
di'  ~  ds' 

OU,  en  introduisant  les  coeflicienls  A,  B,  C, 

,  Bdz—Cdjr 

Les  valeurs  àe  yt  et  de  z,  se  déduisent  de  celles  de  .r,  par  s_)  m('- 
trie  et  l'on  a,  en  définilivc,  pour  les  coordonnées  du  cenlre  de 
courlnirc. 


im 


a:, 


R» 


Bdz  —  Cdy 


du'' 


■i-  s-h 


R« 


C  rf  j  —  A  t/5 

Thi ' 


p.  AWy-Br/x 


ds'- 


ces  formules  sonl  rationnelles  en  x,j\  ;,  x',y',  z\  x",y\  z". 

Si  l'on  mène  par  te  point  IM  un  plan  Q  perpendiculaire  sur  MN, 
ce  plan  passe  parla  tangente  MT  et  ne  traverse  pas  la  courbe  F 
au  point  IVI.  JNoiis  allons  montrer  que  lo  centre  de  coiirlnire  et  les 
points  de  I'  voisins  de  M  sont  du  même  côlé  de  ce  plan  Q.  I^our 
établir  cette  propriété,  siip[)osfins  que  lu  variable  indépendante 
soit  l'arc  s  de  la  courbe  F  conqvté  à  partir  du  point  M;  on  a,  [lour 
les  coordonnées  X,  \  ,  Z  d'un  point  M'  voi-^in  de  M, 


—  X  -i — 


dx 
ds 


!*    /  d'x  \ 


et  deux  développements  analogues  pour  Y  tl  Z.  Mais,  la  variable 
indépendante  êtanl  s,  on  a 


dx 

ds 


=  «t 


d*x 

d% 

du  d<t 

1           , 

ds* 

— 

ds 

~7hTs 



K*' 

el  la  formule  qui  donne  X  devient 

X=:=T-Ha*-t-7--»-l) 

V  K        J  1.1 

Si  l'on  remplace  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs  dans  le  premier 
membre  de  l'é^puition  du  plan  perpendiculaire  à  MN, 


gi'(X-j:)4-?'(V  _^)+y(Z-=)  =  o, 
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le  rësullal  de  la  subsliluiion  esL 

T|  élanl  infiniment  petit  en  même  temps  que  s;  ce  résultat  est 
positif  pour  les  valeurs  île  s  voisines  de  zéro.  De  même  en  rem- 
plaçant X,  V,  Z  par  les  coordonnées  x  +  Ra',  .  .  . ,  du  centre  de 
courbure,  le  résullal  de  la  suLstilntion  est  R,  quantité  essentielle- 
ment positive,  ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

227.  Droite  polaire.  Surface  polaire.  —  La  per[)cndiculaire  A  au 
plan  osculaleiir  menée  par  le  centre  de  courbure  s'appelle  la  droite 
polaire.  Celle  droite  est  la  carachVrislique  du  plan  normal  à  F.  Il 
est  évident  d'abord  (]ue  l'intersection  des  deux  plans  normaux,  aux 
points  voisins  M,  M'  est  une  droite  D  perpcnilieulaire  aux  deux 
droites  MT,  M'T'  et,  par  suite,  au  plan  mOm'.  Lorsque  le  point  ■ 
M'  se  rapprocbe  de  M,  le  plan  mOm'  devient  parallèle  au  plan 
osculalcur,  la  droite  D  a  donc  pour  limite  une  droite  perpendi- 
culaire au  plan  osculateur.  Pour  démonirer  que  celle  droite  passe 
par  le  centre  de  courbure,  supposons  qu'on  ail  pris  pour  variabif! 
indépendante  l'arc  a'  de  F;  le  plan  normal  a  pour  équation 

(47)  a(X-a-)-^P(\-7)-!--r(Z-5)  =  o, 

et  la  caractérisliqiie  est  délinic  par  les  équations  (47)  et  (4^) 


(48)  ^(X-*)-h|(Y 


■y)-^\^{'l-z)-i=o. 


La  nouvelle  équation  représente  un  plan  perpendiculaire  à  la 
normale  principale  et  passant  par  le  centre  de  courbure.  L'inter- , 
section  de  ces  deux  plans  est  donc  la  droite  polaire. 

La  surface  réglée,  lieu  des  droites  polaires,  est  la  surface  po- 
laire. D'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  c'est  aussi  la  surface 
développ;d>le  enveloppe  du  plan  normal  à  F.  I>orsque  la  courbe  F 
est  une  courbe  plane,  la  surface  polaire  est  le  cylindre  ayant  pour 
section  droite  la  développée  de  F,  et  les  propriétés  précédentes  j 
deviennent  évidentes. 

228.   Torsion.  —  En  remplaçant  dans  la  définition  de  la  cour- 
bure la  tangente  par  le  plan  osculatcur,  on  est  conduit  à  un  nouvel 
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élément  gôomélriquc  qui  mesure  en  quelque  sorte  la  façon  plus 
ou  raoins  rapide  dont  lournc  le  plan  osculalcur.  Soil  w'  l'angle 
des  deux  plans  osculalcurs  aux  deux  points  infiniment  voisins  M, 

M';  on  appelle  torsion  au  point  M  la  limite  du  quotient fJïTi^ 

lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéCnimenl  du  point  M.  Le 
rayon  de  torsion  T  est  rin\crsc  de  la  torsion. 

Menons  par  le  point  M  une  ]»erpendiculairc  au  (ilan  osculateur, 
et,  sur  celle  droite  appelée  binormale,  adoptons  une  direction 
déterminée  (que  nous  lixerons  plus  lard),  de  cosinus  a",  p",  y*. 
La  paralk'le  menée  par  l'origine  perce  la  sphère  de  rajon  un  en 
un  point/),  que  nous  ferons  encore  correspondre  au  point  M  de  F. 

Le  Heu  du  point  n  est  une  courbe  spLérique  B,  et  l'on  montre, 

comme  plus  haut,  que  le  rayon  de  torsion  T  peut  encore  être 

défini  comme  la  limite  du  rapport  des  deux  arcs  inliniment  petits 

correspondants,  arc  MM',  arc  ««',  des  deux  courbes  V  el  6.  On  a 

donc 


T»  = 


d-J' 


z  désignant  l'arc  de  la  courbe  9. 

Les  coordonnées  du  point  n  sont  a",  [i",  y,  c'est-à-dire 


r 


i/A«-t-B«-i-C« 


/A'-t-  D»-hG» 


±/A'H-B!-t-C« 


le  radical  étant  pris  dans  les  trois  formules  avec  le  môme  signe. 
On  déduit  de  là  les  valeurs  de  da!' ,  dp'\  d-^' ;  on  a,  par  exemple, 


rfx*=± 


(  ,\»H-  B'4-  C')rfA  —  A(A  f/A  —  B  rfB  -4-  C  t/C) 


et  la  formule  <'/t*=  rfa"-  -f 
(A'-r-  B>-f-  C»)(rfA' 


rft«  = 


(A»-(-B»-4-C«)» 

d^fi"'^ -\- d-f^  nous  donne 
4-  dB'-  -H  rfC*  )  -  (  A  d\  -<-  B  </B  -+-  C  rfC)« 


(A»-hB»-*-C>)> 
ou,  en  employant  de  nouveau  rideutité  de  Lagrange, 

(  B  f/C  —  C  rfB )'-+-(  C  d\  —  A  <iC)^-+-(  A  f/B  —  B  dA  )* 
^A»-(-B»-»-C')» 

)n  peut  simjitifjer  le  calcul  du  numérateur  eu  utilisant  les  rela- 
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liciiis 

d'où  l'on  lire 
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A  <lr  -+-  15    (iy  -^  Cc/z    =  o, 
rfA  dx  -I-  d\i  dy  -irdC,ds=  o, 


Ci») 


dx 


dy 


ds 


BdQ  —  CdB       C  </A  —  A  (/G       \dB  —  Bd\ 


cl  il  vient 


dt*  = 


K*ds* 


K  = 


(A«-f-B»-+-C*)« 
Quant,  à  la  valeur  de  K,  on  a,  en  développant, 

{dzd*T  —  dTd*z)(dxd*r-~  dyd^x)—  (dx d'y  —  dy  d*x){dx d*x  —  dsi{i3 

dx 


—  ds  d^xd^y  —  dx d^s  d^y-^dyd^z  d*x  —  d*y  dz d^x-irdx d^yd* z  —  dyd*at 

le  second  inenihrc  n'est  autre  cliose   que  le  d«veloppeaieol  du| 
déterminant  i[(n"  216),  fornuile  8],  On  a  donc 


d-.  =  ±: 


A'-4-B«H-C»' 


et  par  suite 

(Oo) 


T  =  ± 


A»-t-B»-4-C» 


Si  l'on  considère  le  ra^on  de  torsion  T  comme  une  quanlité 
essenliellement  posilivCj  de  même  que  le  ra^on  de  courbure,  on 
prendra  pour  T  la  valeur  absolue  du  second  membre.  Mais  il  esl 
à  remarquer  que  l'ciprc-ssion  obtenue  est  ralionnellc  en  x\  jr*,  jr"',  ' 


,}  i  y  i  j    ^  "  1 


'.  Il  est  donc  naturel  de  considérer  le  ra^'oadfij 


lorsion  comme  une  longueur  alTeclée  d'un  signe.  Les  deux  signes! 
correspondent  à  des  dispositions  enliéremenL  différentes  de  la] 
courbe  V  dans  le  voisinage  du  point  M. 

Le   signe  de  T  ne  dépendant  que  du  signe  de  A,   étudioasj 
comment  varie  la  disposition  de  la  courbe  avec  ce   signe.  Nous 
supposerons  (]ue  le  Iricdre  Oxyz  esl  disposé  de  telle  façon  qu'un 
observateur  debout  sur  le  plan  des  ary,  les  pieds  en  O  et  la  lél 
vn  z,  verrait  l'axe  0.r  tourner  de  Cfo"  de  droite  à  gauche  pour 
coïncider  avec  Oy.  Cela  étant,  choisissons  sur  la  binormale  uuej 
direction  MN^  telle  que  le  trièdre  (MT,  MN,  MN»)  ait  la  même] 
disposition  que  le  Iriùdre  Oûcyz.  Si  l'on  déplace  la  courbe  Fd'unt 
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manière  conlinue  de  façon  à  amener  le  point  M  en  O,  MTsiirO^c, 
MN  sur  0>-,  la  direclion  MN*  viendra  coïncider  avec  O:;.  Dans 
ce  moiivemcnl,  la  valeur  absolue  de  T  rcïle  la  même;  donc  à  ne 
peut  s'annuler  el,  par  suile,  conserve  un  signe  constant  (').  La 
courbe  F  étant  rapportée  à  ce  nouveau  sjsièine  d\T\es  de  coor- 
données, supposons  que  la  valeur  f  :=  o  du  paramètre  corresponde 
à  l'origine;  les  coordonnées  d'un  point  voisin  auront  des  expres- 
sions de  la  forme  suivante 


(5i) 


e,  e',  e"  étant  inGuiment  petits  avec  t;  en  elTel,  dans  le  système 
d'axes  choisi,  on  doit  avoir,  pour  /  =  n.  i/y  ^=  f/:;  =  rf-z  t=u.  On 
peut  supposer  n,  >  o,  car  il  suflirait  de  remplacer  t  par  —  t  pour 
changer  n,  en  —  rt,  ;  b^  est  positif  puisque  j'  doit  être  positif  pour 
les  valeurs  de  (  voisines  de  zéro,  mais  Cj  peut  Ôtre  positif  ou  né- 
gatif. Or  on  a,  pour  /  =  o,  A  =  12«(  b-^c^  dt",  de  sorte  que  A  a  le 
signe  de  Cj.  Cela  posé,  deux  cas  sont  à  distinguer,  suivant  le  signe 
de  Ca  :  i°  si  Cs>  o,  j:  et  j  sont  négytiCs  lorsque  t  varie  de  —  /i  à  o 
el  posilil's  lorsque  (  varie  de  o  à  +  /i  (A  étant  un  nombre  positif 


Fig.  4(j  a. 

N 


Fig.  49  b. 
H 


\M' 


ffès  petit).  Un  ohservateur  debout  sur  le  plan  oscillateur,  les 
pieds  en  un  point  P  de  la  normale  princi[)ale,  verrait  l'arc  MM'  à 
sa  gauche  au-dessus  du  plan  osculateur  et  l'arc  MM"  à  droite  au- 
dessous  du  plan  osculateur  (Jfg-  49  ^)-  La  courlie  est  donc  sinis- 
troisum.  On  aurait  la  disposition  inverse  {Jig-  49  ^)  si  «-'j  était 


(' )  Il  est  du  reste  facile  de  démontrer  par  un  calcul  direct  que  A  ne  clianye 
pas  qii.ind  on  pas^e  d'un  système  d'axes  rectangulaires  à  un  svsiime  d'axes  rec- 
tangulaires de  Ultime  dispositioa. 
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négalif  ;  la  couibe  serait  ilexlrorsuni.  Ces  deux  disposilions  sonl 
absolument  dislincLes  l'unu  de  Taulre.  Par  exemple,  deux,  hélices 
de  même  pas,  tracées  sur  deux  cylindres  de  révolution  de  même 
rajon,  sont  siiperposables  si  elles  sonl  toutes  les  deux  dextrorsam 
ou  sioislrorsum;  mais,  si  Tune  est  dextrorsum  et  l'autre  sinis- 
irorsum,  l'une  d'elles  est  supcrposable  à  la  sjmélrique  de  l'aulic 
par  rapport  ù  un  plan. 

Nous  «écrirons  désormais  la  formule  qui  donne  la  torsion 


i 


(5a) 


en  un  point  où  T  est  positif,  lu  courbe  est  dextrorsum,  el  siais- 
Lrorsum  en  un  point  où  T  est  négatif.  Ce  serait  le  contraire 
une  disj)osilion  dilTcrenledu  triîdro  Oxyz. 


iais-H 
avecfl 


229.  Formules  de  Frenet.  —  Chaque  point  M  de  la  courbe  F 
est  le  sommet  d'un  iriîdra  Irirectangle,  de  même  disposition  que 
le  tri^'dre  Oxyz,  formé  par  la  tangente,  la  normale  principale  et 
la  binormale.  La  direction  positive  de  la  normale  principale  esi 
bien  di-lerminée,  tiindis  tjue  la  direction  positive  de  la  tangente 
peut  être  prise  arbitrairement  el.  détermine  celle  de  la  binormale. 
Les  différentielles  des  neuf  cosinus  directeurs  a,  ^,  y,  . . .  s'expri- 
ment très  simplement  au  moyen  de  R,  de  T  et  de  ces  cosinus  eux- 
mêmes,  pur  des  formules  ducs  à  Frcnct('  ).  Nous  avons  déjà  obtenu 
les  formules  qui  donnent  </a,  d'^^  «/v, 


A 


(53) 
Soient 


ds 


^A'-(-B»^-C« 


P'= 


ds 


B 


ii' 


v/A>-t-  B»-t-C» 


•h. 

ds 


Y  =' 


I 

h' 


c 


/A'-rB«-»-C« 


les  cosinus  de  la  direction  positive  sur  lu  binormale.  Le  Irièdrc 
(MT,  MN,  MNi)  ajanl  la  même  disposition  que  le  trièdre  Oxys, 


doit 


avoir 


V/A«-r-B»-f-C> 


(,')  Voir  IS'ouvetles  Annale*  de  Mathématiques,  i86.'i;  p.  284. 
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D'antre  part,  la  formule  qui  donne  da!'  peut  s'écrire 

B(BrfA  — ArfB)-4-C(CrfA  — ArfC^ 
dix'  =  E  — i^ j ■ , 

(A»-+-B»-hC«)"« 
ou,  en  tenant  compte  des  relations  (49)  et  de  la  valeur  de  K, 
d£_  cp  — By      _  Aa' 

Le  coefficient  de  a  n'est  autre  chose  que  =  [formule  (5a)];  on 
calculerait  de  même  d^"  et  d^,  et  nous  avons  les  formules  ('  ) 

rf«'_a'      rfr_i'      ffï!_-r' 

tout  à  fait  pareilles  aux  formules  (53). 

Pour  avoir  da!,  d^',  d-^'^  différentions  les  relations  bien  connues 

a't+    p'*-4-   y»=i, 

aa'-H    PP'-H  fi'  =  o, 

a'a'-j-p'P'-!-Y'-r'=o. 

ce  qui  donne,  en  remplaçant  t/a,  <3?p,  rf^.  ^*"»  '^P")  ^ï"  P*'"  leurs 
valeurs  tirées  des  formules  (53)  et  (54), 

a  rfa'+  p  </?'+  Y  «^ï'^  ^  =  O' 

»'rfa'+p"rf?'+Y'<'ï'+Y=°  = 
nous  n'avons  plus  qu'à  tirer  da!,  d^',  dr^  de  ces  relations 

^"^    rf»  ~       R       T'         rf*  ~       R        T'         rf*  ~       R        T' 
Les  formules  (53),  (54),  (55)  sont  les  formules  cherchées. 


(')  Si  l'on  avait  écrit  la  formule  qui  donne  la  torsion,  =  =     ,         — -r-,  il 
aurait  fallu  écrire  les  formules  de  Frenet 

d,-=-^%    .... 
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Remarque.  —  Les  formules  (j4)  nionlrent  que  la  tangente  b 
la  courbe  spkërique  0  décrilc  par  le  point  n  de  coordonnées  i' 
{j",  y"  <^='''  parallèle  à  la  normale  principale.  C'est  ce  que  mont 
aussi  la  géométne.  Considérons,  en  ellel,  le  cône  S'  de  sommet 
ayant  [>nui-  Jirectrici;  la  courbe  6;  la  g;(?néralrice  On  est  perpen- 
diculaire au  [dan  tangent  au  cône  S  suivant  0/H{n"  228),  et  par 
conséquent  le  cône  S'  est  supplémentaire  ilu  cône  S.  Mais  on  saii 
qu'il  y  u  rt'ciprociié  entre  deux  cAnes  de  cette  espèce,  de  sorti 
qu'inversement  la  gcn«Tatrtec  Om  de  S  csl   perpendiculaire  a 
plan  langent  au  cône  S'  suivant  On.  Gela  étant,  la  tan<;ente  mt 
la  coniljc  ï,  étant  perpendiculaire  aux  deux,  droites  0«i,  O/i,  ei 
perpLMidiculaire   an    plan   rnOn.   Pour    la   mèuie    raison,    la  tan 
génie   nt'  à  la  coiirlu;  ©  est  perpendiculaire  au  plan  niOn.  G 
deux  droites  sont  donc  parallèles. 


I 

n-     I 


230.  Développements  de  x,  y,  z  suivant  les  puissances  de  s. 
Etant  donnéeà  dcu\  loucLions  d'une  variable  indépendante  sJ 
tt^  ?(•*)>  T  =  '}(*))  dont  la  première  est  positive,  il  existe  une 
courbe  gauche  F,  qui  est  complètement  définie,  abstraction  fait 
de  sa  position  dans  l'espace,  dont  le  rayon  de  courbure  et  k 
rnjon  de  torsion  s'expriment  par  les  formules  précédentes  au 
moyen  de  l'arc  compté  à  partir  d'un  point  de  cette  courbe.  La 
démonslralion  rigoureuse  de  cctlc  pro]>osilion  ne  peut  élre  failf 
tpi'après  la  tliéorie  des  équations  ditrérenlielles.  TS'ous  allons  mon- 
Irer  seulement  comment  on  peut  trouver  les  développements  dei^| 
coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  cbercliéc  suivant  les  puis- 
sances de  .î,  en  admellant  la  possibdilé  de  ces  dévclopy)emenls. 
Prenons  pour  axes  de  coordonnées  la  langenle,  la  normale  prin- 
cipale et  la  binormale  au  point  O  à  partir  duquel  on  compte  Vitci 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  chcrcbée,  voisin  de  l'ori- 
gîne,  oui  pour  expressions 


i  \ds  Jn^  \  .iX  ds*  Jo       1.2.3  V 


=  ^lt\ 


'la- 


(56)  }y-'  (^\    ^JL(^\    ^^^(^\    ^ 
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(Le 


d'-x 


dx 
ds 


Mais  on  a 

di  ~  ''         ds*  ~  ds  ~  H' 
et,  en  difTérenlianl  de  nouveau, 

_a^  rfR  _2^  /a        ^\ 

R»  d.t        R  VR  "^  T/' 


d'x 


et,  d'une  façon  générale,  on  obllent,  par  l'emploi  répélé  des  for- 
mules de  Frenel,  l'expression  de  —r— 
'  ds" 

d»x 


ds" 


=  ,L„a-HM„a'-(-  P„a', 


L«,  M„,  P„  dlant  des  fonctions  connues  de  R,  T  cl  de  leurs  déri- 
vées successives  par  rapport  à  l'arc.  On  auruil  tir  iiu'tnn  les  Jt'ii- 
vées  successives  de  >'  et  de  :  en  rcni|ilaçanl  œ,  a',  a"  par  jî,  p',  p" 
et  Y,  "f,  y*.  Mais  on  a,  pour  l'origine,  au  =  i,  !î^=:o,  v^^f», 
«ô^o,  ,^0=  'iTÔ=**»  K=  o>  ?«=  o,  YÛ  =  '•>  ei-''^s  formules (56) 
deviennent,  en  se  bornant  aux  termes  on  a,  **,  s', 


(56  A15) 


_  _*»^ sj_  dR 

-  -  _     ^'     ^ 

'  "        6 HT  '^■■"' 


les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  troisième.  On 
suppose,  bien  entendu,  I\,  T,  -77  >  -  •  ■  remplacés  par  leurs  valeurs 
pour  s  =  o. 

Ces  formules  permettent  de  calculer  aisément  la  partie  jxrinci- 
pale  de  certains  inliniment  petits.  Ainsi,  ta  distance  dun  point 
voisin  de  la  courbe  ;iu  plan  oscutateur  est  du  troisième  ordre  et  sa 

partie  principale  est  —  -qr-;-  La  distance  d'un  pointa  l'axe  Ox, 
c'est-à-dire  à  la  tangente,  est  du  second  ordre,  et  sa  partie  prin- 
cipale  est  — jj  {cf.  n°  Sl-t).  Caiculnns  encore  la  longueur  d'une 
corde  infiniment  petite  c.  On  a 


c*  =  i-i  -+->'*  -T-  -'=  i'  — 


laR» 
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Jes  termes  non  écrits  étant  d'un  degré  supérieur  au  quatrième. 
vient  ensuite 


-(■ 


I7,R» 


T=*('-ifsi-^-)= 


la   différence  5  —  c  est  donc  un   infiniment  petit  du   troisième 

ordre,  et  sa  partie  principale  est  -7175  • 

On  démontre  par  un  calcul  tout  pareil  que  la  plus  courte  di& 
liincr  entre  la  tiingente  à  l'origine  el  la  tangente  en  un  point  infi- 
niment voisin  est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  dont  Id 

partie  principale  est  — jr=;'  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Bouquet. 


< 


4 


2.31 .  Développantes  et  développées.  —  On  dit  qu'une  courbe 
est  une  développante  d'uni;  autre  courbe  F,  si  les  tangentes  à  la 
courbe  F  font  partie  des  normales  à  la  courbe  V^,  inversement,  la 
courbe  F  esl  dite  une  développée  de  F,.  Il  csl  clair  que  toutes  les 
développantes  d'une  courbe  F  sont  situées  sur  la  développable, 
dont  r  esl  l'arélc  de  rebroussemenl  et  coupent  ortliogonaleinenl 
les  génératrices. 

Soient  dr,  }',  ;  les  coordonnées  d'un  point  M  de  F,  at,  3,  v  les 
cosinus  directeurs  de  la  tangente,  et  l  le  segment  MM,  compris 
entre  le  point  M  et  le  point  M|  où  une  développante  coupe  la  tan- 
gente en  M  ;  on  a,  pour  les  coordonnées  de  M4, 

•cl,  par  suite, 

dXi—  dx-^idx  +  adl,        dyi=  dy-i-ld^-^  ^dt, 
rfjj  =  ds  -^  l  d-(  ~  Y  dl. 

Pour  que  la  courbe  décrite  par  le  point  M,  soil  normale  à  MM,, 

il   faut  et  il   suffit  que  l'on  ait  a  rf-r, -f- ,3  (/^, -i- y  rfi,  =  o,  c'esl-j 
à-dire 

a  «ir  -t-  p  <//  -t-  7  c/j  -t-  c//  -t-  /(oct/a  -I-  p  rfp  -H  Y  <'ï)  =  «>t 

relation  qui  se  réduit  à  ^/s  +  <//=o.  On  obtient  donc  les  dëve 
loppantes  d'une  courbe  gauche  T  par  la  même  construcliûn  qui 
•donne  les  développantes  d'une  courbe  plane  (n'  2()6). 

PropObOns-nous  maintenant  de  trouver  les  diverses  développées 


I 
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d'une  courbe  F,  c'est-à-dire  d'associer  les  normales  à  cette  courbe 
suivant  une  loi  continue,  de  façon  à  obtenir  une  surface  dévelop- 
pable  {fig.  5o). 

Fig.  5o. 


Soient  D  une  développée,  ç  l'angle  de  la  normale  MMi  avec  la 
normale  principale  Mi\,  /le  segment  MP compris  entre  le  point  M 
et  la  projection  P  du  point  M|  sur  la  normale  principale.  Les 
coordonnées  iC|,^i,  a,  du  point  M,  sont  données  par  les  formules 

Ixx  =  X  -^  la!  -\-  lot'  tango, 
^i=r-t-'P'-^  /P'tangcp, 
Zi  =  z  -i-  ly'  -i-  If*  langw, 

que  l'on  obtient  en  projetant  la  ligne  brisée  MPM|  sur  les  trois 
axes.  La  tangente  à  la  courbe  décrite  par  le  point  M|  doit  être  la 
droite  MM,  elle-même,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

rfa?,  dyt  dzi    , 


xt  —  x     yt—y      zi  —  z 

désignons  par  K  la  valeur  commune  de  ces  rapports;  la  condition 
dxt  =  K{x^  — x)  s'écrit,  en  remplaçant  x,  et  dxt  par  leurs  va- 
leurs, et  se  servant  des  formules  de  Frenet, 

«</*  ('  ~  r)  "+"  =''K^  -*-  '  '''"S?  Y  ~  ^') 

-4-a'   rfC^lang^) ^— K/tango    =o. 

Les  conditions  dy,=^Vt.(yt — y),  ds,=^K.{Zi — z)  donneront 
deux  relations  toutes  pareilles,  que  l'on  déduira  de  la  précédente 
en  remplaçant  a,  a',  %"  par  ^,  p',  ^",  puis  par  f,  "fi  T"-  ^-"^  détermi- 
nant des  neuf  cosinus  étant  égal  à  un,  le  système  formé  par  ces 
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(rois  relalioTis  est  équîvaient  au  suivant 

ffs 


(58) 


1    M  —  j^  ]  <^  =  o,        dl  -+-1  tangç  ^  =  K  /, 


Us 


</(/laiipo) -.-  =  K/ tango 


On  lire  de  la  p>remitTe  /  =  H,  ce  qui  nioolre  cjue  le  poinl  P  esl  1 
cenlre  de  courbure,  el  la  <iroilc  PM,  la  droite  polaire.  Par  conséJ 
(jiient,  toutes  les  développées  d'une  courbe  T  sont  sur  fa  sur 
face  polaire.  l*our  achever  de  déterminer  ces  développées,  nou' 
n'avons  j>lu.s  <|ir;i;  t'iirniner  K  entre  les  deux  dernières  relations 
(58),  en  3' remplaçant  /  |)ar  R;  il  resle,  toutes  rcdiiclions  faiies, 
ds  =  T  d's.  L'angle  f  s'obtient  donc  pnr  une  (piadratiirc 


(59) 


9  =  0,,-+- 


'cts 


/.     T 


d 


Si  l'on  considère  deux  valeurs  de  l'angle  ç,  correspondanl  à  dca\ 
valeurs  dilTërontes  de  la  consiaute  ïq,  'a  din'érence  de  ces  deuv 
angles  reste  eonslante  tout  le  long  de  la  courbe  F.  On  voîL  donc 
que  deux  norniafes  de  la  courue  F,  qui  sont  tangentes  à  deu 
développées  différentes,  se  coupent  sous  un  anple  constant.  Sî 
l'ou  connaît  une  latnille  de  normales  à  F  engendrant  une  surface 
développable,  on  obtiendra  toutes  les  autres  dévcloppiibles  for- 
mées de  normales,  en  fiùsaiil  tourner  les  premières  d\io  angle 
constant,  d'ailleurs  arbitraire,  autour  du  point  où  elles  coupent  F. 

Beniarf/ue  /.  —  Si  la  courbe  F  esl  une  courbe  plane,  T  c$t 
inbni,  et  la  formule  précédente  donne  tp  =^  '^o-  1-""»  développée  <]ttl 
correspond  à  la  valenr  !pti  =  o  esl  la  développée  plane  déjà  éludipe, 
qui  esl  aussi  le  lieu  des  centres  de  courbure.  Les  autres  dév( 
loppées,  en  nombre  infini,  sont  situées  sur  le  c^^Iindre  ayant 
[iijcir  sccltou  droite  la  développée  ordinaire  :  ce  sont  des  courbe! 
gauclies,  appelées  hélices,  qui  seroul  étudiées  au  paragraphe 
suivant.  Ce  cas  est  le  seul  où  le  lieu  des  centres  de  courbure  soîl 
en  même  temps  une  dévelop|iée.  Pour  que  la  relation  (5çj)  soit 
vérifiée  eu  |ir<'naul  i  =  o,  il  ("aul  que  T  soit  infîni  ou  que  A:^oJ 
La  courbe  esl  doue  une  courbe  plane  (n"  216). 


ic 

1 


Remarque  II.  —  Si  la  courbe  D  est  une  développée  de  F,  in- 
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versement  F  esl  itne  développante  de  D.  On  a  donc,  en  appelant  s^ 
l'arc  de  la  développée  compté  dans  un  sens  convenable, 

rf*i  =  </(MMi); 
les  développées  d'une  courbe  sont  donc  des  courbes  rectiHables. 

33:2.  Hélices.  —  Soil  G  une  courbe  plane  quelconque;  si,  de  chaque 
point  m  de  cette  courbe,  on  porte  sur  la  perpendiculaire  au  plan  de  C 
une  longueur  m  M  projiorlJDruicllu  ii  l'iirc  de  lu  courbe  C,  coiiiplë  à  partir 
d'un  piiiiit  fixe  .\,  le  lieu  du  point  M  est  une  courbe  gauclic  F,  appelée 
hélice.  Prenons  pour  plan  d<'s  xy  le  plan  tie  la  courbe  C,  et  soient 

les  eupressions  des  coordonnées  d'un  [ininl  m  de  C  en  fonction  de  l'arc  a; 
les  coordonnées  du  point  correspondant  !\1  de  la  rourbc  V  seront 


I  (>o  I 


^^/(').        y -fil), 


K», 


k  étant  un  facteur  constant,   F>cs  fonctions  _/"  cl  <p  vérifient  d'ailleurs  la 
ielation  /'*-+-  'f''  =  i.  Des  formules  (60)  on  tire,  en  appelant  î  l'arc  de  F, 

cil  par  suite,  î  =  o  /'  "^  '^'"t"  ï'  !  *'  '""  coniple  les  arcs  î  cl  a  à  partir 
dun   même  point  A  de  la  courbe  C,  ce  qui  revient  à  faire  H  =  o,  on 

aura  f  =  <t  v/i -h  K*.  Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  F  ont  pour 
valeurs 


(61) 


/'(') 


v/i 


K' 


P 


?'(g) 
/i-T-K«' 


7 


K 


y/n    K»' 


Y  étant  indépendant  de  a,  on  voit  que  la  tangente  fait  un  angle  constant 
avec  0  3.  Cette  propriété  est  caraclérislique  ;  Toute  courbe  dont  les  tari- 
gentet  font  un  angle  constant  avec  une  direction  fixe  est  une  hélice. 
Pour  le  démontrer,  prenons  l'axe  des  s  parallèle  à  celte  direelion,  cl 
soil  C  la  projeciion  de  la  courbe  considérée  F  sur  le  plan  des  xy\  on 
peut  toujours  écrire  les  équations  de  la  courbe  F 


(6a) 


x-fi's),        j^-o(»),        3  =  «j/(er), 


les  fonctionsyel  ç  satisfaisant  à  la  relation /'»-f- (f'' =  i,  ce  qui  revient  à 
prendre  pour  variable  indépendante  l'arc  u  de  la  courbe  C.  On  en  déduit 


di 

dt 


^'(^) 


il 


//•'*-*- lf.'«  H- 4»'*        v/n-f»' 


pour  que  y  soit  constant,  il  faut  ci  il  suffit  que  '^  soit  constant  et,  par 
G.  35 
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suite,  que  4*^')  *oil  de  la  forme  Ka-r-Sj.  Les  équations  de  la  courbe  F 
seront  de   la   forme  (60},   si  l'on   porte   l'origine   au  point  x  =  o,  ^—n, 

La  formule -j^  —  -k  nous  donne  ici,  puisque  7  est  conslaot,  y'  =  o.  La 

normale  principale  est  donc  perpendiculaire  aux.  génératrices  du  cvlindre; 
rnmme  elle  est,  en  outre,  perpcmltculaire  à  la  tangente  à  l'Iiélice,  c'est  li 
normale  au  cylindre,  et  le  plan  nïculaieiir  est  lui-niiînie  normal  au  cvlindre. 
La  bini.»rmalc  est  donc  silin''e  dans  le  plan  tangent  au  cylindre  et  perpen- 
diculaire à  la  tan^'ente^  ce  qui  montre  qu'elle  fait  aussi  un  angle  consianl 
avec  Os. 


La    formule 


ds 


nous    donne    ensuite,    puisque    f'—a, 


I 
I 


T 
R 


r 

T 


o,  ce  qui  prouve  que,  dans  une  hélice,  le  rapport  -^  est  consianl. 

K 


Ces  diverses  propriétés  sont  caractéristiques  d'une  hélice.  Démontrons. 

T 
par  enemple,  que  toute  courbe,  pour  laquelle  le  rapport  ■^  est  con- 

K 
slant,  est  une  hélice.  (J.  Bertrand.) 
On  lire  des  formules  de  Frencl 


</a   _   rf^   _    f/Y   _  T  _ 
da'  "  dji'  "  d^'  ~  ^  '^  lï 


si  H  est  constant,  on  aura  en  intégrant 

«•=Ha-A,        p'-lip^-B,        y'=Hy  — C, 


\,  B,  C  désignant  trois  nouvelles  constantes.  Ajoutons  ces  trois  équation) 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  a,  ^,  f  :  il  vient 


Aa-*-Bp--CY  =  H 


rt"  qu'on  peut  écrire 


Aa-t-ap-t   Cy  _ 

/A»-t-B»H-C»  ~ 

B 


/A»-r-B'-t-Cî     /A»-t-B»-i-C»     v/A'-(-B*H-C» 
directeurs  d'une  certaine  droite  A,  et  la  relation  précédente  exprime  quel 
la  tangente  fait  un  angle  constant  avec  celte  tlircction;   la  courbe  coDSi- 
dérre  est  donc  une  hélîcc. 

Calculons  encore  le   rayon   de   courbtire.   On   a,   en   se  reportant  au*  i 
valeurs  trouvées  plus  haut  (fii)  pour  a,  p, 

^_dz !_^.„        ê!- 

R  ~  ds'    i-f-K»"'   ^    ''        R  ~  7 
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et  par  conséquenl.  [jufsque  ■('  =  o, 

(  63  )  '  ' 


m 


] 

R^ 


=  (T;rKî7tl/'H»;  -  ?"(»)!• 


K' 


Le  rapport      '"    est  donc  indépendant  de  K;  or,  pour  K  =  o,  ce  rap- 
port se  réduit  à  l'inverse  -  du  rayon  de  courbure  de  la  section  droite  C, 

comme  il  est  facile  de  le  vérifier  (n°  20;;).  La  formule  précédente  peut 
donc  s'écrire  R  =  r(i-i-K'),  ce  qui  montre  que  le  rayon  de  courbure 
d'une  hélice  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  C. 

Il  est  facile  de  déduire  de  là  toutes  les  courbes  pour  lesquelles  R  et  T 

T 

sont  constants.  En  elTet,  le  rapport  -^  étant  constant,  ces  courbes  sont 

des  hélices,  d'après  le  théorème  de  M.  Bertrand.  De  plu^,  R  éiant  con- 
stant, il  en  est  de  ménae  du  rayon  de  courbure  r  de  la  courbe  C.  Cette 
courbe  C  est  donc  une  circonférence,  et  la  courbe  cherchée  est  une 
hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution.  Cette  proposition  est  due 
à  M.  Puiscux  ('  ). 

2:J3.  Courbes  de  M.  Bertrand.  —  Les  normales  principales  a  iim; 
courbe  jilpne  sont  en  nu'iiie  tenijis  les  normales  principales  d'une  infinilé 
d'autres  courbes  planes,  parallèles  à  la  première.  M.  J.  Ucrlratid  s'est  pro- 
posé de  trouver  les  courbes  gauches  dont  les  normales  prÎMcipalcs  sont 
aussi  les  normales  jirincipales  d'une  seconde  courbe  gauche.  Supposons 
le»  coordonnées  jr,  j',  s  d'un  point  i-xpriniées  en  fonction  de  l'are  j;  sur 
chaque  normale  principale  portons  une  longueur  /,  et  soienl  .\,  Y,  Z  les 
coordonnées  de  rcxlréniiré 


,6ii  X=.r-T-/a',         Y=j-t-/p',         Z^z-^l-(\ 

Pour  que  la  normale  principale  à  la  courbe  F  soit  aussi  la  normale  prin- 
cipale ii  la  courbe  I"  décrite  par  le  point  (X,  Y,  Z),  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait  les  deu\  relation'! 

a'</X-r-P'</Y-f-Y'rfZ  =  0, 

x'{dYePZ-dZff^\)^^\dZd*\  —  dS.d'Z)-^y'{d\d*\-dYtI*\)  =  i}, 

dont  la  signilicatii)n  est  bien  claire.  On  lire  île  la  première  dl  =^  n,  ce  qui 
prouve  que  la  lonf;iieur  /  doit  être  conslantc.  En  riMti|daçanl  ensuite  dan** 

la  seconde  d\,  d*\,  d\, par  leurs  valeurs  dt^duites  des  fortiiules  dir 

Frenet  et  de  celles  qu'on  obtient  en  les  difTércntiant,  il  reste,  toutes  réduc- 


(  '  ;  La  dèmonstraliiin  suppose  qu'il  s'agit  de  courbe»  réelles,  car  on  a  suppos'- 
plus  haut  que  A'-t-  U'-t-C'  n'était  pas  nul  [voir  la  Ihése  de  .M.  Lyon  Sur  les 
courbes  à  torsion  constante,  tS^o). 


5',8 

lions  faites, 
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H'-kH-iXf) 


et  l'on  en  tire,  en  iniégrant,  la  relation 


(65) 


i     L  - 


/'  désignant  une  nouvelle  conslanle.  Lei  courbes  cherchées  sont  done\ 
celles  pour  lesquelles  il  existe  une  relation  linéaire  entre  la  cour- 
bure et  la  torsion.  On  voit  de  plus  que  la  condition  est  suffisante  et  It^ 
longueur  /  est  donnée  par  la  rclalioii  (65)  elle-même. 

Un  eus  particulier  remarquable  avait  déjà  été  étudié  par  Monge;  c'eril 
celui   où    le  rayon   de   courbure  est   constant.    La   relation  (65)  devient 
alors  /  =  R,  et  la  courbe  F'  représentée  par  les  formules  (64)  est  le  lieu 
des  centres  de  courbure  de  la  courbe  F.  Des  formules  (64)  on  lire,  en  < 
supposant  /  ==  R  =  constante, 


rfX  =  —  ^  a'ds, 


d\ 


P'ds, 


R 
T 


dZ=  ^'^  -('iU, 


ce  qui  montre  que  le  tangente  à  la  courbe  F'  est  la  droite  polaire  de  F. 
I.e  rayon  de  courbure  H'  de  F'  est  donné  à  son  tour  par  la  formule 


R'»  = 


dX»H-<fY«- 


rfa'>-htfp'>^rfy 


,,  -  n  1 


on  voit  que  ce  rayon  de  courbure  est  aussi  constant  et  égal  à  R,  et  il  y  a 
réciprocité  entre  les  deu\  courbes  F,  T' ;  chacune  d'elles  est  l'arête  de 
rebroussement  de  la  surface  polaire  de  l'autre.  Toutes  ces  propriétés  sont 

faciles  à  vérifier  directement  sur  l'hélice  circulaire. 


Remarque.  —  Il  est  facile  d'avoir  des  formules  générales  représentant 
toutes  les  courbes  gauches  dont  le  rayon  de  courbure  est  constant  et  éjtl  ' 
à  R.  Soient  ci,  p,  y  trois  fonctions  d'un  paramétre  variable  satisfaisant  k  Uj 
relation  a* -t-  ^* -(-  f  '  ~  i  •  Les  formules 


(G6) 


\=K  fadr,,         Y  ==  R  Ç  ^  di,         Z  =  R  A  </' 


où  l'on  a  posé  d<s  =  /rfa*-+-  Éf^»-i-  df*,  représentent  une  courbe  répondtol  ; 
à  la  question,  et  il  est  aisé  de  démontrer  qu'où  les  obtient  toutes  de  celK 
façon.  En  clTeL,  a,  p,  f  sont  précisément  les  cosinus  directeurs  de  la  lan- 
Rcnle,  et  a  est  l'arc  de  l'indicatrice  spliérique  {a'  225). 
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IV.  -  CONTACT  DES  COURBES  GAUCHES,  DES  COURBES 
ET  DES  SURFACES. 

23i.  Contact  de  deux  courbes.  —  L'ordre  de  contact  de  deux 
courbes  gauches  se  définit  comme  pour  les  courbes  planes.  Con- 
sidërons  deux  courbes  F,  F',  tangentes  en  un  point  commun  A  ; 
soit  M  un  point  de  F  voisin  de  A,  auquel  on  fail  correspondre  un 
poinl  M' de  F'  d'après  une  loi  quelconque,  de  telle  façon  que  les 
deux  points  M,  M'  tendent  simullanémenl  vers  le  point  A.  Mous 
allons  chercher  quel  est  Tordre  infinitésimal  maximum  de  MM' 
par  rapport  à  l'arc  AM  con.sidcré  comme  infiniment  petit  prin- 
cipal; si  cet  ordre  est  n  +  1,  nous  dirons  que  les  deux  courbes 
ont  un  contact  d'ordre  n. 

Rapportons  les  deux  courbes  à  un  système  d'axes  rectangu- 
laires ('),  le  plan  des  ^2  n'étant  pas  parallèle  à  la  tangente  com- 
mune, et  supposons  d'abord  leurs  équations  mises  sous  la  forme 
suivante  : 

r=/(^^  ,  |Y  =  F(x). 

-  =  ?(ar),  ^     '  I   Z  ■=*(*), 

Si  ^0,^0)  -0  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact,  les 
coordonnées  des  deux  points  M,  M'  sont  respectivement 

,  Mfaro-f-A,  /fro-l-A),  o(xuH-A)l.     M'r.Tu-4- A-,  F(aro-+- A),  *(xo-t-/)J, 

k  étant  une  fonction  de  h  qui  dépend  de  la  loi  de  correspondance 
établie,  et  qui  s'annule  avec  h.  On  peut  encore  prendre  /(  pour 
infiniinenl  petit  principal  au  lieu  de  l'arc  AM  (n°  211),  et,  pour 
que  MM'  soit  un  infiniment  petit  d'ordre  n -t- 1 ,  il  faut  que 
chacune  des  difi'ércnces 

h  k  —  h,     r(j:,-t- A-)— /(Xtt-H/0>     *(X(|-h/)  — ^(jro-+- A) 

soit  un  infiniment  petit  d'ordre  n  -4-  1   au  moins.  On  doit  donc 

avoir 

fc  —  h  =  aA"*'.        F(Xo-h/:)—f{Tt-i-h)-  pA»+', 

a,  P,  Y  restant  finis  lorsque  h  lead  vers  zéro;  en  remplaçant  /•  par 


(r> 


OU  C9t  facile  de  rolr  que  cette  hjpolhise  n'est  nulletnenl  nécessaire  pour  la 
suite,  en  se  reportanl  4  la  formule  qui  doanc  la  dislaoce  de  deux  points  ea  coor- 
données obliques. 


5Jo 

.s;i  valeur  k 


CHAPITRE  Xt.  —  COUBBKa  GACCHES. 

2/1"+',  les  deux  dernières  condilions  deviennent 


F(3ro-l-  A-V-aA"»)— /(.ro-4- A)r^  pA»-^», 


4 


En  développant  F(>roH-  h  -\-  aA"+')  et  ^{x^-\-  h  -+-  a/t*^')  paru 
formule  de  Taylor,  tous  les  termes  qui  dépendent  de  et  contien- 
dront A""*"*  en  facteur,  et  les  différences 


I 


devront  ^tro  d'ordre  n  -^-  1   an  moins.  Il  s'ensuit  que,  si  In  dis 
lance  MM'  est  d'ordre  n  +  i ,  la  distance  MN  des  points  M,  N  des 
deux  courbes  qui  ont  mâine  abscisse  [xa-^-  h)  est  d'ordre  n  +•■ 
au  moins.  On  obtiendra  donc  Fordre  infinitésimal  maximum  en 
faisant  correspondre  les  points  des  deux  courbes  qui  onl  même 
abscisse.  H 

11  est  facile  d'évaluer  cet  ordre.  Les  deux  courbes  étant  tan- 
gentes, on  a  les  relations 

supposons  que  l'on  ait  en  outre,  pour  prendre  le  cas  général, 

/•(*o)=F'(^o) /'-»(*•,)  =F'«'(3:,), 

ip'{*<,)  =  *'(a:,),         ....        <p'"'(Xo)  =  *''«'(x,); 

l'une  au  moins  des  diOerences 

F<'«+«' («•c  )—/'"+"(  J?o),     *'»+»(x»)  —  (pi«  +  '*(xo) 

n'étant  pas  nulle.  La  distance  MM' sera  d'ordre  n  +  i ,  et  il  j  aur» 
un  contact  d'ordre  n.  Le  résultat  peut  encore  s'énoncer  comme  il 
suit  :  Pour  avoir  l'ordre  de  contact  des  deux  courbes  F,  F',  il  suffit 
déconsidérer  les  projections  (C,  C)  et  (C|,  C^,)  de  ces  courbes 
sur  les  deux  plans  a; Oy  tixQz,  d'évaluer  l'ordre  de  contact  de  Cfl 
avec  C,  celui  de  C,  avec  G',,  et  de  prendre  le  plus  petit  de  ces 
deux  nombres. 

Lorsque  les  courbes  F,  F'  sont  représentées  par  les  formuler 


(F-) 


X=/(a). 


Y  =  *(«), 


*  =  *(<).- 


ces  courbes  soot  ta 
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ngentea  en  un  point  si,  pour  u  =  t  -^  fg,  on  a 


<I> 


{<•)  =  ?('«).         *'(/at  =  ç'((ol.  i(^(fol=|(<o),         *'((,,»  -<>'(/o); 


nous  supposerons  qu^au  point  de  contact  la  tangente  n'est  pas 
parallèle  au  plan  des  i';;,  c'esl-à-dire  que  /"'(^o  '  n'est  pas  nul.  Les 
points  des  deux  courbes  qui  ont  même  abscisse  correspondent  à 
une  même  valeur  de  t.  Pour  qu'il  y  ail  un  contact  d'ordre  n,  il 
faut  et  il  suffit  que  ^{t)  —  w(Oi  ^(')  —  "!'(')  soient  des  infini- 
ment petits  d'ordre  n  ~r-  i  par  rapport  à  t  —  t^,  c'est-à-dire  que 
l'on  ait 

v'(t,>)--yn„} T<'')(<o)=<|''»'(/o). 

l'une  au  moins  des  difTérences 

n'étant  pas  nulle. 

On  ramène  au  cas  précédent  le  cas  où  l'une  des  courbes  F  e&l 
représentée  par  les  équations 

lu  courbe  F'  étant  représentée  par  un  système  de  deuY  équations 

lion  résolues 

F(x,y,  z)  =  o,        F,(x,jr,z)=o. 

lin  reprenant  les  raisonnements  du  n"212,  on  démontre  que,  pour 
qu'il  V  ait  un  contact  d'ordre  fi  au  point  de  F  qui  correspond  à  la 
valeur  ^o  de  t,  on  doit  avoir 


itiS) 


,7  u«)  =o,        3'  Hd)  =0, 


en  posant 

^(0  =  P[/(0-  <?(0-  <K0].      ^.(  o  -  Fi [/(0^?{n.  ifit)]. 

235.  Courbes  osculatrices-  —  Considérons^  d'une  part,  une 
courbe  déterminée  F  dont  tes  coordonnées  sont  exprimées  en 
fonction  d'un  paramètre  par  les  formules  (G7);  d'autre  part,  une 
famille  de  courbes  F'  dépendant  de  -^n  -h  2  paraenèlres  a,  6, 
c,  .  . . ,  /,  représentées  par  les  iMpiatiuns 

(,691     F(x,y,z,a,ù,  ...,/)  =0,         Fi(x,j',:,a,b,c /)=o. 
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On  peut  en  gcnëral  disposer  de  ces  2/1  -i-  a  paramètres  de  façon 
(|iie  l'une  des  courbes  de  cette  famille  ait  un  contact  d'ordre  n 
avec  la  courbe  F  en  un  jjoiut  donné.  La  courbe  ainsi  oI)lenue  est 
dite  osculali'ice  à  T.  Les  équations  qui  déterminent  les  paramètres 
a,  /',  c,  .  . .  ,  l  sont  précisénienl  les  3«  -+-  2  équations  (<38)  écrites 
plus  haut.  Il  est  à  remarquer  que  ces  équations  ne  peuvent  être 
coijtpiiiibies  ({ue  si  chacune  des  rendions  F,  F|  contient  au  moins 
n  -+■  I  paramètres.  Par  exemple,  si  les  courbes  F'  sont  des  courbes 
planes,  l'une  des  équations  ((>;))  ne  renferme  que  trois  paramètres; 
une  courbe  plaitc  i>e  peut  doue  avoir  avec  une  courbe  gauche  un 
contact  d'ordre  supérieur  au  second,  en  un  point  pris  au  hasard 
sur  la  courbe  gauche. 

Appliquons  eetli^  lliéorie  aux  cdurbes  les  plus  simples,  la  droite 
et  le  cercle.  Une  droite  dépend  de  quatre  paramétres;  la  droite 
osculalrice  aura  donc  »n  conl:ict  du  premier  ordre.  Il  est  facile  de 
vérifier  qu'elle  se  confond  avec  la  tangente;;  si  nous  écrivons  les 
équations  de  la  droite 

les  équations  (68)  deviennent  en  cli'et,  pour  un  point  i^Jr^,  j'j,  S|) 
d'une  courbe  F, 


cl  l'on  en  tire 


y»=bs„-i-q,        y'„  =  b3,\. 


_  -"0 


^,        b  = 


1  ^J'" 


ri  .  . 


on  retrouve  bien  les  équations  de  la  lanyenle.  Pour  que  la  tau- 
gente  eût  avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre,  il  faudrait! 
(|ne  Ton  eiU  .r,'  =-  "-„,  .1  i,  "^  /'-,^  et  par  conséquent, 


'y'<i 


les  points  où  il  en  est  ainsi  uni  clé  signalés  plus  haut  (n^SITl. 
Un  cercle  dans  l'espace  dépend  de  six  paramètres;  le  cercU 
osculaleur  aura  donc  un  cou  lad  du  second  ordre.  Ecrivons  le 
équations  du  cercle 

F(x,y,  «)  =  A(>  —  a)-+-n^_^  —  &)-T-C(Z— e)     =0, 
Fi(af,  r,  «)  =  («  — a)»-^-(7— 6)«H-(a  — c)'-R«=o, 


C)  =  0, 


dx 
11 
d*x 


B 


B 


dy 
•Il 
d*y 


-G 


ds 
dt 


dt*  dt* 

<x  —  n)'--  [,y  —  b)*-^  (s  —  cY- 


dx 


■— X  rf*»       .  ,     d^y 


"è-'-- 


R», 


^2 


C);p^=0. 


rfc« 


(j  — <?)  - 


rf-  z       dx-  -  dy*  —  rfs* 


h* 


dt* 
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les  paramètres  variables  étant  a,  l/,  c,  R,  «t  les  rapports  de  deux 
1  ties  coenicienls  A,  B,  G  au   Iroisirme.  Les  <5qiialions  qui  dôler- 
mineul  les  valeurs  de  ces  paramètres  sont  alors,  en  supposant  t, 
j',  z  remplacées  par /"(/),  <p(<),  '^{t)  respectivement, 

I  A(x  —  n)-Ti(y  —  b)-*-C(z 

f 

r  ix  —  a 

La  seconde  et  la  troisième  de  ces  relations  montrent  que  le  plan 
du  cercle  oscillateur  est  le  plan  osculatcur  lui-même.  Quant 
auT  deux  dernir-res  équations,  elles  rcprésenlenl  respeclivemenl, 
quand  on  j  regarde  »/,  /;.  (■  comme  des  coordonnées  courantes,  le 
plan  normal  au  point  (x,  j%  z)  et  le  plan  normal  infiniment 
voisin.  Le  centre  du  cercle  oscuialeur  est  donc  à  l'intersection  du 
plan  osculateiir  et  de  la  droite  polaire.  Le  cercle  oscuialeur  se 
confond  par  conséquent  avec  le  cercle  do  courbure,  comme  on 
pouvait  le  prévoir  a  priori,  en  observant  i[ue  deux  courbes  qui 
ont  un  contact  du  secojid  ordre  ont  m<^me  cercle  de  courbure, 
puisque  j'',  z',  y,  r"  sont  les  mêmes  pour  les  deux  courbes. 

23G.  Contact  d'une  courbe  et  d'une  surface.  -  Considérons  une 
surface  S  et  une  coiirljc  P  laugontc  eu  im  point  A  à  celle  surface. 
A  un  point  !\I  de  la  courl>e  voisin  du  point  A,  faisons  correspondre, 
d'après  une  loi  arbitraire^  un  poinl  M'  de  la  surface,  de  façon  que 
les  deux  points  M  el  i\I'  tendent  en  même  temps  vers  le  point  A. 
Nous  allons  d'abord  clierclier  coniment  il  faut  prendre  le  poinl  M' 
pour  que  l'ordre  infinitésimal  de  MM'  par  rapport  à  l'arc  AM  soit 
le  plus  grand  possible.  Rapportons  la  figure  à  trois  axes  de  coor- 
données rectangulaires  cboisis  de  telle  façon  que  la  tangente  à  la 

f         
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^enl  à  la  surface  ne  soit  pas  parallèle  à  Oc,  Soient  Xo,  yc  So  l" 
coordonnées  du  point  A,  Z=-  F(x,y)  l'équalion  de  la  surface  S, 
y  :=/(x),  z  =  ':'(x)  Jes  éi|iialions  de  F,  el  imaginons  que,  dans 


ut)  certain  ntode  de  correspcDdance,  MM'  soit  un  infiniment 
d'ordre  re  -f-  i.  Les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  M  sont 


pein 

PourI 

e  qiiiB 


iippelons  X,  Y,  Z:^F('X,  Y)  les  coordonnées  de  M'.  Pour 
<|ue  MM'  soit  d'ordre  /i -4- i  par  rapport  à  l'arc  AM  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  par  rapport  à  h,  il  faut  que  chacune  des  difTé- 
rences  X  —  -r,  Y  — v,  Z  —  z  soil  un  inliriinient  petit  d'ordre  n  -r  i 
iiu  moins.  On  doit  donc  avoir 

\  —  T  -  th"^\         Y-r=pA«+«,         Z  — 5  r^  F(X,  Yi  —  s -- yA«-'. 

X,  p,  Y  restant  finis  pour  h  ^^.  o,  el  par  suite 

F(x  -(-  ■th"*\  y  -4-  ^h"*^  \—  z  —  y/<"+'. 

La  dinférence  F(x,  j')  —  z  sera  donc  elle-même  d'ordre  n  —  i  au! 
moins.  (',eci  prouve  que,  si  l'on  fait  correspondre  au  point  M  de  f 
le  point  N  de  S  où  la  parallèle  à  O;  perce  la  surface,  l'ordre  in 
nilésimal  de  MN  est  au  moins  égal  à  celui  de  MM'.  On  aura  donc 
l'ordre  de  contact  de  la  surface  et  de    ta  courbe  en   clicrclianl 
l'ordre  infinitésimal  de  MN  par  rapport  à  l'arc  AM  ou  à  h.  On 
peut  dire  encore  que   c'c.vf    l'ordre   de  contact  de   V   avec   l^M 
courbe  V  qui  est  la  trace  sur  la  surface  du  cylindre  proje-^M 
tant  r  parallèlement  à  Oz.  (Il  est  clair  d'ailleurs  que  la  direc- 
tion de  Oz  peut  être  une  direction  quelconque  non  parallèle 
|)lan  langent.) 

Les  équations  de  la  courbe  F'  sont 

y-^f(.T),  Z-F[x,/(x)l  =  ♦(*): 

et  l'on  a,  par  hypothèse, 

si  Ton  a,  en  nuire, 

<^'(x^)  =  f(r„  1,  'l'">'(  J-o)  --  o('"(-ro),      *<''+«'(x,)  ^  ^"•+«'( 

la  courbe  et  la  surface  ont  un  contact  d'ordre  n.  Observons  qor 
l'équalion  <P{x)  ^^«(  jr)  donne  les  abscisses  des  points  d'inlersec- 
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tîon  de  la  courbe  et  de  la  surface;  les  conditions  pour  qu'il  y  ail 
un  contact  d'ordre  n  en  un  point  A  expriinenl  qu'il  y  a  n  -4-  i 
points  de  rencontre  confondns  avec  !e  point  A. 

Prenons  encore  le  cas  où  la  courbe  F  est  représentée  par  les 
équations  x=/(t),  jr=ip(/),  z  =  <\i{t),  cl  la  surface  S  par 
l'équation  F{x,  y,  3)  =  o.  La  courbe  F',  définie  tout  à  l'heure, 
sera  représentée  par  les  équations  a:  =:/(/),  y  =  (p(f),  3  =  Tî(f), 
la  fonction  it(f  )  étant  définie  par  la  relation 

Pl/(t),,f(t),'Kit)]^0. 

Pour  que  T  et  V  aienl  un  contact  d'ordre  n,  il  faut  que'iî(t)  ^  (}/(/) 
soît  un  infiniment  petit  d'ordre  Ai  +  i  par  rapport  à  t  ^  ta,  c'est- 
à-dire  que  l'un  ail 

On  peut  encore  écrire  ces  condilions,  ^(/)  ayanl  la  même 
signification  que  plus  haut  (n°  234). 

elles  expriment  que  la  courbe  et  la  surface  ont  (/?-+- i)  points 
communs  confondus  au  point  de  contact. 

Si  la  surface  S  dépend  de  n -\-  i  paramètres  a,  b,  c,  ...,/,  on 
[leut  en  disposer  de  façon  que  celle  surface  ait  un  contant  d'ordri?  n 
avec  une  courbe  donnée,  en  un  point  donné;  la  surface  ainsi 
obtenue  est  dite  osciilatrice. 

Dans  te  cas  d'un  plan,  on  a  trois  paramètres;  les  équations  qui 
déterminent  ces  paramètres  sont  les  suivantes 

A/(r)    -HJÎ!p(n    ^-Gl^(()  -+-D— o, 
A/'(i)-^B9'(0 -+-Cf(/)  =o, 

On  a  bien  les  équations  qui  déterminent  le  plan  osculateur,  et 
l'on  voit  que  le  contact  est  en  général  du  second  ordre.  Pour  que 
le  contact  fût  d'ordre  plus  élevé,  il  faudrait  que  l'on  eût 

A/"'(  r)  H- B(5>'"(  o -^  C+"(  O  ^  ", 
c'est-à-dire  que  le  plan  osculateur  fût  stationnaire. 

237.  Sph.<6re  osculatrice.  —  Une  sphère  dépend  de  quatre  para- 
mètres; la  sphère  osculatrice  a  donc  un  contact  du  troisième  ordre. 
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Pour  simplifier  les  calculs,  supposons  les  coordonnées  x^y^  s 
ti'un  |)oinL  de  La  courbe  F  exprimées  en  fonction  de  l'arc  s  de 
1  elle  courbe.  Pour  que  la  sphùie  de  centre  («7,  6,  c)  et  de  rajon  p 
;«it  un  contact  du  Iroisième  ordre  avec  la  courbe  T  en  un  point 
donné  de  cette  courbe,  il  faut  et  il  sufQl  que  l'on  ait 


!^{$)=o,        ,f(s) 


«I 


r{s)  =  o. 


^■(*J  =  o, 


CD  posant 


^(*)=  (J-  — a)*-f-(^-fc)î-t-u-c)«-p'. 


x,yy  s  étant  sup[iosés  exprimés  en  fonction  de  s.  Les  lroi« 
uiéres  conditions  développées  s'écrivent,  en  appliquant  les  foi-j 
mules  de  Frenet, 


3'(s)  ^(x 
,?-(,)  =  - 


(  /  — 6)3  —  (  j  —  c)y  -^  o, 


—  a 

a 

ij-b) 

K 

-4-(i  —  C 

)I-..=o, 

X  — 
R 

!( 

a  l  a. 

-'.)- 
^?)- 

Ri 

R      \H 

-  t; 

-  o)a'-i-  1  r  - 

b)^^-^{Z^C)^•\^6. 


Ces  trois  équations  déterminent  a,  b,  c.  Or  la  première  repré 
sente,  quand  on  y  regarde  a,  b,  c  comme  les  coordonnées  cou 
rantcs,  le  pian  normal  à  la  courbe  au  point  [x,  y,  «),  el  le*  deui; 
iiutres  s'en  déduisent  en  difréienlianl  par  rapport  au  paramèt 
variables;  le  centre  de  la  spbère  oscuIaLriee  coïncide  donc  av 
le  point  où  la  droite  polaire  touche  son  enveloppe.  Pour  résoudre 
ces  trois  é<|ualions,  observons  que  la  dernière  peut  s'écrire,  en 
tenant  compte  des  deux  antres, 


u- 

i 


ix 


0)^'-^{z-c)Y^r  -.-, 


et  l'on  en  lire  facilement 
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le  rayon  de  la  sphère  osculalrice  est  donaé  par  la  formute 
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f-— (S)' 


Si  ft  est  constanl,  le  centre  de  la  sphère  osculalrice  coïncide 
avec  le  centre  de  courbure;  ce  qui  est  bien  d'accord  avec  un  ré- 
sultat déjà  obtenu  (n'^SS). 

238.  Droites  osculatrices  à  une  surface.  —  Si  les  équations 
d'une  courbe  C  dépendent  de  n  +  a  paramètres  variables,  on 
peut  disposer  de  ces  paramètres  de  façon  que  celle  courbe  ail, 
avec  (ine  surface  donnée  S,  en  un  point  donné  M,  un  contact 
d'ordre  n.  En  efl'el,  en  écrivant  que  la  courbe  C  passe  par  le 
point  M,  et  qu'elle  y  rencontre  la  surface  S  en  n  -\-  1  points  con- 
fondus, on  a  en  tout  « -t-  2  équations  pour  déterminer  les  para- 
mètres. Par  exemple,  une  droite  dépend  de  quatre  pararaêlres; 
il  existe  donc,  en  chaque  point  d'une  surface,  une  ou  plusieurs 
droites  ajanl  un  contact  du  second  ordre  avec  la  surface.  Pour 
déterminer  ces  droites,  prenons  pour  origine  le  point  considéré 
de  la  siirfdce,  l'axe  des  z  n'étant  pas  dans  le  plan  tan^tnt,  et 
soit  J  =  V{X,y)  l'équation  de  la  surface  dans  ce  systî-mc  d'axes. 
La  droite  cherchée  passe  évidemment  par  l'origine,  et  ses  équa- 

lioDS  sont  de  la  forme 

X  _  j'  _  5  _ 

l'équation  cp  =  F(api  6p)  doit  admettre  p  =î  u  pour  racine  triple, 
ce  qui  exige  que  l'on  ait 


c  ^  ap-+-  bq, 
o  =  a'r-)-  labs 


bU, 


/»,  q,  r,  s,  t  désignant  les  valeurs  des  dérivées  du  premier  et  du 
second  ordre  de  F(x,  y)  pour  x  =y  ^^o.  La  première  de  ces 
deux  relations  exprime  cpie  la  droite  cherchée  est  dans  le  plan 
langent  à  la  surface,  ce  qui  était  encore  évident  a  priori.  On  voit 

de  plus  que  le  rapport  -  est  déterminé  par  une  équation  du  second 

degré,  qui  a  ses  racines  réelles  pourvu  que  s'^ — /•/  soit  positif. 
En  chaque  point  d'une  surtacc,  il  y  a  donc  en  général  deux 
droites,  et  deux  seulement,  qui  ont  un  contact  du  second  ordre 
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avec  la  surface;  ces  droites  sont  réelles  ou  imaginaires  siiîvaTit  le 
signe  de  s-  —  ri.  Nous  retrouverons  ces  deux  droites  au  Cliapitre 
suivant,  dans  l'élude  de  la  courlnire  des  surfaces. 


EXERCICES. 


1.  Trouver  ea  termes  Gnis  les  équations  des  développées  de  la  courti 
qui  roupe  sous  un  angle  conslanl  les  génératrices  reciiiignes  du  cônecir-' 
culaire  tlroii;  discussitm. 

[Licence  :  Marscilk',  juillet  1884.J 

5.   Existe-L-il  des  courbes  gauclies  V  telles  que  les  puînts  de  rencontre, 
d'un  plan  fixe  P  avec  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  biuormth 
soient  les  sommets  d'un  lrian«,'le  équilaléral? 

■    3.  Soit  r  l'arétc  de  rebrou^senicnt  d'une  surface  enveloppe  de  spbér 
(envelo|)pc   des  cercles  caractéristiques);  la   courbe  qui  est   le   lieu  d| 
centre  de  la  sphère  variable  est  située  sur  la  surface  polaire  de  T.  Rédr 
proque. 

4.  Étant  donnée  une  courbe  gauclie  F,  par  un  point  fine  O  de  l'espac 
on  mène  une  droite  parallèle  à  la  droite  polaire  en  un  point  M  de  T,  ei 
l'on  porte  sur  celle  droite  une  lotij^'u^'ur  ON  égale  au  rayon  de  oourbur 
de  r  au  point  M.  Le  point  N  décrit  une  courbe  gauclic  P',  qui  corresjKUii 
à  la  courbe  f,  lieu  des  centres  de  eoiirbure  de  F,  avec  égalité  cl  ortbogo-i 
nalité  des  élémenis  linéaires.  Les  rayons  de  courbure  des  deux  courbes  1' 
cl  F'  sont  égaux  au\  points  correspondants. 

l  HOLOFKT.J 

3.  Si  le  rayon  de  la^splière  osiMjlairice  à  une  courbe  gaucbc  F  a  uooJ 
longueur  constante  a,  rcitc  courbe  est  située  sur  une  sphère  de  ravon  ('«1 
à  moins  cjue  le  rayon  de  courbure  ne  soit  constant  et  égal  à  a. 

G.  four  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  hélice  tracée  sur  uni 
cylindre  soit  une  autre  hélice  tracée  sur  un  cylindre  parallèle  au  prcmierJ 
il  faut  et  il  suCIlt  que  la  section   droite  de  celui-ei  soit  un  cercle  ou  un 
spirale  logarithmique.  Dans  le  dernier  ras,  ces  hélices  sont  situées  sur  d^ 
cônes  de  révolution  de  même  a\e  et  de  même  sommet. 

[  TissoT,  tX'.iui't'lles  Annales,  t.  XI;  i85a.) 

7*.  Si  deux  courbes  gauches  admettent  les  mêmes  normale*  princiyialeiil 
les  plans  osculateurs  de  ces  deux  courbes  aux  points  où  elles  coupent  uae| 
tiième  normale  font  un  angle  constant.  Ces  deux  puinls  ei  les  centre?  <li" 
cuurhure  des  »leu\   courh"s  iléierniii>cnl   ([uatrc   points   dont   le   rapport 
anhannonique  est   constant.   Le  produit   des  rayons  de   torsion  des  dtu» 
courbes  aux  points  corrcspoudauts  est  constant. 

(  l'aul  Seubet,  Mannueiu,  Sciieli  | 


8'.  Soient  r,  y,  s  les  coortlmmi'i-*  rectangulaires  d'un  poîril  d'unf 
courbe  gauche  F,  s  l'arc  Je  cette  courbe.  Ou  appcilc  cuurùe  adjûiiite  ta 
courbe  Fg  dont  les  coordonnées  ont  pour  expressions 

Cl  courbes  aisociées  les  courlies  représentées  par  les  ëquations 

X  =  jTcosO -s- jPosinO,         Y  -  _j' ousQ -i-^cisinO,        Z  —  «  cos6 -H-^ùSin'l, 

où  0  est  un  angle  ennslitnl.  Trouver  Ea  disposition  du  li'ièdre  fondamental 
pour  ces  nouvelle!»  courbes,  ainsi  que  les  rayons  de  courbure  et  de  loi^ioti. 
Si  la  courbe  F  est  à  courbure  constante,  la  courbe  Fo  est  à  torsion  con- 
stante, cl  les  courbes  associées  sont  des  courbes  de  M.  Bertrand.  \ln  dé- 
duire les  équations  générales  de  ces  dernières  courbes. 

9.  Étant  données  deux  courbes  F,  F',  tangentes  en  un  point  A,  on  prend 
sur  ces  courbes,  à  partir  du  point  A,  et  dans  le  même  sens,  deux  arcs 
égaux  très  petits  AM,  AM'.  Trouver  la  position  limite  de  la  droite  M\r. 

[  Cau<:hï.] 

10.  Pour  qu'une  droite  invariablement  liée  au  trièdre  rondanicntal  d'uur 
courbe  gauche  F,  et  passant  par  le  sommet  du  triédre,  eng;endre  une  sur- 
face développable,  il  faut  que  cette  droite  se  confonde  avec  la  tangente,  à 
moins  que  la  courbe  F  ne  soit  une  bélice.  Dans  ce  cas,  il  y  a  une  infinité 
de  droites  répondaul  à  la  question. 

Pour  une  courbe  de  M.  Bertrand,  il  existe  deux  paraboloïdes  hyperbo- 
liques, ioTariableincnt  liés  au  triédre  fondamental,  dont  toutes  les  géné- 
ratrices engendrent  des  surfaces  développables. 

[CESA.Bt),  Itùisla  di  Mntemntica,  t.  Il,  rSga;  p.  i55.] 

11*.  Pour  que  les  normales  principales  d'une  courbe  gauche  soient  les 
binormalcs  d'une  autre  courbe  gauche,  on  doit  avoir  entre  le  rayon  d^- 
courbure  et  le  rayon  de  torsion  une  relation  de  la  forme 

A  et  B  étant  des  cimstatiics. 

I  (.Manmikim;  Comptes  rendus,  1S77.] 

<  Les  cas  où  une  droite  menée  par  un  point  d'une  courbe  gauche,  et  inva- 
riablement lice  ou  triédre  fundainenlal,  reste  la  norriiale  |>rincipalc  ou  lu 
biuiirtii.'tle  d'une  autre  cnurlie  «gauche  ont  été  étudiés  par  Pellel  {CumpUs 
rendus,  mai  1H87),  par  Cesarù  (Nouvelles  Annales,  1BS8;  p.  i47'j  P"r 
Balitrand  (Mathesis,  iSgî;  p.  l'ig). 

12.  Si  le  plan  osculatcur  à  une  courbe  gauche  F  reste  tanjjent  à  une 
iiphére  fixe,  de  centre  0  :  ]"le  plan  mené  par  la  tangente,  perpendiculaire 
'k  la  normale  principale,  passe  par  le  point  O  :  -f"  le  rapport  du  rajou  île 
courbure  au  rayon  de  torsion  est  une  fonction  linéaire  de  l'arc.  Réci- 
'proques. 
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SURFACES. 


I.   -  COURBURE  DES  COURBES  TRACÉES  SLR  UNE  SURFACE. 


â89.   Formtile  fondamentale.  Théorème  de  Heusnier.   —   Pour! 

t'iudier  lu  courbure  d'une  surface  en  un  [mml  M  non  singulier, 
nous  la  supposerons  rapportée  à  un  système  de  trois  axes  recliiu-j 
j^ulaires,  l'axe  des  z  n'élanl  pas  parallèle  au  plan  tangent.  Si  la 
surface  est  analytique,  elle  sera  représentée  par  une  équation  de 
la  forme 


(0 


s=F{x,y), 


la  fonction  F[x,y)  étant  développable  en  série  entière  ordonnée] 
suivant  les  puissances  de  jr  —  Xf,  et  de  y  — y^  dans  le  voisinage! 
du  point  considt^ré  f.ro,  j'o,  5n)(n"  194).  Mais  les  raisonnements' 
(pii  vont  suivre  n'exigent  pas  4jue  la  surface  soit  analytique;  noui 
supposerons  seulement  que  la  fonction  F{x,  y)  et  ses  dérivée^ 
parlielles  du  [»remier  et  du  second  ordre,  que  nous  désigneroosJ 
!>uivanl  lu  imLation  de  Monge,  par/*,  q,  r,  s,  l,  sont  continues dani 
le  voisinage  des  valeurs  Xa-,  J'o-   D'après  Tcquation  du  plan  lan- 
f,'enl,  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  sont  pro- 
portionnels à  p,  q,     -  i;  si  l'on  adopte  comme  direction  positiva 
celle  qui  fait  un  angle  aigu  avec  Oz,  les  cosinus  directeurs  /,  |i,  ' 
sont  donnés  sans  ambiguïté  par  Ses  formules 


ta)  X  = 


/T 


r 


1^  = 


—  9 


/l  -;-/}*-♦-  g* 


/«-+-/'* 


Soit  C  une  courbe  située  sur  la  surface  et  passant  au  point  M:j 
les  coordonnées  d'un   point  de  cette  courbe  sont  des   fonction*] 
d'un  paramètre  variable  qui  vérifient  idenliquemenl  l'équation  (i)y 
et  dont  les  ditt'érentiellcs  satisfont  par  conséquent  aux  deux  relc 


I,    —   COUnBl'RB   DES  COURBES  THACBES  SDH   UNE  SURFACE. 


56 1 


lions 

(3) 
(4; 


dz  ~pdx  -i-  q  dy, 
d*s  =p  rf»jp  ■+■  g  d*y  -r-  r  dx^ -^i.tdxdy  -r-  t  dy^  ; 


la  première  de  ces  relations  exprime  que  la  Langente  à  la  courbe  C 
est  située  dans  le  plan  langent  à  la  surface.  Pour  interpréter  la 
seconde,  nous  exprimerons  les  difTëreotielles  au  mojen  d'éli— 
menls  ayant  une  signification  géométrique;  or,  si  hi  variable 
indépendante  est  l'arc  a  de  la  courbe  C,  on  a 


dt 


-^ 


dz 


=  ï. 


(^>.r        «' 

rf»r        j3' 

d*z       Y 

</<!*    ~    R' 

rf<7»    ~    W 

rfj»    "  l^ 

a,  P,  Y,  ^\  P'>  y'i  r  ayant  la  signification  habituelle  (n*  229). 
La  formule  (4)  devient  alors,  en  divisant  les  deux  membres 
par  y'i  -h/>*-i-ç', 


y 


Y  —  p^' — 7?'    _  ra*-h  ajap -+- fp* 


ce  qui  peut  encore  s'écrire,  d'après  les  formules  (a), 


Xa'-4-  n^'  -^^Y 
_ 


\/\  -V-/?*-H  q* 


Mais  le  numi^rateur  Xa'+ pt^'-j- v^''  représente  précisénifnl  li- 
cosinus  de  Tangle  h  que  fait  la  direci^ion  de  la  normale  principale 
à  la  courbe  C  avec  ht  dirocLÎon  positive  de  la  normale  à  la  surface. 
et  nous  obtenons  ainsi  la  formule  fondamentale 


O) 


~R~ 


qui  est  entièrement  équivalente  à  la  relation  (4),  et  qui  renferme 
par  conséquent  tout  ce  qui  concerne  la  courbure  des  courbes 
situées  sur  la  surfncc.  Dans  celte  formule,  le  rayon  de  courbure  R 
et  le  radical  y/i -f-jo' H- 9'  sont  des  quantités  positives,  de  sorti- 
que  cosft  est  du  même  signe  que  ra*-+-  asaji  ;-/,3';  le  signe  de 
celte  quantité  indique  donc  si  l'angle  6  est  aigu  ou  obtus. 

Considérons  d'abnrd  toutes  les  courbes  situées  sur  la  surfacr. 
passant  au  point  M,  ifl  ayant  en  ce  point  le  mémo  plan  oscuiatcur 
(distinct  du   plan  tangent).  Toutes  ces  courbes  ont  même  tau- 
G.  36 
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gente,  l'interseclion  Jii  plan  osculateur  avec  le  plan  tangent  à 
surface;  les  cosinus  a,  ^,  y  sonl  donc  les  mêmes  pour  toutes  cei 
courl>es.  D'autre  part,  si  l'on  ra("^nc  dans  lo  plan  oâciilateur  um 
perpendiculaire  à  la  tangente,  la  direction  de  la  normale  princi' 
pale  coïncide  avec  l'une  des  deux  directions  (]ue  l'on  peut  con- 
sidérer sur  cette  droite.  Soit  u  l'angle  de  la  normale  à  la  surface  _. 
avec  l'une  de  ces  directions;  on  doit  avoir  0  =^  w,  ou  0  =  iî  —  u.  ■ 
Mais  le  signe  de  ra-H-  .>sa^  —  t^'^  indique  si  l'angle  0  est  aigu  o\i 
obtus;  il  s'ensuit  que  la  direction  de  la  normale  principale  est  Ij 
môme  pour  toutes  les   courbes  considérées.   L'ungle   0  étant  le 
même,  il  s'ensuit  que  le  rayon  de  courbure  R  a  aussi  la  même 
valeur   et,    par   conséquent,   toutes    les  courbes  de   la  sur/ace 
passant  au  point  M,  et  ayant  en  ce  point  le  même  plan  oscu- 
lateur. ont  aussi  le  même  centre  de  courbure. 

Il  suffit  donc  d'étudier  la  courbure  des  sections  planes  faites 
dans  la  surface.  Nous  étudierons  d'abord  comment  varie  la  cour- 
bure des  diverses  sections  planes  faites  dans  la  surface  par  des 
plans  passant  par  une  même  tangente  MT.  On  peut  supposer, 
sans   nuire   à    la   généralité,   que    l'un    a,    pour   cette    taugeutc, 
roL^+  25ap  ~  f  p*  >  o,  car  il  suffit  de  changer  la  direction  posi-j 
tive  de  Os  pour  que  /•,  s,  t  changent  de  signe.  Pour  toutes  ce*| 
sections  planes,  on  a  donc  cosfJr-o,  et  l'angle  0  est  aigu.  Eiij 
particulier,  soit  Ri  le  rajon  de  courbure  de  la  section  faite  pari 
le  plan  normal  passant  par  MT;  l'angle  9  correspondant  est  nul, 
et  l'on  a 

Pour  une  section  oblique  dont  le  plan  fait  un  angle  9  avec  le 
plan  de  la  section  normale,  le  rajon  de  courbure  R  est  donné  par 
la  formule  (5V  La  comparaison  de  ces  deux  formules  montre  que 
l'on  a 


(fi> 


I 

Ri 


cos6 


ou  R  r^  Ri  cos9,  relation  qui  exprime  que  le  centre  de  courbure 
de  ta  section  oblique  est  la  projection  du  centre  de  conrburr 
de  la  section  normale.  C'est  le  ihéorème  de  Meiisnier. 

La  formule  précédente  ramène  l'élude  de  la  courbure  d'une 
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seclion  oblique  à  l'élude  de  la  courbure  d'une  secltoii  normale. 
Nous  exposerotis  tout  à  Theurc  les  résultais  dus  à  Euler;  nous 
observerons  d'abord  que,  pour  une  section  noruiale,  la  for- 
mule (5)  prendra  deux  formes  diOTérentes  suivant  le  signe  de 
ra'-l- asa^  4- f  |3'.  Adn  d'éviter  cet  inconvénient,  nous  convien- 
drons dorénavant  de  désigner  par  II  le  ra^'on  de  courbure  d'une 
section  normale  affecté  d'un  signe,  le  signe  +  ou  le  signe  — , 
suivant  que  la  direction  qui  va  du  point  M  nu  centre  de  cour- 
bure coïncide  avec  ta  direction  positive  de  la  normale  à  la  surface 
ou  avec  la  direction  opposée.  Avec  celle  convention,  R  est  donné 
dans  les  deux  cas  par  la  formule 


<7> 


/«-/>*- 


qui  fait  connaître  sans  ambiguïté  la  position  du  centre  de  cour- 
bure. 

De  la  formule  ( /;)  on  déduit  aisément  la  position  de  la  surface 
par  rapport  à  son  plan  tangent  dans  le  voisinage  du  point  de  con- 
tact. Si  l'on  a  s'^  —  ri  <Zo,  le  trinôme  ra.--h  is%p->-  Z^'  conserve 
un  signe  constant,  celui  de  r  et  de  t,  lorsque  le  plan  sécant 
tourne  autour  de  la  normale;  toutes  les  sections  normales  ont 
leur  centre  de  courbure  du  même  côté  du  plan  tangent,  et  sont 
par  conséquent  situées  du  même  côté  de  ce  plan;  on  dit  que  la 
surface  est  convexe  au  point  considéré.  Au  contraire,  si  l'on 
a  **  —  /•^>o,  le  trinôme  /-«^ -f- asa^  f- /  j5*  s'annule  pour  deux 
positions  particulières  du  plan  sécant  ;  les  sections  normales  cor- 
respondantes présentent  un  point  d'inflexion.  Lorsque  le  plan 
sécant  est  dans  l'un  des  angles  dièdres  formés  par  ces  deux  plans, 
K  est  positif,  et  la  section  est  au-dessus  du  plan  tangent;  lorsquij 
le  plan  sécant  est  dans  l'angle  dièdre  supplémentaire,  R  est  négalil 
et  la  section  est  au-dessous  du  plan  langent.  La  surface  traverse 
donc  le  plan  langent  dans  le  voisinage  du  point  de  contacl;  on  dit 
qu'elle  esui  courbures  opposées.  Eniin,  si  5-  ^  rt  =  o,  toutes  les 
sections  normales  sont  d'un  même  côté  du  plan  langent,  sauf  l'une 
d'elles  qui  a  un  rayon  de  courbure  infini  et  qui  traverse  en  général 
le  plan  tangent;  on  dit  que  le  point  est  un  po'iol parabolique. 

Il  est  facile  de  confirmer  ces  résultats  par  lûlude  directe  de  la 
différence  u  =  3  —  s'  des  valeurs  de  :;  pour  uu  point  de  la  sut- 
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face  el  le  point  dti  plan  tangenl  en  M  qui  se  projellent  en  util 
même  point  {je,  j')  sur  le  plan  des  jcy.  En  effet,  ou  a 

et  par  suite,  pour  le  point  de  contact  (x„,y„),  on  a 


du 


Or 
i)xd}' 


^o, 


=  *. 


du 


Si  s-  —  rt  •  ;  o,  M  est  maximum  ou  minimum  au  point  M  (n*  36), 
et,  comme  u  est  nul  en  ce  point,  ti  conserve  un  si^ne  constant 
dans  les  environs;  au  contraire,  si  s- —  rt  >^  o,  il  n'y  a  ni  maii- 
mum  ni  minimum  pour  {/,  qui,  par  consëquenl,  ne  garde  pas  le 
même  signe  dans  le  voisinaj^e  du  point  M. 

240.  Théorèmes  d'Euler.  ludicatrice-  —  Pour  étudier  la  varia- 
lion  en  grandeur  du  rajon  df  courbure  d'une  section  normale, 
imaginons  qu'on  ait  [)ris  pnur  origine  le  [toint  considcié  de  la 
surface  et  pour  p[;m  des  ^_>'  le  plan  tangenl  à  celte  surface.  On 
a,  dans  ce  syslome  d'axes,  p  --^(/  ~^o^  cl  la  formule  (^)  devient 


I 


(8) 


--  rcos*(f  -r-  2  5C0S9  sio  O  -  -  /sin'ç, 


'^  étant  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  trace  du  plan  sécant  sur 
plan  des  xy.  En  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  second  memhre,  on 
trouve  que   R  est  maximum  ou  miuimum  pour  deux  dircclioiiï 
rectangulaires.   Afin  d'éludier  en   déluil   In  variation  de  II  djin»j 
tous  les  cas  particuliers  possibles,  il  est  cuitimode  d'employer  U' 
repiéscntalion  géométrique  suivante.  Irniiginoiis  que  sur  la  trace 
du  plan  sécant  on  porte  une  longueur  On!  égale  à  la  racine  carrée I 
de  la  valeur  absolue  du  layon  de  courbure;  ce  point  //J  décrit" 
une  courbe  el  il  est  ulair  que  l'itrspcxtion  de  cette  courbe  sup- 
posée tracée  fait  connaître  ausi>itùl  la  variation  du  rayoD  de  cour- 
bure. Cela  posé,  examinons  les  trois  cas  possibles  : 

1°  s'^  —  /7  <  o.  Le  rajon  R  a  un  signe  constant;  nous  le 
supposerons  positif.  On  a,  pour  les  coordonnées  du  point  m, 
ç  =  \/Rcos'^,  Tj=^Rsin-5,  et  rcquuliori  de  la  courbe  cbcrcliéc 
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esl  par  conscqiienl 

(9)  r^'-his\r,-^-trt*=i; 

celle  courbe  est  une  ellipse  appelée  indicatrice,  quia  pour  centre 
l'origine.  On  voit  que  R  esl  m;ixiniiim  lorsque  la  trace  Jn  plan 
sécant  coïncide  avec  le  grand  axe  de  l'ellipse  el  minimum  lorsque 
celte  trace  coïncide  avec  le  petit  a\e,  cL  que  deux  plans  sécants 
doni  les  traces  sont  éfçalement  inclinées  sur  les  axes  de  l'indtca- 
Irice  donnent  la  même  valeur  porir  R.  Les  sections  normales 
passant  par  les  axes  de  l'indicatrice  s'appellent  les  scellons  nor- 
males principales  et  les  rajfons  de  courbure  correspondants  sont 
les  rayons  de  courbure  principaux.  Si  l'on  a  pris  pour  axes 
des  X  el  des  >■  les  avcs  nièines  de  l'indicatrice,  on  a,  dans  ce  sys- 
tème d'axes,  j  =  o,  et  lu  loimnle  (S)  devient 

—  =  r  cos'o  -+-  t  sin'o: 

les  rayons  de  courbure  principaux  H,  el  lU  s'obtiennent  en  fai- 
san! «  ^^  o,  ou  '5  ^^  -•  On  a  donc  7^-  ^^  r,  j-  ■—-  t,  et  par  suite 


ito) 


LOS*  Ç 


a*  s* — rt  ^  o.  Les  sections  normales  correspondant  aux  va- 
leurs de  l'angle  cp,  racines  de  l'équalion 

r  cos'tp  -+-  a  J  cosip  sintp  -f-  ^  sin'e.  —  o 

ODl  nn  ravon  de  courbure  infini.  Soient  h\  0\., ,  L,  (  )[jj  les  traceis 
«le  ces  deux  plans  sur  .rOj  .  lA»rsqii*'  la  Iracc  du  jjlan  s<'"canl  esl 
comprise  dans  l'angle  L,OL._.,  pur  exemple,  le  trinôme  est  positif 
et,  en  employant  la  même  représentation  que  dans  le  premier 
cas,  on  voit  que  la  jmrtion  correspondante  de  l'indicatrice  esl 
représentée  par  l'équation 

ri'  -t   'fs^r,  ■■   /»)»=(; 

c'est  une  hjperbole  ajanl  [Kjur  asymptotes  tes  droites  L',  OL, 
el  LjOLi.  Lorsque  la  iracr;  du  plan  sécant  esl  comprise  dans 
l'angle  L!.OL,,  on  a  H<o  et,  pour  avoir  la  portion  correspon- 
dante de  l'indicatrice,  nn  doil  poser 

{  =  /—  R  coso,         T,  =  y''—  K  sino. 
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ce  qui  conduit  à  l'équation  de  l'hyperbole  conjuguée  de  la  précë- 

(lenle 

rj»— a*ÇT,  H- /»,'—   —t. 

L'enscinljlc  de  ces  deux  liypcrlndts  conjuguées  permet  encore 
de  se  fairf  une  idée  de  la  variation  dn  rayon  de  courbure  d'une 
section  norimale.  Si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  axes 
de  ces  hyperboles,  1h  lonniile  générale  (8)  prend  encore  la 
forme  (to),  R,  cl  Rj  désignanl  les  deux  ravons  de  courbure 
principaux,  dont  l'un  est  positif,  Taulrc  négatif. 

3"  s-  —  /■/  =  o.  Dans  ce  cas,  le  layon  de  courbure  R  conserve 
un  signe  consUinl,  le  signe  -•-  par  exemple.  LMndIcatrice  esl 
encore  représentée  par  l'équation  (9);  mais  ceLte  courbe,  étant 
ilu  genre  [>arabole  et  ayant  pour  centre  l'origine,  se  compose  for- 
rémcnl  de  deux  droites  parallèles.  Si  l'on  a  pris  l'axe  dcS"^  paral- 
Irle  à  ces  deux  droileSjOn  doit  avoir  dans  ce  système  d'axes  5 
/  1=  o,  et  la  formule  générale  (8)  prend  la  forme 

^  =/ros»o, 

ou 

I   _  cos*<s 

R  ^  Rr  ' 

On   peut  aussi   la  considérer  comme  un  las  limite  de  la  ïôiFI 
mule  (lot,  obtenu  en  sufiposanl  que  Tun  des  rayons  de  courbure 
principaux  Ra  devient  infini. 

Les  formules  d'Euter  peuvent  aussi  s'établir  sans  avoir  besoin  de  la  for-l 

mule  préliminaire  (5).  Le  [tojnl  de  la  surface  élaiil  pris  pour  origine  et  lt| 
[►lan  langent  pour  plan  des  xy,  on  peul  écrirp,  en  [loussanl  le  dêvelop-i 
peitiOTit  de  i  par  la  formule  de  Taylor  jusrju'aux  termes  du  iroisiéin4| 
ordre, 

r.r*-»-  isrr  -^  ir* 


les  termes  non  écrits  l't.Tot  du  Irotsième  'udre,  oti  d'ordre  plus  élevé.  Poof 
avoir  le  rayon  de  couiiiuix-  de  la  section  faite  par  le  plan  _y  —  rlang^»! 
on  peut  faire  il'nLoril  la  tr.'in»ri>j'iii:ilîriti  de.  roordonnées 

X  =  a:'cos«  —  y  sitio,        j-  —  x' sino  ~-y' coiv, 

et  poser  ensuite  j''=  o,  ce  qui  ilonne  le  développemeni  de  s  suivant  le»l 


1 
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puissances  de  x' 

rcos*» -i- afsino  coso -4- <  sin*o    ,. 

z  = •• '-  x'-i-..  , 

I.U 

et,  en  appliquant  la  remarque  du  n°  21i,  nous  retrouvons  la  formule  (8). 

Remarques.  —  La  courbe  d'intersection  de  la  surface  par  son  plan 
tangent,  qui  a  pour  équation 

o  =  rx*-^%sxy  -^r  ty*-^  iOi(x,  y)-\-.. ., 

présenlc  un  point  double  à  l'origine,  et  les  tangentes  au  point  double  sont 
précisément  les  tangentes  asjmptotiques.  Plus  généralement,  si  deux  sur- 
faces S,  St  sont  tangentes  à  l'origine  au  plan  des  xy^  la  projection  de  la 
courbe  d'intersection  sur  le  plan  des  xy  a  pour  équation 

(,  .-  (  r  —  r,  )x*-4-  ï(i  —  s,)xy  -^{t  —  /|)/»-4-.  . ., 

r\,  s\,  ti  ayant  la  même  signification  pour  la  surface  S|  que  r,  5,  (  pour 
la  surface  S.  La  nature  du  point  double  dépend  du  signe  de  l'espres- 
<>ion  (î  —  i|)' — (r  —  A'jK/  —  'i};si  celle-ci  est  nulle,  la  courbe  d'inter- 
section présente  en  général  un  point  de  rcbroussemcnt. 

En  résiinn»,  il  existe  en  chaque  point  d'une  surface  quatre  posi- 
tions remarquables  pour  les  tangentes  à  celle  surface;  deux  tan- 
gentes rectangulaires  pour  lesquelles  te  rajon  de  courbure  K  est 
maximum  ou  minimum,  eléeuti  lau^cnlcs  asymptotiques  om  tan- 
gentes principales  pour  lesquelles  R  est  infini.  On  obtient  celles-ci 
en  égalant  à  zéro  le  trinôme  A-a* -f- ^sa^ -H  f  P*  [cf.  n"  238). 
Nous  allons  inonlrer  maintenant  comment  on  détennine  les  sec- 
tions normales  principales  et  les  rajfons  de  courbure  principaux 
dans  un  système  d'axes  rectangulaires  quelconque. 

S'il.  Rayons  de  courbure  principaux.  —  A  une  valeur  donnée 
pour  R  correspondent  en  général  deux  sections  normales,  dont 
le  rayon  de  courbure  correspondant  a  la  valeur  donnée;  il  n'y  a 
d'exception  que  si  R  est  égal  à  l'un  des  ravons  de  courbure  [irin- 
cipaux,  et  il  n'y  a  dans  ce  cas  que  la  section  normale  principale 
correspondante  qui  admette  ce  rayon  de  courbure.  Pour  déter- 
miner les  sections  normales  dont  le  rayon  de  courbure  est  R, 
aous  avons  à  déterminer  a,  j3,  y  par  les  trois  relations 


v<-^  r>  -^1^  ^r*»-^aj{«p-t-<^«,        Y=^«— yP,        «»-4-p»-HY»=i. 
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dont  il  est  facile  de  former  une  combinaison  homogène  et  de 
degré  zéro  en  a,  p, 


"0 


ra«-t-  îiap  -i-  f  p* 


le  rapport-  est  donc  fourni  par  l'équation 


nii  l'on  pose  R  :=  D  ^/n-/?*-f-7*.  Si  celte  équation  admet  une 
racine  double,  cette  racine  annule  à  la  fois  les  deux  dérivées  par 
lielles  du  premier  membre  par  rapport  à  a  et  à  p, 

,      ^  \  a(,-i-p*-rli)-hp(pq  —  sD)        =  o, 

(II) 

(         x(pq  —  !iD)-^p{(-^fli—lD)  =  n; 

CD  éliminant  a.  et  [i,  on  obtient  Inéquation  qui  donne  les  rajons 
lie  courbure  principaux,  équation  qui  s'écrit,  en  remplaçant  D 

]iar  sa  valeur, 


(i3) 


I  -f-(l  -4-/)»-^  7*)»  : 


uai' 

4 
I 


Si,  au  contraire,  on  élimine  D  entre  les  relations  (ia)i  on  obtient 
une  équation  du  second  degré  qui  détermine  les  traces  sur  le  plan 
langent  des  sections  normales  principales 


i4) 


-t-  a3[(H-/)*)f  —  (1  -I   <7*)r] 


D'après  la  nature  même  de  la  queïition,  les  racines  des  équa» 

lions  (i3)   et  (i4)  sont   toujours   réelles;    ce   qu'il   est  aisé  de 

vérifier  par  un  calcul  direct. 

Pour  que  l'équation  en  R  ait  ses  racines  égales,  il  faudra  que 

i'indicalrice  soit  un  cercle,  et  toutes  les  sections  normales  auront 

iilors  le  même  rajon  de  courbure.  Le  second  membre  de  ta  for- 
ci 
inule  (il)  devra  donc  être  indépendant  du  rapport  -,  et  il  faudra 

pour  cela  que  l'on  ail 


I 


P7 


^  J  -+-  y>»  /3(7  I  -r-  y' 

Les  poinls  qui  satisfont  à  ces  condilions  s'appellcnl  des  ombilics. 
En  ces  points,  Téqualion  (i4)  se  réduit  à  une  Identité,  puisque 
tout  diamètre  d'un  cercle  est  aussi  un  axe  de  sjmélrie. 


I 
I 
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On  peut  quelquefois  délerminer,  par  des  considéralions  géo- 
mclriqucs,  les  sections  normales  principales  d'une  surface.  Par 
exemple,  si  une  surface  S  admet  un  plan  de  sjmélrie  passant  par 
lin  poini  M  de  celle  surface,  il  est  clair  que  la  droite  d'intersec- 
lion  df'  ce  plan  avec  le  plan  tangent  en  M  est  un  axe  de  symétrie 
de  l'iiidicnlrice,  et  la  section  par  le  plan  de  symétrie  est  une  des 
sections  normales  principales.  Ainsi,  en  un  point  d'une  surface 
de  révolution,  la  méridienne  est  une  des  sections  normiiles  prin- 
cipales; le  plan  de  la  seconde  section  normale  principale  passe 
donc  par  la  normale  à  la  surface  et  la  tangente  au  [>m-allèle.  Or  on 
connaît  le  centre  de  courbure  de  l'une  des  sections  obliques  pas- 
sant par  la  tangente  au  paralltle,  le  centre  du  parallèle  lui-ouîme. 
Il  en  résulte,  d'apn's  le  théorème  de  Mciisnier,  (|uc  le  centre  de 
courbure  de  la  seconde  section  principale  est  au  point  de  ren- 
contre de  la  normale  à  la  surface  avec  l'axe. 

En  un  |)oirit  d'une  surface  développahle,  on  a  s---rt=.C),  et 
rindicatiicc  est  un  système  de  deux  droites.  Une  des  secltOD^ 
principales  se  confond  avec  la  génératrice  etic-mème,  et  le  rayon 
de  courbure  principal  correspondant  est  infini.  Le  plan  de  la 
seconde  section  principale  est  perpendiculaire  à  la  génératrice. 
Tous  les  points  d'une  surface  développable  sont  paraboliques, 
cl  ce  sont  les  seules  surfaces  [lossédanl  celte  propriété  (n^SâS). 

Si  une  surface  non  développ.nUle  est  convexe  en  certains  points, 
à  courbures  opposées  en  d'autres  points,  elle  possède,  en  général, 
une  ligne  de  points  paraboliques  qui  sépare  les  régions  pour 
lesquelles  5^  —  /7  est  positif  des  régions  pour  lesnuelles  s* —  ri  est 
négatif.  Par  CTcemple,  sur  le  tore,  celte  ligne  est  formée  des  deux 
parallèles  extrêmes. 


Sur  une  surface  convexe,  il  n'y  a  en  général  qu'un  certain  nombn: 
(i'ombJlics  isolés  les  uns  des  autres.  On  démontre  comme  il  suit  que  In 
5eul«  surface  réelle  dont  tous  les  |ioints  souL  des  ombilics  est  la  sphère. 
Appelons  encore  }.,  |x,  v  les  cosinus  direclciirs  de  la  Dormalc  à  la  surface; 
eti  dill'ércnlianl  les  formules  {i},  il  vient 


pqs  —  (1-^7')) 


d\i  _  pqr  —  {\  -\- p^)s 


dX  _  pt]t 


Oy  '    ' 


(l  -t- />«-!- 7«) 
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telation»  qui  deviennenl,  en  tenant  compte  des  formules  (i5). 


àx 


àj. 


La  première  prouve  que  X  ne  déperi<!  que  de  x,  la  seconde  que  [i.  ne  déjiend 
que  de^';  la  valeur  commune  des  dérivées  r~  ?  -r-  est  donc  à  la  foi 

pendante  de  x  el  de_^  ;  c'est  une  constante  —  •  On  en  tire 


X  —  T, 


y—yt 


/a»—  (X  —  x,;«—  {^y—y^y 


P  =  - 


X Xq 


7  =  -!!  =  - 


y -y*        

i/a*—{x  —  sfty^  —  ijr  —yt}* 
et  la  valeur  de  -z,  obtenue  par  l'intégration,  est 

z  =«o-+-  /a'  — (J  — a;,)»— (^— ^o)*; 
on  retrouve  bien  l'cqualion  d'une  sphère.  On  verrait  de  même  que,  si  l'oii^ 

a  ^—  =  -^  =  o,  la  surface  est  un  nlun.  Mais  les  relations  (i5)  admcltenl 
ox       dy  ' 

en   outre    une   infinilé   de   solutions   imaginaires,  qui  satisfont  à   l'équa 

lion    I —/)'-!- y' =  y,    comme    on    peut   le   vérifier   en  difTércnliani  ceUC.1 

r>;laiion  par  rapport  à  a:  et  par  rapport  à  y. 


II.        LIGNES  ASVMPTOTIQUES.        LIGNES  CONJUGUÉES. 

242.   Définition  et  propriétés  des  lignes  asymptotiques.  —  Siir< 
une  surface  à  couiLiircs  opposées,  il   v  a  on  cha<|ne  point  deuïj 
tangente.s  pour  lesquelles  la  section  normale  correspondante  a  u 
rayon  de  courbure  infini  :  ce  sont  les  asymplolns  de  l'indicalrice 
On  appelle  Ugne.t  asymptotiqurft  les  li};nes  siluécs  sur  la  surfac< 
(|iii  sont  tangentes  en  cliacirn  de  leurs  points  à  l'une  de  ces  as vm 
loles.  Quand  on  se  déplace  sur  une  courbe  située  sur  la  surfacCi 
les  diflerenlielles  dx,  ây^  dz  sont  proportionnelles  aux  cosiDUi 
directeurs  a,  p,  v  de  la  tangente;   pour  une  tangente  asvmplo 
Irque,  on   a  ra^ -r  2^»^ -}- /3*=  o,   et  par  conséquent,  tout  1 
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long  d'une  ligne  asymplolique,  on  doit  avoir 
f  l6  )  r  f/j'  —  a  J  rf.r  dy     ■  f  dy*=:  o. 


571 


L'équalion  de  la  surface  élanl  siip[)osée  résolue  par  rapport  à  z, 
ni  l'on  remplace  r,  5,  t  par  leurs  valeurs  en  foocLion  des  variable^ 

dx 


X,  jV',  011  lire  de  l'équalion  précédente  deux  valeurs  pour  -t| 
(17) 


nous  verrons  plus  lard  que  chacune  de  ces  équations  admet  ud<- 
inGnilé  d'Intégrales,  et  que  chaque  couple  de  valeurs  (^ojJKe) 
•léterminc  en  général  une  intégrale  et  une  seule.  Par  chaque  point 
«le  la  surface  il  pas>ic  donc  en  général  deux  lignes  asjiii])lottqucs 
et  deux  seulement;  leur  ensemble  forme  un  double  système  de 
lignes  sur  la  surface. 

On  peut  encore  définir  les  lignes  asymptoliques  par  la  pro- 
priété suivante  qui  ne  fait  intervenir  aucune  relation  métrique. 
I  Ce  sont  les  lignes  de  ta  surface  doni  le  plan  oscillateur  co'tn- 
V  cide  avec  le  pfan  tangent.  En  cIleL,  pour  que  le  plan  osculaleur 
'  coïncide  avec  le  plan  tangent,  il  iauL  et  il  suflil  que  l'on  ait  à  la 
'  fois  (n"»2I5; 

I  ds—  pdx  —  q  dy  =  Oy        d*x  —  p  d^x  —  q  d^y  =  o  ; 

la  premiTTe  relalion  est  vérifiée  pour  toute  courbe  située  sur  la 
surface  et,  en  la  dilFérentianl,  il  vient 

d*  z  —  />  d-  T  —  q  d-  y  —  dp  dr       dq  dy  —  o. 

La  seconde  condition  peut  donc  être  remplacée  par  celle-ci,  nt- 
renfermant  que  les  dilKérenlielies  du  premier  ordre 


18) 


dp  dx  •-  dq  dy  -=  o, 


qui  esl  identique  à  la  relation  (lO).  D'ailleurs,  il  est  facile  de  sr 
rendre  compte  de  l'identité  des  deux  définitions.  Le  rayon  de 
courliiirc  de  la  sectiun  normale  titngente  à  une  ;tsym|ilote  de  l'in- 
dicalricf  (-tant  iuiiui,  il  en  serait  de  luéaie,  d'après  le  llirorèmc 
de  Meustiier,  du  rayon  de  courbure  de  la  ligne  asymptotique,  à 
moins  que  le  plan  osculaleur  ne  soil  perpendiculaire  à  la  normale 
et,  dans  ce  cas,  le  tliéon'-me  de  Meusnier  devient  illusoire.  Le  plan 
osculaleur  à  une  ligne  asvmplotiqne  doit  donc  coïncider  avec  le 


t7« 
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plan  langent;  à  moins  que  le  rayon  de  courbure  ne  soit  constam 
nienl  infini;  dans  ce  cas,  on  aurait  une  ligne  droite,  dont  le  plan 
iisculaleiir  est  iniléterniiné.  Il  résulte  t'videmnicnt  de  celte  pro- 
priété que  les  lignes  asjmptotiqucs  se  conservent  dans  toute 
lransr«)rmaliou  honioçra[>hiqiie.  On  voit  ausisi  que  l'équation  dif- 
Icrenlielle  est  la  nit^inp,  (juc  les  axes  soient  rectatigulaires  ou 
obliques,  car  l'ëqualion  du  plan  osculateur  est  toujours  la  méme.fl 

Les  lignes  asjm|>lf}liques  d'une  surface  S  n'existent  ëvidem 
tuenl  que   si    la  surface  est  à   courbures   opposées.   Cependant, 
lorsque  la  surface  est  tinalytiffuc,  l'équation   dinerenticlle  (  i6)j 
admet   toujours  une  infinité  d'intégrales,  réelles  on  iirtagiQaireS|J 
quel  que  soit  le  signe  de  ;?'■'  —  rt.  Par  extension,  nous  dirons  qu'une 
surface  convexe  analytique  tidniel  deux  syslènies  de  ligne»  asvnip- 
lotiqiies  imaginaires.  .Ainsi,  tes  lignes  asymptoliques  d'un  hjrper-S 
boloïdc  à  une  nappe  sont  les  deux  systèmes  de  génératrices  rocti- 
ligncs;  pour  un  ellipsoïde  ou  une  sphère,  ces  génératrices  sont 
imaginaires,  mais  elles  satisfont  encore  à  l'équation  diUérenlielle] 
des  lignes  asymplotiqucs. 

Exemple.  —  Soit  à  trouver  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface 

.1  =r  X"*}'"  ; 


I 


«I  \  m  —  I  ) 


y, h- 


im 


t  —  n<  n  —  il  r'^'y" 


/»  (  /)  —  t  ) 


on  a 
r  =  mi  m  —  Oj-'w-'v",         s  —  m/i.r"> -'_>-"    '. 

c\  IVqiiiitiun  (Jiflerenliollr  I  r(>  I  [leiil  s'écrire 

On  en  lire  deux  valeurs,  /»i  et  Aj,  pour  le  rapport  ■'    -—  ;  les  deux  familles 

fie   lignes   asymploliques   se   projeltenl   sur  le   iilaii   des  xy  suivant  Ici 
c'imrbes 

y'''  ~  C,jr,         y**—  G, T. 

2tô.  équation  différentielle  en  coordonnées  quelconques.   — 1 

Supposons  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  exprimée*] 
au  moven  de  deuv  pararnrtrcs  variables  u,  <••, 


(■9) 


J-— /(«.fi,        y  =  9(u,v'\,         s  =  \(u,v)\ 


nous   partirons  de  la  seconde   définition  pour  établir   l'équation 
difTérentielle  des  lignes  as;)mplotiques,  Formons  d'abord  l'équa- 
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tion  du  plan  tangent 

(ao)  A(X  -  X  I  T-  B(  Y  — j' i  -+-  C(  Z  —  z;  =  o; 

les  coefficients  A,  B,  C  doivent  satisfaire  aux  deux  relations 


îrS 


(ai) 


--  -t-  B  — •-  -H  C  —   =  0, 

du  (tu  Ou 


IaI^-.b** 


(Tu 

Oii 


o, 


qui  déterminent  les  rapports  de  deux  des  coefficients  A,  B,  C  au 
I  troisième  (n"  39).  Ces  coefficients  étant  calculés,  on  doit  avoir 
I     pour  une  ligne  as^mplotirpip 

I  Adx     '-B  dj    ^  G  rf=    -    o, 

^H  Ad*x^-Bd*J-r-Cd*z=o; 

la  première  est  encore  satisfaite  d'clle-ménie,  el,  en  la  dilTéren- 
tiant,  on  voit  que  !a  seconde  peut  i?lri:  i'eni|)lacée  par 

{  2-J.  )  t/A  djf  -7-  tJH  lij-  —  t/t  '.ilz  ^  o  ; 

c'est  l'éqnalion  difTérentielle  clierchée.  Si,  p;ir  exemple,  ou  prend 
dans  les  formules  (21)  C—  —  1,  A  et  li  représentent  respective- 
ment les  dérivées  partielles  p  t\  q  àe  i  par  rapport  à  x  et  à  )',  et 
l'équation  (aa)  est  identique  à  Téqualion  (18). 

Exemples.  —  l'renons  par  exemple  la  surface  conoïdc  j:  ^  ^|  —  |  •  On 

peut  poser  x  —  u,  y  =  ut\  z  ~  o(t"j,  et  les  relation»  f  j.  1  )  devienacnl 

A-t-Bw  =  o,        Bu   •- G»'(i' )  =  o; 

on  y  satisfait  en  prenant  C  =  —  «,  A  =  —  v^'(v),  B  =:  %\v >,  cl  l'cquatîon 
ililTërcnticlIc  {11)  est  ici 

U!p'  (i>)dv*—  'iif'{v)dudi'  =  o. 

On  a  d'abord  la  solution  v  =  consi.  qui  donne  les  génératrices  rectilignc>  ; 
en  divisant  par  dv,  il  teste  l'ijqualion 


9'{V) 


■i.  dti 
u 


d*où  l'on  tire  «*  =  CY'(i'),  et  les  projections  des  lignes  asymptoliciues  du 
second  système  sur  le  plan  des  xjr  ont  pour  équation 


x' 


=ni;- 
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Citons  encore  les  surfaces  signalées  par  M.  Jamet,  dont  l'équation  peut 
être  ramenée  à  la  forme 


rf[^)  =  n=. 


En  prenant  pour  variables  indépendantes  s  et  —  =  u,  l'équation  diffé- 
rentielle des  lignes  asymptotiques  est 


et  s'intégre  par  deux  quadratures. 

Une  surface  hélicoïde  est  représentée  par  les  équations 

a7=pcosa),        y  —  çiinot,        z  —/{p)-i-  hto; 

nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  que  l'équation  différentielle 
des  lignes  asymptotiques  est 

p/'ip)  dp*—  ihdta dp  -h  p*/'(p)dw*  =  o; 

on  en  tire  encore  u  par  une  quadrature. 

244.  Lignes  asymptotiques  des  surfaces  réglées.  —  D'une  façon 
générale,  l'éliminalion  de  A,  B,  C  entre  les  équations  (ai)  et  la 
relation  Ad^x  -^Bd'y  -j-Cd^z  ^=  o  conduit  à  l'équation  diffé- 
rentielle des  lignes  asvmploliques 

\     d£       à^       d^ 
du       du       du 

(7.3)  \       à/         i)^  à^ 

i     dv        dt>        dv 

I 

i  d^x    d*y    d*z  \ 

Celle  équation  ne  renferme  pas  les  différentielles  du  second 
ordre  d"*  u  ei  d'^v;  on  a,  en  effet, 

■  d^x=f  dUc-^%d^.^.-  '^du^^■^  pf  dud.-^'2ldv^, 
du  gv  du*  duàv  dv* 

Ci  l'on  a  pour  c?*y  et  d^z  des  expressions  analogues.  En  retran- 
chant de  la  troisième  ligne  du  déterminant  (aS)  la  première  ligne 
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mutliptiée  par  d'il  el  la  deuKième  multipliée  par  d'v,  il  reste 

eu 


ào 
du 

du 

dv 

ùv 

r~.  o; 

d\f 

du* 


du* 


du  dv  dv^ 


en  développant  par  rapport  aux  tUéntenls  de  la  troisième  ligne  el 
ordoonaol  par  rapport  à  du  el  dvy  celte  équation  s'écrit 

D,  D',  D*  désignant  les  Irois  déterminanlâ 


D  = 


(  i  "i  I      ' 


du 

ày 
du 

as 
du 

du 

ày 

du 

as 
du 

dx 
dv 

ày 

dv 

as 

dv 

f 

D'  = 

dx 
dv 

dv 

dz 
dv 

d*a; 
du* 

d*y 
du* 

d*z 
du* 

' 

d*x       à*  y 
du  dv    du  dv 

d*t 
àudt 

dx 
du 

dy 
du 

dx 
du 

D'  = 

dx 
dv 
d*x 
dv* 

dv   " 
d*y 
dv* 

dv 
dç* 

• 

Considérons,  pour  donner  une  application,  les  surfaces  réglées. 
Toute  surface  réglée  est  représentée  par  des  équations  de  la  forme 


y=-yc-^9'>' 


ï«' 


•*8»  yot  ^0)  ».  ?)  Y  ^^■'"''  des  fondions  d'un  second  paramrtrr 
variable  v.  Lorsqu'on  fait  ii  -^o,  le  potnl  (.Tj,)',,,  s,,  )  drcril  une 
certaine  courbe  F  sur  la  surface;  au  contraire,  lorsque,  c  restant 
coDStant,  oïl  fait  varier  «,  le  poinl  décrit  une  génératrice  rec- 
liligne  et  ta  varialile.u  est  proportionnelle  k  la  dislance  du 
point  (X,  jTy  z)  au  point  {xo,  ya,  s„)  de  la  courbe  F.  On  voit 
immédiatement  sur  les  formules  (^5)  que  dans  ce  cas  on  a  D  =:  o, 
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lajidis  que  D'  esl  indépendant  de  u;  quant  à  D* 


D'  = 


Tj  -+-  a  u 
x'o-i- at'u 


c'est  un  polynôme  du  second  degré  en  u.  En  divisanl  le  premier 
membre  de  l'équation  (24)  par  le  facteur  cA'  qui  correspond  aux 
généialrices  rectilignes,  il  reste,  pour  déterminer  le  second  sys- 
tème de  lignes  as^mploliques,  une  équaliou  dilTéreutielle  de  la 
forme 


(a6) 


-7-  -i-  L  «»  f-  M  M  H-  N  —  o, 


L,  M  et  N  étant  des  fonctions  de  la  variable  p.  Les  équations  de 
celte  espèce  jouissent  de  propriétés  remarquables,  qui  seroni 
éliiblies  plus  tard.  Ainsi  ou  verra  que  /e  rapport  an/iar/noniquf 
de  </uatre  intégrales  quelconques  est  constant;  il  en  résulic 
que  le  rapport  anharinouique  des  quatre  points  de  rencontre 
d'une  génératrice  «[uelconqne  de  la  surface  avec  quatre  lignrs 
asyniflloliqvies  est  constant,  ce  qui  permet  de  trouver  toutes  cts 
lignes  asvnij)lotique5  dès  qu'on  eu  tonnaîl  trois.  On  verra  aussi 
que  lorsqu'on  connaît  une  nu  deux  intégrales  de  l'équation  (a6), 
on  p<"ui  trouver  tontes  les  autres  par  deux  quadratures  ou  une 
sciiif  <piHiJratiire. 

Si  toutes  les  génératrices  de  la  surface  rencontttni  une  droite 
fixe,  celle  droite  est  une  ligne  asyniplotiquo  du  st'cimd  systt-uif, 
el  l'on  aura  toutes  les  autres  par  deux  quadratures.  Si  la  surfai-C 
admet  deux  directrices  rectilignes,  on  connaît  deux  lignes  asyin[<- 
lotiqucs,  et  il  semblerait  qu'il  faudra  une  quadrature  pour  avoir 
les  autres.  Mais  on  peut  obtenir  uu  résultat  plus  précis.  En  eflVl, 
étant  donnée  une  surface  réglée  adtnettanl  deux  directrices  recti- 
lignes, on  peut  eUectucr  une  transformation  liomographiquc  de 
façon  que  l'une  de  ces  directrices  s'éloigne  à  l'infini;  la  surface  >e 
change  en  une  surface  conoïde,  et  nous  avons  remarqué  ^n"li43) 
que  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface  conoïde  se  dctcrmiDcul 
sans  aucune  quadrature. 

24o.  Lignes  conjuguées.  —  Un  appelle  tangentes  conj'uguéift 
un  un  poiiti  d'une  surface  S  deux  droites  passant  par  ce  poiftlrl 


\ 
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situées  dans  le  plan  larigenl,  et  formanl  un  sysLème  de  diamèlres 
conjugués  dp  l'indicatrice.  A  toute  tangente  de  la  surface  cor- 
respond évidemment  une  tangente  conjuguée  qui  coïncide  avec 
ia  première,  si  elle  est  une  langeule  principale  et  dans  ce  cas 
seulement.  Soil  z^¥{x,y)  l'équation  de  la  surface;  si  m  et  m' 
sont  les  coefGcicnls  angnlaires  des  projections  de  deux  langenles 
conjuguées  sur  le  plan  des  xy,  ces  droites  doivent  élre  conju- 
guées harmoniques  par  rapport  aux  projections  des  deux  tan- 
gentes principales  de  la  surface,  projections  dont  les  coefficients 
angulaires  sont  racines  de  l'équation 

r-t-  2*(x  -{-  t[j.*  =  o. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ail 

( 27  >  r  -h  s{m  -r-  m'  )  -+-  Imni'  ■=  o. 

Etant  donnée  une  courbe  G  située  sur  la  surface  S,  le  plan  lan- 
gent à  cette  surface  tout  le  long  de  la  courbe  C  enveloppe  une 
surface  développaUlc  ipii  est  tangente  à  la  surface  S  tout  le  long 
de  G;  e«  vftaqtit;  point  M  de  G,  fa  génératrice,  de  cette  dévelop- 
pabte  est  la  tangente  conjuguée  de  la  tangente  ci  C. 

Tout  le  long  de  la  courbe  C,  J*,JK,  -i/?,  f/  sont  fonctions  d'un 
paramètre  variable  a;  la  génératrice  de  la  surface  développabic  est 
définie  par  les  deux  équations 

7.  —  z  —  p(\  —  r)—  qOi  —  y)  ^  o, 

—  ds  ■*-  p  dj-  -i-  if  dy  —  dp{X  —  j-  )  —  r/y  (  Y  — ^')  =  o, 

dont  la  dernière  se  réduit  à 

\  —  y  _       *'/'  _       rdr-t-sdy 

\  —  X  ~        dij  ~         sda:  -h  t  dy  ' 

Soient  m  le  coeificient  angulaire  de  la  projection  de  la  tangente 
à  C,  m'  le  coeflicient  angulaire  de  la  projection  de  la  génératrice; 
la  relation  précédente  est  identique  à  la  relation  {'^7),  car  on  a 


dx 


\—x 


ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

On  dit  que  deux  fumilles  de  courbes  de  la  suriace,  dont  chacune 
dépend  d'un  paramétre  variable,  forment  un  réseau  conjugué, 
G.  37 
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lorsque  les  langenles  aux  courbes  des  deux  familles  qui  passent 
par  un  point  quelconque  de  la  surface  y  sont  conjuguées.  Il  existe 
évidemment  une  infinité  de  réseaux  conjugués,  car  on  peut  se 
donner  arbitrairement  une  des  deux  familles  de  courbes,  et  les 
courbes  de  la  seconde  famille  sont  déterminées  par  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre. 

Étant  donnée  une  surface  représentée  par  les  équations  (19),  cherchons 
à  quelles  conditions  les  courbes  u  =  const.,  v  =  const.  forment  un  réseau 
conjugué.  Quand  on  se  déplace  sur  la  courbe  v  =  const.,  la  caractéristique 
du  plan  tangent  est  représentée  par  les  deux  équations 

A(X  -  a-)  4- B(Y -^)  +  C(Z  —  «)  =  o, 


o; 


pour  que  cette  droite  coïncide  avec  la  tangente  à  la  courbe  u  =  const., 

.•  àx    àr     àz     .,   . 

dont  les  paramétres  directeurs  sont  -j-»  -f->  ^»  ''  faut  et  il  suffit  que 

l'on  ait 


.   dx       _  dy       ^  dz 


d\  dx       dB  dy       dC  dz 

— 1 i-  -\ 

du  dv       du   dv       du  dv 


o; 


mais,  en  diiïérentiant  la  première  de  ces  relations  par  rapport  à  u,  on  voit 
que  la  seconde  peut  être  remplacée  par  la  suivante 


(28) 


d*x 
du  dv 


B 


dudv 


dudv 


et  l'élimination  de  A,  B,  C  entre  les  équations  (21)  et  (28)  conduit  fina- 
lement à  la  condition  nécessaire  et  suffisante 


dx 
du 

ày 

du 

dz 
du 

dx 
dv 

dy 
dv 

dz 
dv 

d*x 

d*y 

d*z 

du  dv     du  dv     du  dv 

On  peut  dire  encore  que  cette  condition  exprime  que  x,  y,  z  sont  trois 
intégrales  d'une  équation  de  la  forme 


(19) 


()»0    _  jyj  j^ 
du dv  du 


Tv' 


m.    —    LIG^ES   DE  COtRBVRE.  579 

où  M  el  N  sonl  des  fondions  quelconques  de  u  ci  de  i';  il  sufdru  donc  de 
connailre  irt'is  inlcgrale?  dislinclo?  d'une  •'•qualion  quctruiique  de  relie 
forme  pour  avoir  les  équalioiis  d'une  surface  rapporlée  à  un  système  con- 
jugué. Si,  par  exemple,  on  prend  M  =  N  =  o,  loule  intégrale  de  l'équii- 
lion  (ag)  est  la  somme  d'une  fonction  de  n  et  d'une  fonction  <Jo  c;  sur 
toute  surface  représentée  par  des  équations  de  la  forme 

(3o)  r=/(«)-^-/,(^'),        J'  — ip(  «  ) -^  >?j{f  ),         i  = ->(  h  ) -i-^,(f  ), 

les  courbes  (u)  et  (l'j  forment  donc  un  réseau  conjugué. 

Les  surfaces  de  celte  espèce  sont  appelées  snr/aces  de  transfation ; 
elles  peuvent  être  engendrées  de  deux  façons  dilTércntcs  par  la  Iransla- 
lion  d'une  courbe  rie  forme  invariable  1",  dont  un  point  (l<»fril  une  autre 
courbe  T'.  Considérons  en  elfel  les  quatre  points  M,,  IMj,  M,,  M  de  la  sur- 
face, correspordanl  respectivement  aux  valeurs  («o,  t'o),  (u,  fo),  («»,  p), 
(U,  v)  des  paramétres  h,  c.  D'après  les  formules  (3o),  ces  quatre  points 
sont  les  sommets  d'un  paraNélofjrainnic.  Si.  ]ai^;-a^l  l'o  fixe,  un  fuit  varier  //, 
le  point  M,  décrit  une  courbe  1"  de  la  surface;  de  même,  si  «^  reste  (i\c 
et  qu'en  fasse  varier  c,  le  ]ioiiîl  Mj  iléciil  une  autre  courbe  V  de  la  sur- 
face. On  peut  donc  considérer  cette  surface  comme  engendrée  par  la 
courbe  T  animée  d'un  mouvement  de  translation  dans  lequel  le  point  Mi 
décrit  r',  ou  par  la  courbe  F'  animée  d'un  mouvement  de  Iriinslaiion  dans 
lequel  le  ]ioinl  Mj  décrit  T.  M  est  évident,  d'après  ce  mode  de  génération, 
que  ces  deux  familles  de  courbes  sonl  conjut;uées*  par  exemple,  les  tan- 
gentes au\  diverses  positions  de  T',  en  tous  les  poinis  de  T,  forment  un 
cylindre  circonscrit  à  la  surface  tout  le  long  de  1'.  Les  tangentes  à  ces 
courbes  sonl  donc  conjuguées. 
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246.  Définition  et  propriété».  —  Élant.  donnée  une  surface  S, 
on  appelle  lignes  de  courbure  les  lignes  telles  que  les  normales 
à  la  surface  aux  différenls  poinlsde  l'une  d'elles  forment  une  sur- 
face dëvelop[>able.  Soit  z  =y(.r,  y")  l'équalion  de  la  surface  dans 
un  système  d'axes  rectangulaires,  les  équations  de  la  normale  sonl 

pour  que  cette  droite  engendre  une  surface  dévelop|iaI>lc,  il  faut 
cl  il  suffît  que  les  deux  équation.s  (n"  i223) 

(32)  !  ■^  /-    /        ' 

(  —Zdq-^d(j'-^qs)=o, 
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soient  vérifiées  pour  une  même  valeur  de  Z,  c'est-à-dire  que  l'on 
nil 

ct{x-hpz)  _  diy  -^  qz) 
dp  "^         ' 

OU,  plus  simplement, 

dar  -h  pdz  _^  dy  -\-  qdz 
dp         ~~         dq 

En  remplaçant  dz,  dp,  dq  par  leurs  valeurs,  on  peut  encore 
écrire  celte  équation 

(33)  f  I  -^ p'^)d.t  +  pq  dy  _  pqdx-^(  [  -^qi)dy^ 

r  dx-^  sdy  sdx  -^  tdy 

On  tire  de  celle  équation  deux  valeurs    pour  ',-  ;  ces  valeurs 
'  '  ax 

sont  toujours  réelles  et  disltncles,  si  la  surface  est  réelle.  En  effel> 
si  t'en  remplace  dx  et  dy  par  a  et  ^  respectivement,  on  a  prëcisé- 
menl  réquatiun  formée  plus  h;uil  qui  dclermine  tes  traces  des  sec- 
tions normales  principales  sur  le  plan  langent.  Les  tangentes  auv 
lignes  de  courbure  passant  par  un  point  cûïncidenl  donc  avec  les 
axes  de  l'indicatrice.  La  théorie  des  équations  diiïerentielles  nous 
apprend  que  par  tout  j)oinl  non  singulier  de  la  surface  (autre 
qu'un  ombilic)  il  passe  une  ligne  de  courbure,  et  une  seulement, 
tangente  à  cbacun  des  axes  de  l'indicatrice.  Ces  lignes  sont 
toujours  réelles  si  la  surface  est  réelle;  elles  forment  sur  la  sur- 
face un  réseau  qui  est  à  la  fois  orthogonal  et  conjugué. 

Exemple.  —  Soil  à  tlcterminer  les  lignes  de  courbure  du  paroboloïde 

z  —  -^'  On  a 

n 

^       a  '        M  u 

ei  l'équation  diiïcreulielle  (33)  devient  ici 

(a*-*-y*)dx*=(a*-i-z*)dy*. 

On  en  ti« 

dx  dy 

-j  ^   .—^ —  =o: 

si  nous  prenoas,  par  exemple,  le  signe  -h  devant  les  deux  radicaux,  l'ia* 
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tcgrale  générale  est  reprcsenlce  par  l'équation 


{x-h^T*-h  a')(j'-H  Z/'-i-a*)  =  C, 


({ui  lionne  l'on  des  systèmes  de  lignes  de  courbure.  Si  l'on  pose 
(  34  )  \  =x  )/^^^at  -+■  y  /jîi-i-  u>, 

l'équation  précédente  peut  encore  s'écrire 


d'après  l'identité 

( X  /j-* ->-  «*  H- y  ^T^-h  a'  )"  -H  rt '  =  [ xy  ■ 


/(.r»-i-a')(7»-(-a«)]*, 


et  il  ^'ensuit  que  les  prujcction»  da  l'un  des  gj'stèmes  de  lignes*  de  cour- 
bure sont  représentées  par  l'équation  (34).  où  X  désigne  une  constante 
arbitraire.  On  verrait  fie  meure  que  le*  projections  des  lignes  de  courbure 
de  l'autre  système  sont  représcnlccs  par  l'équation 


(35) 


X  v/yï  ■+-  a»  — _y  ^x*  ■+■  a'  : 


En  tenant  compte  de  l'équation  du  [larabolo'ide  ry  =  az,  les  relations 
(34)  et  (35)  peuvent  encore  s'écrire 


v/^ 


V^S-t-i'  =  C,  y/j,t+-'.-^i 


-+-j:»  =  C'; 


or 


/^ 


Cl    ^y*-^  -' 


représentent  les  dislances  du  point  (x,  y,  z)  aux  deu\  axes  Oy  cl  0,r 
respectivement.  Les  lignes  de  courbure  du  parabolo'idc  sont  donc  de* 
courbes  te/les  que  la  somme  ou  ta  di^érence  des  distances  de  l'un 
quelconque  de  leurs  points  aux  deux  axes  Ox  et  Oy  est  constante. 

247.  Développée  d'uae  suxface.  —  Soil  C  une  ligne  de  cour- 
btire  de  la  surface  S;  lorsque  le  poiiii  M  décrit  la  courbe  C,  la 
normale  MN  à  la  surface  resie  tangente  à  une  courbe  T.  Appe- 
lons A  le  point  de  ctmtacl,  et  soient  X,  Y,  Z  ses  coordonnées;  la 
coordonnée  Z  est  donnée  par  l'une  quelconque  des  t'qualions  (32), 
qui  se  réduisent  à  une  seule,  puisque  CesL  uue  ligne  de  courbure. 
Ces  équations  (Sa)  peuvent  s'écrire 

_  {\-^ p*)dx -\- pq  dy  _  pq  (Lr-ir(\ -i-q*)dy  ^ 

"  "  r  dx  ^  s  dy  ~  m  dx  -h  t  dy         ' 

on  oblicnl  encore  une  fraction  équivalente  à  ces  deux-là  en  mul- 
iplianL  les  dcuT   termes  du  premier  rapport  par  dx,  les  deux 
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lermcs  du  second  par  dy^  cl  les  combinant  par  voie  d'iiddilioa,  ce 

qui  donne 

r/x» -^  rfj» -^  {p  dx -\-  <i  <ly )' 

r  t/x>  -\-  xs  dx  dy  -+-  /  t/y» 

Mais  dx,  dy,  dz  sonl  proporlionnels  aux  cosinus  directeurs  a, 

^,  Y  de  la  tangente,  el  l'on  a  encore 


Z—  3== 


(>« 


i)' 


r<z*-i-'isi'i-^  f'i*  riïTTsâJTTp*  ' 


Si  nous  comparons  celte  formule  à  la  formule  (7),  qui  donne  le 
rayon  de  courbure  K,  pris  avec  son  signe,  de  la  section  normale 
langenle  h  la  ligne  de  courbure,  on  voit  que  la  relation  précé- 
dente peut  s'écrire 

(36)  Z  —  :=  ^  ^  R- 


/l  -+-/''-+-  q* 


îcé-  ^ 


V  étant  le  cosinus  de  l'angle  aigu  que   fait  la  direction   positive  de 
lu  normale  avec  Oz.  Mais  z  -+-  Rv  est  précisément  égal  à  la  valeur    M 
de  Z  pour  le  centre  de  courbure   de  celle  section   normale.  Il    ™ 
s*ensuil  que  le  point  de  contact  A  de  ta  normale  MN  avec  son 
enveloppe  V  coïncide  avec  le  centre  de  courbure  de  la  section  U 
normale  principale  tangente  à  C.  La  courbe  F  est  donc  le  lieu   ™ 
même  de  ces  centres  de  courbure.  Si  l'on  considère  toutes  les 
liffnes  de  courbure  du  même  système  que  la  ligne  C,  le  lieu  des  H 
courbes  F  correspondanlcs  est  une  surface  S  à  laquelle  toutes  les 
normales  de  S  restent  langenlcs,  Car  la  normale  iMN,  par  exemple, 
est  tangente  en  A  à  la  courbe  F  située  sur  X.  H 

Considérons  maintenant  la  seconde  ligne  de  courbure  C  pas- 
sant par  M  el  coupant  orlbogonalemenl  la  première  C.  La  nor- 
male à  la  surface  S  le  long  de  C  reste  de  même  tangente  à  une 
courbe  F'  qui  est  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  nor- 
males tangentes  à  C,  Le  lieu  de  celle  courbe  F'  pour  rcnscroble 
des  lignes  de  courbure  du  même  sjst<''mc  que  C  est  une  sur- 
face V  à  laquelle  sont  tangentes  toutes  les  normales  de  S.  Les 
deux  surfaces  2,  S'  ne  sonl  pas,  en  gémirai,  analvliquemenl  dis- 
tinctes, mais  consliluenl  deux  nafipcs  d'une  seule  surface  repré- 
sentée par  une  équation  indécomposable. 

La  normale  MIN  à  la  surface  S  est  tangente  à  ces  deux  nappes  -, 
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s*,  aux  deu\  centres  de  courbure  principaux  A  cl  A'  de  la  sur- 
face S  au  point  M.  Il  csl  facile  de  trouver  les  plans  tangents  à  ces 
deux  nappes  aux  poinLs  A  el  A'  {Jig-  5i).  Lorsque  le  point  M 
décrit  la  courbe  C,  la  normale  MN  engendre  une  surface  déve- 
loppable  D  ayant  F  pour  artîlc  de  rehrousscmenl;  d'autre  part, 
le  point  di!  contact  A'  de  culte  normale  MN  avec  ï'  décrit  une 
courbe  Y'dislincle  de  F',  car  la  droite  MN  ne  peut  reiler  langenle 

Fig.  5i. 


lia  fois  aux  deux  courbes  F  el  F'.  La  développabte  D  et  la  surface 
2'  sont  donc  tangentes  au  point  A',  el,  par  suite,  le  plan  langent 
en  A' à  S' est  tan^'cnl  à  la  développable  Die  tonif  de  MN  ;  c'est  donc 
le  plan  NMï,  passant  par  la  tangente  à  G.  On  verrait  de  môme 
que  le  plan  langent  îi  la  surface  S  au  point  A  est  le  plan  NMT' 
passant  par  la  langenle  à  la  seconde  ligue  de  courbure  C. 

Les  deux  plans  N^IT,  NMT'  sont  rectangulaires,  ce  qui  conduit 
à  une  proprit'l»'  importante  de  la  développée.  Imaginons  que  d'un 
point  quelconque  O  de  l'espace  on  abaisse  une  normale  OM  sur  la 
surface  S,  et  soient  A  et  A'  les  centres  de  courbure  principaux 
de  S  sur  cette  normale.  Les  plans  tangents  aux  points  A  et  A'  aux 
deux  nappes  i!,  S'  de  la  développée  sont  orlliogonaux  ;  comme  ces 
plans  tangents  passent  au  point  O,  on  voit  que  les  deux  nappes 
de  la  développée  d'une  surface  S,   rntes  d'u/t  point   quel- 
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conque  O  de  l'espace,  paraissent  se  couper  à  ongle  droit. 

réciproque  de  celle  propriélé  sera  démontrée  plus  loin. 

248.    Formules   d'Olinde  Rodrigues.   —    Désignons    toujours] 
par  X,  'j.,  V  les  cusiuus  direcleuis  de  la  normale  à  la  surface,  pari 
un   rayon  de  courbure  priocipal;  les  coordonnées  du  centre  d« 
courbure  correspondanl  sonl 


(37) 


X  =  x-+-RX,        Y=j-T-R|Ji,        Z  =  --hRv 


Lorsque  le  point  (x,  >',  z)  décrit  la  ligne  de  courbure  tangente 
à  la  section  normale  dont  le  rayon  de  courbure  est  R,  ce  cent 

de  courbure  décrit,  nous  venons  de  le  voir,  une  courbe  F  tangente] 
A  la  noniiiiie  MN  de  S.  Un  duil  donc  avoir 


X" 


rfY 


(H. 

—  1 

V 


ou,  en  remplaçant  X,  Y,  Z  par  les  valeurs  (37), 
f/jr  -t-  R  (Il  _  (Iy  -1-  R  rfjji      tU  -^  R  rfv 

la  valeur  comniUQe  de  ces  rapports  est  zéro,  car  si  on  les  combioe  ] 

par  addition  aprrs  .ivoir  mulliplié  les  deux  termes  du  premier' 
par  X,  ceux  du  deuxième  par  ij.,  ceux  du  troisième  par  v,  on  a  un  i 
rapport  équivalent  dont  le  dénominateur  est  l'unité,  taudis  que  le  i 
numérateur 

\  dr  -^  \^.dy  -i-'j  dz—  R  (  ).  t/).  -t-  fi  rfp  -+-  v  t/v  ) 

est  identiquement  nul.  Nous  obtenons  ainsi  les  formules  d'Olinde 
Rodriyues 

{ 38 )  ^  -+-  R  (A  =  n,         dj  -{-  R  d}x  -  o,        ds-hRd^  =  o, 

qui  jouent  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  surfaces.  Bien 
entendu,  ces  Cornuilcs  ne  s'appliquent  (ju'à  un  déplacement  du 
point  {jf,y,  s)  sur  vtte  ligne  de  courbure. 

249.  Lignes  de  courbure  en  coordonnées  currilignes.  —  Lorsque 

les  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z  d'un  point  d'une  surface  I 
sonl  exprimées  au  moyen  de  deux  paramètres  variables  «.  f,  les 
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éqaalions  de  la  normale  sont 

\-x      \—y  _'L-z     . 

A      ~      B      ~      C     ' 

A,  6,  C  étant  déterminés  par  les  relations  (ai).  Pour  que  cette 

droite  engendre  une  surface  développable,  il  faut  et  il  suffit  que 

l'on  ait  (n»  223) 

dx     dy     dz 

(39)  ABC 

dk    rfB     dQ 

en  remplaçant  x,  y,  5,  A,  B,  C  par  leurs  expressions  au  moyen 
des  variables  u,  v^  on  a  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure. 

Cherchons,  par  exemple,  les  lignes  de  courbure  de  l'hélicoïde 

y 

z  =  a  arc  tang  — • 
"  X 

On  peut  poser  ici 

ar  =  p  cos6,       _^  =  psin9,        j=:a6; 

les  coefficients  A,  B,  C  doivent  satisfaire  aux  deux  relations 

A  cosÔ -1- B  sin9  =  o, 

—  ApsinO  +  Bp  cos6-+-  Ca  =  o. 

Nous  prendrons  C  =  p  et,  par  suite,  A  =  a  sinO,  B  =  —  a  cosO. 

L'équation  diiTcrentielle  (3g)  devient  ici,  en  développant  et  réduisant 
les  termes  semblables, 

rfp«— (p*-i-a5}rfO»=:o. 

On  en  tire 

rfO='         ''' 


>/p* -t-  «* 
si  nous  prenons,  par  exemple,  le  signe  +,  il  vient  en  intégrant, 

p  +  v^pî-+-  a»  =  ae^-^t 


et 


p  =  —  [c*-6i, —  e--^— ®o']. 


Les  projections  de  ces  lignes  de  courbure  sur  le  plan  des  xy  sont  des 
spirales  toutes  égales  qu'il  est  facile  de  construire. 
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La  même  méthode  permet  aussi  de  former  l'équation  du  second 
degré  qui  admet  pour  racines  les  rayons  de  courbure  principaux. 
Les  lettres  A,  B,  C,  "k,  jx,  v  ayant  la  même  signification  que  plus 
haut,  on  a,  au  signe  près, 

ABC 


1  = 


v/A»+B«-»-G» 


l^  = 


/A«-f-Ii*H-C> 


V'Aï-hBïh-C* 


nous  adopterons,  pour  direction  positive  de  la  normale,  celle  qui 
est  définie  par  les  formules  précédentes.  Si  R  est  un  rayon  de 
courbure  principal,  pris  avec  son  signe,  les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  correspondant  sont 


X  =  a?  +  pA, 
OÙ  l'on  a  posé 


Y  = 


pB, 


■pC, 


R  =  P>/a»-i-B«-i-G». 


Si  le  point  (x,  y,  z)  décrit  la  ligne  de  courbure  tangente  à  la  sec- 
tion normale  principale  dont  le  rayon  de  courbure  est  R,  nous 
savons  que  le  point  (X,  Y,  Z)  décrit  une  courbe  F  qui  est  tan- 
gente à  la  normale  à  la  surface.  On  doit  donc  avoir 


dx  -f-  a  dk 


Bdp  _  dy-j-pdC-hC  d? 


A  rfp  _  dy  -i-  pdB 
A  ÏÏ~  ~  C 

ou,  en  appelant  rfp  -4-  K.  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 

(4o)  f/.r-+-pc/A  — AK  =  o,        rf/-f-prfB  —  BK  =  o,        dz-i-pdC  —  CK=  o. 

En  éliminant  o  et  K  entre  ces  trois  relations,  on  retrouve  bien 
l'équation  différentielle  (39)  des  lignes  de  courbure;  mais,  si  l'eu 
remplace  dx,  dy,,  dz,  d\,  rfB,  dC  par 


0.r    ,  Ot    , 

-,—  du  H — --  rtf 
Ou  c/v 


dC    ,  dC    , 

---  du  -i-  —  dv 
au  Oi- 


respectivement,  puis  qu'on  élimine  du,  dv  et  K.,  on  parvient  à 
l'équation  suivante  qui  détermine  a. 


(4i) 


0.r           0.\ 

HO 

Ou        '    iiu 

O.r        ^  OS. 
Ov     ~  ''  Uv 

A 

Oy           0\\ 

Ou    '    '    Ou 

Oy           Oïi 

Ov~    ''  ~ôï- 

R 

Oz           OC 
ou        '    Ou 

OS        _  OC. 

C 
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II  suffîra  d'y  rt'inplacei"  o  par    ,  pour  avoir  l'équalion 

du  second  degré  qui  donne  les  rayons  du  courbure  principaux. 
Les  équations  (3(j)ot('io)  jjermettcnl  de  ré|vondre  à  un  certain 
nombre  de  questions  dont  on  s'est  déjà  occupe;  ainsi,  pour  qu'un 
point  de  la  surface  soit  un  point  parabolique,  il  faut  et  il  sufTll 
que  le  coefficient  de  p'*"  dans  l'équation  {.\i)  soit  nul.  Pour  qu'un 
point  soit  un  ombilic,  il  faulque  l'équalion  ( 3»))  soit  vérifiée  iden- 
tiquement, quels  que  soient  f/u  et  di>. 

Cherchons  encoro,  comme  applicalimi,  le*  rayons  de  courhuii;  princi  - 
paux  de  l'Iiélicoïde  droit  à  plan  directeur.  On  a,  dans  ce  cas,  en  modiGant 
un  peu  les  notations  employées  plus  haut, 

^=ucos^,         j' —       «sine,  s  —  av, 

A  =  asini',        B=— «cosp,        C  =  «, 

et  l'équation  (4i)  se  réduit  à 

fl*  _i-  ij^t 
d'où  l'on  tire  R  =  dr •  Les  rayons  de  courbure  principaux  de 

l'héiicoïde  sont  donc  égaux  et  de  signes  contraires. 

2^.  Théorème  de  Joachimstlial.  —  On  peut  quelquefois  trouver 
par  des  considérations  géométriques  les  lignes  de  courbure  de 
certaines  surfaces.  Ainsi,  il  est  à  peu  près  évident  que  les  lignes 
de  courbure  d'une  surface  de  révolution  sont  les  méridiens  et  les 
p.irallèlcsde  cette  surface,  car  ces  courbes  sont  tangentes  en  chacun 
de  leurs  points  à  l'un  des  axes  de  l'indicatrice.  Comme  vérification, 
nous  remarquerons  que  les  normales  le  long  d'un  méridien  forment 
un  pliin,  et  les  normales  le  long  d'un  parallèle  un  cône  de  révo- 
lution, c'est-à-dire  des  surfaces  développables. 

Sur  une  surface  développable,  une  première  famille  de  lignes 
de  courbure  est  formée  des  génératrices.  La  seconde  famille  se 
compose  des  trajectoires  orthogonales  des  génératrices,  c'est- 
à-dire  des  développantes  de  l'arête  de  rebroiissement  (n"  2Sl); 
elles  s'obtiennent  par  une  quadrature.  Si  l'on  connaît  l'une 
d'elles,  on  peut  en  déduire  toutes  les  autres  sans  quadrature. 
Tous  CCS  résultats  sont  faciles  à  vérifier  par  le  calcul. 

La  théorie  des  développées    d'une   courbe  gauche   a    conduit 
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Joacliimslhal  à  un  ihéorèmp  iiiiporlanl,  souvent  ulilisé  dans  cette 
théorie.  Soienl  S,  S'  deiis  surfaces  se  coupant  suivant  une  courbe C, 
ligne  de  courbure  pour  chacune  d'elles;  la  normale  MN  à  la  sur- 
face S  I»?  long  de  C  enge?ndre  une  surface  dcveloppable,  et  la  nor- 
male MN'  ù  la  surface  S'  le  long  de  C  engendre  une  autre  surface 
dt-veloppable.  Or  ces  deux  droites  sont  normales  l'une  et  Taulre 
il  la  courbe  C.  Par  suite,  si  deux  surfaces  ont  une  ligne  de  cour- 
bure coin  mime,  elles  se  coupent  sous  un  angle  constant  tout  U 
long  de  celte  ligne  (n"  231  ). 

Rt^ciproquemenl,  si  deux  sur/aces  se  coupent  sous  un  angle 
constant,  et  si  la  courbe  d'intersection  est  une  ligne  de  cour- 
bure pour  l'une  d'elles,  elle  est  aussi  une  ligne  de  courbure 
pour  la  seconde.  On  sait  en  clTcl  que,  si  une  famille  de  normale» 
à  une  courbe  gauche  C  engendre  une  surface  déveioppable,  il  en 
est  de  même  des  norninles  obtenues  en  faisant  tourner  chacune 
d'elles  d'un  angle  conslanl  dans  le  plan  normal  à  C. 

Toute  courbe  plane  ou  sphérique  esL  une  ligne  de  courbure  du 
plan  ou  de  la  splirre.  On  déduit  donc  du  théorème  de  Joachimsthal 
le  corollaire  suivant  :  Pour  qu'une  courbe  plane  ou  sphérique 
située  sur  une  surface  soit  une  ligne  de  courbure  de  cette 
surface,  il  faut  et  il  suffit  que  la  surface  coupe  le  plan  ou  la 
sphère  sous  un  angle  constant. 


251 .   Théorème  de  Dupin.  —  N^ous  avons  déjà  parlé  à  dîvc 
reprises  des  svslèmes  triples  orlhngnnaux  (n*^^*  -43,   116).  L'i 
gine  de  celle  théorie  remunie  à  un  théorème  célèbre,  fli^  à  Uupin, 
que  nous  allons  établir  : 

Etant  données  (rois  familles  de  surfaces  formant  un  sys- 
tème triple  orthogonal,  ^intersection  de  deux  surfaces  à/^Ê 
familles  différentes  est  une  ligne  de  courbure  pour  chacune 
d'elles. 


Nous  nous  appuierons  pour  la  démonstration  sur  la  remarqii 

suivante.  Soit  F(jr,  j',  z)^  o  l'équation  d'une  surface  tangente  à' 

l'origine  au  plan  des  xy  \  on  a,  pour  les  valeurs  x=^  =  s  =  o, 

«^f  ^^  .     j-  1    j.  •   ^    <^F     '     .  11      • 

^  =  o,  j-  =  o,  tandis  que  la  dérivée  -77  n  esL  pas  nulle  si,  comoifl 

nous  le  supposons,  l'origine  n'est  pas  un  point  singulier. 


I 
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Pour  que  les  axes  Ox  et  Oy  coïncident  avec  les  axes  de  l'indi- 
catrice, il  faut  el  il  suffit  que  l'on  ail  à  l'origine  s  =  o.  Mais  la 

dérivée  seconde  s  =  -, — ^est  fournie  par  la  relation 

lin  riv  ' 


<i:e  dy 


<>»F 


rf«F 


àx  Oy       Ox  Os  ' 


à*  F 
OjOi 


U^'^""' 


puisque /7  et  g  sont  nuls  è  l'origine,  pour  que  s  soit  oui  aussi,  il 
faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

tJ'F 


Cela  posé,  soient 

F,(a-,j,  -)  =  p 


Ox  dy 


f'i(^.r,  s)  =  pi. 


les  équations  des  trois  familles  du  sjstàme.  Les  foDclions  F| 
Fj  vérifient  la  relation 


I'., 


(43) 


aF,  ^ 

Ox    Ox 


tJF,  dF, 
ày    dy 


ÙV\  oh\ 


el  deux  autres  relations  de  même  forme  qu'on  obtiendrait  en 
permutant  circulaircmenl  les  indices  i ,  •.>.,  3. 

Par  un  point  quelconque  M  de  Tespace  il  passe  unt:  ^iurface 
de  chacune  des  familles  du  systt^me  triple,  et  les  tangetiles  aux 
courbes  d'intersection  de  ces  surfaces  prises  deux  à  deux  forinenl 
un  Irièdre  Irirectangle.  Pour  établir  le  théorème  de  Dupin,  il 
suffit  de  montrer  que  l'une  (juelcouque  de  ces  droites  est  un  des 
axes  de  Tindicalrice  pour  l'une  ou  l'autre  des  surfaces  du  système 
auxquelles  elle  est  tangente. 

Imaginons  pour  cela  que  l'on  ail  pris  le  point  M  pour  origine 
et  les  aréles  du  trièdre  trireclanglc  précédent  pour  axes  de  coor- 
données, de  façon  que  les  trois  surfaces  du  s_)'slèine  qui  passent  à 
Torigine  soient  tangente»  respeclivemenl  aux  trois  plans  de  coor- 
donuécs.  On  aura,  pour  x  =y  =:  ;  ^  o, 


m.  >• 

m.- 


m.  î- 
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Pour  que  les  axes  Ox  et  Oy,  par  exemple,  soient  les  axes  de 
l'indicatrice  de  la  surface  Fj(r,  y,  z)=iO,  il  suffit  que  l'on  ail, 

pour  l'origine,  (- — y-j   ^=  o.  Or  si  l'on  diflTérentie  la  relation  (43) 

par  rapport  à  y,  en  n'écrivant  pas  les  termes  qui  s'annulent  à 
l'origine,  il  vient 

/dF,\    /d^\     ,fiPt\   {^lïl\  ^o 

ce  qu'on  peut  encore  écrire 

/  d*F,  \  /d*Ft\ 

\dTdjr/o  \<)ydz)t   ^ 

àz  /o  \  àx  /o 

Des  relations  analogues  à  la  relation  (43)  on  tirerait  de  la  même 
façon  deux  autres  conditions  qui  se  déduisent  de  la  condition  (44) 
en  permutant  circulairement  x,y,  z  et  les  indices  i,  2,  3, 

/«>»F.\  /()«F»\  /«)'F,\  /<)*Fi\ 

//e^    Kàyi'/o     ,      \àzàx/o  [dsàx/o  \dxd_y/f 

\dx  /o  \  àj-  /o  \  «^^  /o  V  àz  /« 

De  ces  conditions  (44)  et  (43)  on  déduit  immédiatement 


(44) 

\   f-i   /  0  \  fx  /  0 


\dx  dy 


d'où  résulte  le  théorème  énoncé. 

Un  exemple  bien  remarquable  de  système  triple  orthogonal  est 
fourni  par  les  surfaces  homofocales  du  second  degré  (n°  147), 
dont  l'élude  a  sans  doute  conduit  Dupin  au  théorème  général.  11 
résulte  de  ce  théorème  que  les  lignes  de  courbure  d'un  ellipsoïde 
ou  d'un  hyperboloïde  (qui  avaient  déjà  été  obtenues  par  Monge) 
sont  les  courbes  d'intersection  de  cette  surface  et  des  surfaces  du 
second  degré  homofocales  à  celle-là. 

Les  paraboloïdcs  représentés  par  l'équalion 

r-X, 


p  —  X        q  —  X 

où  À  est  un  paramètre  variable,  forment  aussi  un  système  triple 
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orthogonal,  ce  qui  nous  donne  les  lignes  de  courbure  du  parabo- 
loïde.  Cilons  encore  le  syslèrae  Iriple  rencontré  plus  haut  (n"  216) 


xy  _ 


a. 


/^ 


//'- 


fi,         /a:'-*--'— />''-r--s'  = 


La  recherche  des  systèmes  triples  orthogonaux  est  un  des  pro- 
blèmes les  plus  inlt-rcssanls  et  les  plus  difficiles  de  la  GcoméLrie 
infinitésimale.  ïl  a  fait  Tobjel  d'un  grand  noinlir»,!  de  Mémoires 
donl  on  trouvera  les  résulLits  résumés  dans  un  récent  Ouvrage  de 
M.  Darboux  (').  Une  surface  quelconque  S  apjiartienl  à  une  infi- 
nité dt  syslèmes  triples  orthogonaux  ;  l'un  de  ces  systèmes  esl 
formé  par  les  surfaces  parallèles  à  S  el  par  les  deux  familles  de 
surfaces  développables  engendrées  par  les  normales  à  S  le  long 
des  lignes  de  courbure  de  celte  surface.  Soient,  en  elTet,  O  un 
point  quelconque  de  la  normale  MN  à  la  surface  S  au  point  M, 
MT  el  MT' les  tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure  C,  C  passant 
en  M.  La  surface  jiarallrlc  à  S  qui  passe  au  point  O  a  son  plan 
langent  parallèle  au  plan  taugeut  en  xM  à  S  ;  les  surfaces  dévelop- 
pables engendrées  par  les  normales  le  long  de  la  courbe  C  ou  de 
la  courbe  C  ont  pour  plans  tangents  les  plans  NMT  et  NMT'  res- 
pectivement. Ces  trois  plans  sont  bien  orthogonaux  deux  à  deux. 

De  tout  système  triple  orthogonal  on  peut  déduire  une  infinité 
d'autres  systèmes  analogues,  au  moyen  de  la  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  puisque  celle  transformation  con- 
serve les  angles.  Puisque  toute  surface,  nous  venons  de  le  voir, 
l'ait  partie  d'un  système  Iriple  orthogonal,  on  en  conclut,  ce  qu'il 
esl  aisé  de  vérifier,  que,  dans  loule  Iransforniation  par  rayon.s 
vecteurs  réciproques,  les  (ignés  de  courùure  de  la  .sur/ace 
transformée  sont  les  transformées  des  lignes  de  courbure  de 
la  surface  primitive. 

252.  Application  à  quelques  classes  de  surfaces.  —  On  s'est  proposé 
un  grand  nomliio  de  proltléines  sur  la  rtcleiniiiialion  de?  surfarcs  donl  les 
lignes  de  couilmie  siilisl'ont  à  des  conditions  {iiomclritjues  données  à 
l'avance.   Nous  indiqiieron<i  quelques-uns  des  résultats  les  plus  simples. 

Cherchons  d'abord  loutcs  les  surfaces  dont  les  lignes  de  eouibure  de 
l'un  des  sysiëmes  sont  des  cercles.  D'après  le  lliéorème  de  Joachimslhal,  le 
plan  du  cercle  doit  couper  la  surface  sous  un  angle  conslanl;  il  s'ensuit 
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que  les  normale*  à  la  surface  en  lutis  les  points  du  ct-rcle  C  doivent  ren- 
conlrcr  l'axe   du    rcrcle   fc'esl-à-tlire   la   j>erperi<liriilairc  élevée   par  «oïl 
centre  5ur  le  plan  du  cercle),  en  un  même  point  O.  La  splicre  décrite  il«' 
point  0  ccminic  centre  et  passant  jtar  C  est  tangente  à  la  «urfacc  tout  le 
long  de  C;  la  surface  cansidcrée  est  donc  l'enveloppe  d'une  sphère  dcpea 
dant  d'un  paramétre   vajïable.  Inversement,   toute  surface  enveloppe  d4 
sphères  répond  à  la  r|ucstiori,  car  les  carnctérislique*,  qui  sont  de*  cerclei,! 
forment  évidemment  une  preu»ière  famille  de  lif;nes  de  courbure. 

Les  surfaces  lie  rèvidutinn  sont  évidciinnent  un  cas  particulier.  Un  autre 
cas  intéressant  est  celui  des  sur/aces  canaux,  ou  surfaces  enveloppei^| 
d'une  sphère  de  rayon  constant  R  dont  le  centre  décrit,  une  courbe  arbi-^^ 
traire  T.  Les  caractéristiques  sont  les  cercles  de  rayon  R  dont  le  centre 
décrit  r  et  dont  Ee  plan   reste  normal  à  T.  Les  normales  à  la  surface  $on|^l 
aussi  normales  à  la  courhc-  V  ;  on  obtiendra  donc  les  lignes  de  courbure  di^| 
second  système  en  prenant  les  traces  sur  la  surface  des  développables  en- 
gendrées par  les  normales  à  F. 

Si  les  deun  systèmes  de  lignes  de  courbure  d'une  surface  sont  des  cer- 
cles, cette  surface  peut,  d'après  cela,  être  considérée  de  deux  manièrcsj 
djlférentes  comme  l'enveloppe  d'une  sphère  dépendant  d'un  paramétre  va-« 
riable.  Soient  S),  Si,  Sj  trois  sj>héres  quelconques  du  même  système,  C|| 
C,,  Cj  les  caractéristiques  correspondantes,  et  Mi,  M»,  M,  les  points  deJ 
rencontre  de  Ci,  C^,  Cj  avec  une  ligne  de  courbure  C  du  second  syslémeJ 
La  sphère  S'  tangente  à  la  surface  en  tous  les  points  du  cercle  C  est  aussi" 
tiiugerile  aux  trois  sphères  S|,  Sj,  S,i  aux  points  .Mj,  M,,  Mj;  de  sorte  que 
ht  sur/ace  cherchée  est  l'enveloppe  d'une  sp/iiTC  variable  qui  rette.\ 
tangente  a  trois  sphères  fixes.  Cette  surface  bien  connue  est  la  cycUJt\ 
de  Dvpin..  M.  Mannheim  a  démontré  d'une  façon  élégante  qu'elle  était  11] 
transformée  d'un  tore  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Soil  -^  le  cercla-l 
orthogonal  aux  trois  sphères  S|,  S»,  S,;  si  l'on  effectue  une  Iransfornia-J 
lion  pai-  rayons  vecteurs  réciproques  en  prenant  pour  pôle  un  point  de  v, 
ce  cercle  se  change  en  une  ligne  droite  UO',  et  les  sphères  S|,  S,.  S,  se] 
changent  respectivement  en  trois  sphères  £j,  £«>  ^t  orthogonales  à  la  ligne] 
droite  00',  ayant  par  conséquent  leurs  centres  sur  celle  droite.  Soient] 
G^,  C, ,  C^  les  sections  de  ces  sphères  par  un  plan  passant  par  GO'.  C  uaj 
cercle  tangent  à  C, ,  Cj,   Cj,  et  Z!  la  sphère  admettant  C  pour  grandi 
cercle.  Il  est  clair  que,  dans  un  mouvement  de  rotation  autour  île  00',  U] 
sphère  £'  reste  tangente  au\  trois  sphères  1,,  ïj,  Ij,  et  l'enveloppe  de  Z'\ 
est  le  tore  ayanl  pour  méridienne  le  cercle  C. 

Proposons-rtous  encore  de  déterminer  les  surfaces  dool  les  lignes  de] 
courbure  de  l'un  des  syslèines  sont  des  courbes  planes  situées  dans  des] 
plans  parallèles.  I^renons  pour  plan  des  xy  un  plaji  parallèle  aux  plaus 
des  lignes  de  courbure,  et  soil 

jrcosa  -f-jsinot  =  F(a,  s) 

l'équation  tangenticllc  de  la  section  plane  faite  dans  la  surface  par  un  plin' 
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parallèlr;  au  p!an  des  ry:  Y  {a,  z)  u-^i  une  fonction  des  iieu\  variables  t 
et  i  qui  dt'pend  de  Ja  surface  con'sidércc.  Les  coordonnées  x,y  d'un  point 
de  la  surface  s'obtiendront  en  joignant  à  l'écpistion  précédente  la  relation 


X  sina-i-j'cosa  = 


Les  formule*  qui  donnent  x,y,  z  sont  donc  les  suivantes 

\jija)    r  =  r  cosa —  —  sin*,        ^^^  =  F  sina-+-  -p  cosa,         z-=z; 

toute  surface  peut  i^tre  représentée  par  des  équations  de  celte  forme,  en 
choisîs?!ant  convenablement  la  fonction  F(i,  z).  Il  n'y  aurait  eiception 
que  pour  les  surfaces  réglées  admettant  le  plan  ;  =  d  comme  plan  direc- 
teur. 

Un  calcul  facile  donne,  jiour  les  coefficients  A,  B,  C  de  réquation  du 
plan  langent, 

A  =  dosa,         B  =  sina,        C  = 


de  sorte  que  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  In  normale  avec  0«  a  pour 
expression 

-F'(z) 


v/n-F"f-) 


Pour  que  les  sections  planes  situées  dans  les  plans  parallèles  au  plan  «0_y 
soient  lignes  de  courbure,  il  faut  el  il  suffit,  d'après  le  lliéuréme  de  Joa- 
chimsllial,  que  ces  plans  coupent  la  surface  sous  un  angle  constant,  c'est- 
à-dire  que  V  soit  indépendant  de  a.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  F'(;)  ne 
dépende  que  de  la  variable  s,  et  par  suite  que  F(i)soil  de  la  forme 

F(s)  =  o(  =  )  +  .^f«), 
les  fonctions  9  et  ^j/  étant  arbitraires.  Le»  formules  f /(6)  deviennent  alors 


(47) 


X  =  <J/(s)ros3  —  'Y{i)i\ai  -+- «(.s)  cosa, 
_^  =  ij((a)sina-t-i{/'(a)  cos  a  -♦-  ij>  (  i  )  si  n  a , 


on  obtient  ainsi  les  surfaces  les  plus  générales  répondant  à  la  question. 
On  peut  donner  de  ces  surfaces  la  génération  suivante.  Les  deux  pre- 
mières des  équations  (.^7)  représentent,  quand  on  y  considère  s  comme 
constant  et  a  comme  variable,  une  famille  de  courbes  qui  sont  les  projcc- 
lions  sur  le  plan  z  =  o  des  sections  de  la  surface  par  di!S  plans  |i<irallèles 
nu  plan  des  xy.  Or  ces  difTérentes  courbes  sont  toutes  [iiindléin's  à  la 
courbe  obtenue  en  faisant  <^{z)  =  0;  d'où  l'on  déduit  la  construction  sui- 
vante :  on  prend,  dans  le  plan  z  ■=  o,  une  courbe  arbitraire  et  les 
différentei  courbes  parallèles  à  celle-là,  puis  on  déplace  chacune  de 
G.  38 
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ces  courbes,  suivant  une  loi  arbitraire,  parallèlement  à 
face  engendrée  par  les  différentes  positions  de  la  courbe  variable 
est  la  sur/ace  la  plus  générale  répondant  à  la  question. 

Ce  mode  de  gt-néralion  pcui  i?trc,  comme  on  le  voit  aiscmenl,  remplacé 
par  le  siiiiraDt  :  Les  surfaces  demandées  sont  engendrées  par  une 
courbe  plane  de  forme  arbitraire  dont  le  plan  roule  sans  glisser  sur 
un  cylindre  à  base  quelconque.  Ce  sont  donc  des  surfaces  moulures. 

On  le  vérifie  faoilcmcnC  sur  les  formules  (47)  en  élucliant  le*  courbes 
planes  »  =  const.  Les  deux  fariiillcs  de  ligne»  de  courbure  sonl  prècisémenl 
les  courbes  planes  ^  —  C  et  a  —  C. 


IV.  -  NOTIONS  SUR  LES  SYSTÈMES  DE  DROITES. 


à 


La  position  d'une  droite  ditns  l'espace  dépend  de  quatre  para- 
mètres variables.  On  peut  donc  considérer  des  assemblages  A 
droites  dépendant  d'un,  deux  on  (rois  paramètres  variables,  sui- 
vant le  nombre  iU'n  rchuions  que  1  on  élatilit  entre  les  (iiiatre  para- 
mètres dont  dépend  la  jmsilion  d'une  droite.  Une  droite  mobile, 
dépendant  d'un  |>arain(''tre  \ariable,  engendre  une  siirfuce  réglée 
L'ensemble  des  droites  qui  dépendent  de  deux  paramètres  va- 
riables distincts  est  une  congruence  de  droites.  Kadn  on  appelle 
complexe  de  droites  tout  système  de  droites  dépendant  de  trois 
paraniil'tres. 


I 


^3.  Surfaces  réglées, 
langulaircs, 

(48)  T  =  < 


Soient,  dans  un  système  d'axes  rec- 


y=bi 


les  équations  de  la  génératrice  mobile  G,  o,  b,  />,  «y  étant  des  fonc- 
tions d'un  paramètre  variable  u.  Nous  allons  étudier  commenlj 
varie  la  position  du  plan  tangent  à  la  surface  S  engendrée  par  cettej 
droite,  lorsffiic  le  point  de  contact  se  iloplace  sur  la  génératrice  G. 
Les  équations  (  ^8),  jointes  à  l'éqiiatiotï  z  =  z,  donnent  le^  exprcs-l 
sions  des  coordonnées  d'nn  point  quelconque  de  la  surface  en  [ 
fonction  des  paramètres  indépendants  z  et  {<;  l'équation  du  plan 


tangent  est  alors 


(n"  39) 


X- 


Y-j       l-z 


b'z 
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c?,  V ,  p\  q'  étanl  les  dérivées  de  t,  6,  /?,  q  par  rapport  à  u.  En 
remplaçant  x  par  az  -\-  p,y  par  i;  -f-  ly,  et  développant  le  déter- 
minant, cette  équation  s'écrit 

f49)       (b' z  ^  if  ){\  —  a7.  —  p)  —{a  s  -^ p' ){\  —  b'L  —  q)  =  o. 

Nous  voyons  d'abord  que  ce  plan  passe  constamment  par  la  génë- 
ratrice  G,  ce  qui  était  évident  a  priori,  et  en  outre  que  ce  plan 
tourne  autour  de  la  génératrice  lorsque  le  point  de  contact  décrit 

celte  droite,  iï  moins  que  la  fraction  ,~ — "^ ,  ne  soit  indépendante 
'  b  z  -^  (f  ' 

de  z,  c'est-à-dire  à  moins  que  l'on  n'ait  a' q' —  1/ p  =i  o,  cas  que 
nous  écarterons  tout  d'abord.  La  fraction  précédenle  étant  du 
premier  degré  en  -,  tout  plan  passant  par  la  génératrice  esl  tan- 
gent à  la  surface  en  un  point  de  cette  génératrice,  et  on  un  seul. 
Lorsque  le  point  de  contact  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  généra- 
trice, le  plan  langent  tend  vers  un  plan  limite  P',  qu'on  appelle 
le  plan  tangent  au  point  à  l'infini  sur  la  génératrice  el  qui  est 
représenté  par  i'équalion 


(So) 


b'(\ 


-'L  —  /» )  —  n'(  V  —  b'L  —  (])  =  o. 


Soit  tij  l'angle  de  ce  plan  P'avec  le  plan  langent  au  point  (r,^',  s) 
de  la  génératrice.  Les  paramètres  dirccleurs  des  normales  à  ces 
deux  plans  sont  respectivement  6',  — a\  a' b  —  ab'  el  b' z -k- q\ 

—  [a' z  -\-  p'  \,  b(a' z  -j~ p')  —  fr[b' z  -\-  q')  ;  on  a  donc 


■COI<i>  = 


[a'*-r-h''-hiab—ba')*]   *\[a'*-i-b'*-i-(ab'  —  ba')^3 

-4-  fc'ç'  -f-  a'p'  ■+■  (ab'  —  ba)  (aq'  —  bp')\ 

7r^ 


'^-^b'*-^(ab'—ba')*]z* 
-^■2s{b'q'  -h- a  p' -H (ab'  —  ba')(aq'  —  bp')] -4-7'' -4-/>''  -h {aq' — bp')* 

et  l'on  en  lire,  par  un  calcul  facile, 


(5i>  tangw  = 


{aq'—b'p')^i-^a^-^b* 


\n'^ -(-  h'*  -4-  {ab'  —  6«')»J  s  -r  h' q'  -+-  11' p' ^  ittb'—a'  b)(aq'  —  bp') 

Le  plan  langent  est  perpendiculaire  au  plan  P'  en  un  point  0|  de 
la  génératrice  donl  la  coordonnée  z,  esl  donnée  par  la  formule 


(5a) 


_       a'p'-^  b'q'^-{ab'  —  ba')(aq'  —  bp'} 
'~  rt't-t-6'«-t-(rt6'— &«')«  ' 


ce  point  0,  est  appelé  point  central  de  la  génératrice,  el  le  plan 
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lungenl  en  ce  point  csl  le  plan  cenlral  P.  L'angfle  Q  que  fail  le 
plan  langeril  cti  un  autre  point  de  la  génératrice  avec  le  plan  cen- 
tral esl  égal  à  ;^  —  tu,  el  la  formule  (5i)  peut  être  remplacée  par 
la  suivante 

frt'i^-  fi'*-t-(  al>  —ha'  )'\{3  —  s,") 


tangO  = 


(a'(/'—  t)'/)' )  \/ 1  -»-  rt» -t-  6' 


Soit  p  la  distance  du  point  cenlral  au  point  de  contact  M  du  plao 
langent,  précédée  du  signe  4-  ou  du  signe  — ,  suivant  que  la  direc- 
tion 0,M  fait  un  an^le  aigu  avec  O::  ou  un  angle  obtus.  On  a 


p  =  (5  —  3,)v/i  -+-  a'^ 
précédente 

<53) 


en  posant 
(54) 


k  = 


0',  et  Ton  peut  encore  écrire  la  formule 
langO  —  Zip, 

(  a' q'  —  lf'p''j(i  ^-rt«-t-  &M' 


le  facteur  A-  est  le  paramètre  de  distribution.  La  formule  (53)  esl 
l'expressiou,  sous  une  forme  très  simple,  de  la  loi  suivant  laquelle 
le  t>!aM  langent  tourne  aulourde  la  génératrice.  Cette  formule  ne 
renferme  que  des  éléments  ayant  une  signification  géométrique; 
nous  verrons  en  effet,  un  peu  plus  loin,  comment  on  peut  déiioir 
directement  le  [laramètre  k.  Cette  formule  (Si^)  présente  cepen- 
dant quelijue  ambiguïté,  parce  qu'on  ne  voit  pas  tout  de  suite 
dans  quel  sens  on  doit  compter  l'angle  H.  Autrement  dit,  on  no 
sait  pas  a  priori  comment  tourne  le  plan  tangent  autour  de  la 
génératrice,  lorsque  le  point  de  contact  se  déplace.  Ce  sens  de 
rotation  esl  donné  précisément  j)ar  le  signe  de  / . 

Pour  bien  saisir  ce  point,  imaginons  un  observateur  couche  sur 
la  généralrire  G  :  lorsque  le  point  de  contact  se  déplace  en  mar- 
chant des  pieds  vers  la  léte,  cet  observateur  voit  le  plan  langent 
tourner  de  sa  gauche  vers  sa  droite  ou  de  sa  droite  vers  sa  gauche. 
Ilâuflild^un  peu  de  réflexion  pour  reconnaître  que  le  sens  de  rota- 
lion  ainsi  défini  reste  le  même  lorsque  l'observateur  se  retourne 
sur  la  génératrice  de  façon  à  avoir  lu  tète  oij  il  avait  les  pieds  el 
inversement.  Deux  paraboloïdes  hyperboliques  a^ant  une  généra- 
trice commune,  et  symétriques  par  rapport  à  un  plan  passant  par 
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celle  génératrice,  donnenl  une  idée  nelte  de  ces  deux  dispositions. 
Gela  posé,  imaginons  qu'on  déplace  d'une  façon  continue  le 
Irièdre  des  axes  de  coordonnées  de  façoa  à  amener  l'origine  an 
point  central  O,,  Taxe  des  :;  venant  coïncider  avec  la  génératrice  et 
le  plan  des  xz  avec  le  plan  central.  Il  est  clair  qne  l'expression  (54) 
du  paramètre  de  distribution  conserve  une  valeur  constante,  et  la 
formule  (53)  devient,  dans  le  nouveau  sj'stème  d'axes, 


(  S3  bis) 


langO  =  ^-5, 


0  désignant  l'angle  du  plan  langent  avec  le  plan  y  =  o  complé 
dans  un  sens  convenable. 

Pour  la  valeur  Uo  du  paramètre  qui  correspond  à  l'axe  Oz,  on 
doil  avoir  a  =  è  =  /?  =  7  =  o,  et  l'ctjualion  du  plan  langent  (4y) 

se  réduit  ici  à 

{b'=-r-q')\  —  (.a'z-^/,')Yr-.o, 

Pour  que  l'origine  soit  le  point  central  et  le  plan  des  xz  le 
plan  central,  il  faut  que  Ton  ail  o'^o,  ç'=  o,  et  l'équation  du 

plan  tangent  devient  Y= — r  X,  tandis  que  la  formule  (54) 
donne  A  =; ,•  On  voit  donc  que,  dans  la  formule  (53  bis),  on 

doit  compter  l'angle  0  de  Oy  vers  Ox.  Si  le  Irièdre  des  axes  a  la 
disposition  adoptée  plus  haut  (n"  228),  un  observateur  coucbé 
sur  O-  verra  le  plan  langent  tourner  de  gauche  à  droite  si  /c  est 
positif,  et  de  droite  à  gauche  si  k  est  négatif. 

On  appelle  ligne  fie  striction  d'une  surface  réglée  le  lieu  des 
points  centraux  des  difTérentes  génératrices.  Les  coordonnées 
d'un  point  de  cette  ligne  en  fonction  du  paramètre  u  sont  données 
par  les  équations  (4^)  €t  (Sa). 

Remarque.  —  Si  Ton  a,  pour  la  génératrice  considérée, 
a' q'  =  b' p',  le  plan  langent  reste  le  même  tout  te  long  de  la  géné- 
ratrice. Lorsque  celte  relation  est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs 
de  //,  la  surface  réglée  est  développable  (n"  2â3),  et  il  est  facile  de 
retrouver  les  résultats  déjà  établis.  En  elTel,  si  a  et  b'  ne  sont 
pas  nuls  en  même  temps,  le  plan  langent  est  le  même  en  tous  les 

points  de  G,  et  devient  indéterminé  pour  le  point  c  =  —  —,  =  — ^1 

c'est-à-dire  pour  le  point  de  contact  de  la  génératrice  avec  son 
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enveloppe.  En  lenant  complc  de  la  rclalion  a' q' — h'p'=<.>, 
vérifie  aisément  que  la  valeur  de  ^i  donnée  par  la  formule  (5a) 
est  identique  à  la  précédenle.  La  ligne  de  slriclion  se  confond 
avec  l'arêlc  de  rebroussemenl  ;  qiianl  au  paramètre  de  distribu- 
tion, il  est  infini. 

Si  rt'=  b' =  Oy  la  surface  est  un  cjliudre;  le  point  central  est 
indéterminé. 


254.  Le  point  central  el  le  paramètre  de  distribution  peuvent 
être  définis  d'une  autre  façon.  Considérons,  en  môme  temps  que 
la  génératrice  G,  une  génératrice  voisine  G,,  correspondant  à  la 
valeur  u  -+-  h  du  paramètre,  et  représentée  par  les  équations 


(55) 


j- —  (ft -+- i(t)i -+-/> -r- A/>,         jf  =(6 -+- Ai)j -h  y -^  Ay. 


Soienlo  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  G  el  G,,  x  l'angl 
de  ces  droites  cl  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  point  de  rencontre 
de  G  avec  la  perpendiculaire  commune.  Des  formules  bien  connues 
de  Géométrie  analytique  nous  donnent 


?.  =  — 


6  = 


\a^q 


l^b^p  -^{a\b  —  AA<7)((rt  -+-  Aa)A5r  —  (&  -+-  a6)A^| 

iAa)»-+-(Afc)>-+-  (rtAA  — *!»Aa)» 
Aa  A9  —  A&  Ayo 


/(  Art  )«  -4-  (  A6  )>  -h  (  a  AA  —  6  Afl  )« 
/(Aa)*-H(A6)'-r(aAf>  — 6Aa)* 


y/ a*  -(-  A»  M-  I  /(  rt  -!-  Aa  )>  -I-  (  6  -H  Aé  )«  -+- 1 

Lorsque  A  Icnd  vers  zéro,  Z  a  pour  limite  l'expression  Ircavl 

11  j-  si  [13  ■•     •       .     T 

plus  haut  pour  j,,  tandis  que  — ,—  a  pour  limite  A".  Le  point  cen- 
tral est  donc  la  positîon  limite  du  pied  de  la  perpendiculaire  com- 


mune à  G  et  à  une  généralricc  in(iniment  voisine,  tandis 
pa  ramètre  de  distribution  est  la  limite  du  rauDorl  ^-^r- • 
'ans  Pexpression  de  0,  Ao, 


que 


Remplaçons  dans  1 
développements  suivant  tes  puissances  de  A, 


A/>,  A17  par  leurs 


Aa  =  ha' 


1.2 


et  de  môme  pour  ^b,  A/j,  A7;  on  a,  pour  le  développement  W 


IV.    —   NOTIONS  SOR   LES   SYSTEMES  DE  DHOITES. 


599 


natnérateiir 


h* 


AaAç  — A6A/7  =  h*(a'r/' —  b' /,')—  —  (o'q'  -*-  a' q'  —  b' p'  —  b' p' )  -^ . . ., 

tandis  que  le  dénominateur  est  loujoiirs  du  |>rcmier  ordre  en  k. 
Ou  voil  c|ue  5  esL  en  général  un  infinijuent  petit  du  premier  ordre, 
âauf  dans  le  cas  dessurfaces  développaLles,  où  l'on  a  a' q' —  h'p'  =  o. 

Mais  le  coefficienl  de—  est  la  dérivée  de  a'q' — ^'p',  ce  coeffi- 
cient est  donc  nul  aussi  et,  par  conséquent,  dans  une  surface 
développable,  la  plus  courte  distance  de  deux  génératrices  infîni- 
menl  \oisines  est  du  troisième  ordre  (n°  230).  Cette  remarque  est 
due  à  M.  Bouquet,  qui  a  montré  en  outre  que  cette  distance  ne 
peut  être  constamment  du  quatrième  ordre  que  si  elle  est  nulle, 
c'est-à-dire  dans  le  cas  des  tangentes  à  une  courbe  plane  ou  des 
surfaces  coniques.  Il  suffii,  pour  le  voir,  de  pousser  le  développe- 
ment de  Aa  àq  —  Ib  Ip  jusqu'aux  termes  du  quatrième  ordre. 


25S.   Congruencea.  Surface  focale.  —  Tout  ensemble  de  droites 

(56)  x=az-hp,        y  =  bz-hfj, 

a,  b,  py  g  dépendant  de  deux  paramètres  variables  «,  P,  est  appelé 
congruence  de  droiles.  Par  un  |ioint  de  l'espace,  il  passe  en 
général  un  certain  nombre  de  droites  de  la  congruence,  car  on  a 
deux  équations  pour  déterminer  a  et  P,  si  Ton  suppose  jr,  y,  z 
connues.  Si  l'on  établit  une  relation  entre  les  paramètres  «  et  p, 
la  droite  G  rcprésenli'e  par  les  é([uations  (56)  engendre  une  sur- 
face réglée  qui  n'est  pas  en  général  une  surface  développable. 
Pour  que  cette  surface  soit  développable,  il  faudra  que  l'on  ait 


du  liq 
ôa 


tfh 


O, 


ou  en  remplaçant  da  par  ;ir  ^*  +  35  «'P»  •  • 


(i7) 


-(^--?"0(^'"-|'")  =  °- 


De  celle  équation  du  second  degré  en  -J-.  on  lire  deux  valeurs, 


d? 
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en  général  distinctes,  pour  -j*-. 


(58) 


^^^-V.^".?). 


61-IIPACB8. 


S  =  W..P). 


Sous  des  condilioDS  1res  géoérales  qui  seront  précisées  plus  tard 
el  que  mnis  supposerons  remplies,  chacune  de  ces  équations  est 
vériGce  par  une  inSniié  de  foncLions  de  a;  chacune  d'elles  admet 
une  intcVrale,  el  une  seule,  prenant  la  valeur  ^^  pour  a  =  a9. 
Toule  droite  G  de  la  conjjruence  apparlienl  donc  à  deux  surfaces 
développables,  dont  toutes  les  génératrices  sont  également  des 
droites  de  ta  congrucnce.  Soient  F  el  V  les  arêtes  de  rebrousse- 
ment  de  ces  deux  développables,  A  et  A'  les  points  de  contact 
de  G  avec  F  el  F'  respectivement.  Ces  deux  points  A  et  A'  s'ap- 
pellent les  poinls  focaux  de  la  génératrice.  On  les  obtient  comme 
il  suit,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir  intégré  l'équation  (S^) 
cpii  dontiiï  les  développables  de  la  congruence.  La  coordonnée  5 
de  l'un  de  ces  points  doit  satisfaire  à  la  fois  aux  deux  relations 

z  (la  ->rdp  =  o,         z  db  -\-  dg  =  o, 

ou,  en  remplaçant  rfa,  db,  dp,  dq  parleurs  développements, 


jOb 

tu 


d%- 


dp 


il 


En  éliminant  :;  entre  ces  deux  relations,  on  retrouve  Téqua- 
tion  (5^),  mais,  si  l'on  élimine  te  rapport  -^>  on  obtient  une 
équation  du  second  degré  qui  détermine  les  deux  points  focaiu 

, ,    ,     /     da        ùu\(ùb        ùq\       1     ôa        dp\[     Ob        dn\ 

Le  lieu  des  points  focaux  A,  A'  se  compose  de  deux  nappes  de 
surfaces  S,  ï'  dont  on  obtiendrait  l'équation  en  éliminant  a  et  ^ 
entre  (56)  el  {^\))-  Ces  deux  nappes  ne  sont  pas  d'ailleurs  analyti- 
qucment  distinctes  en  général,  mais  constiluenl  deux  nappes 
d'une  même  {surface.  Ce  sont  les  deux  nappes  de  la  sur/ace 
focale.  Celte  surface  focale  est  aussi  le  lieu  des  arêtes  de  rebrous- 
semenl  des  développables  de  la  congruence.  11  est  clair  en  ctîel 
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6ot 


que,  d'aprt^s  la  définitloo  mtrae  de  la  courbe  F,  la  tangente  à  celte 
courbe  en  un  poinl  quelconque  a  a[)parlicnt  ù  la  congrueuce,  el 
(jue  te  poinl  a  esl  un  de  ses  points  focaux.  Toute  droite  de  la 
congruence  esl  langentc  aux  deux  nappes  S,  £',  puisque  celte 
droite  esl  langenlc  à  deux  courbes  siluiics  respectivement  sur  ces 
deux  nappes. 

Il  esl  facile,  en  reprenant  un  raisonncmenl  déjà  cmplojé  (n°2i7) 
de  trouver  les  plans  tangents  en  Ael  A'aux  surfaces 2  elZ' {Jîg.  5i). 
Frnagiuons,  par  exemple,  que  la  droite  G  se  déplace  en  restant 
laogenle  à  F  ;  celle  droite  reste  aussi  Langente  à  la  surface  V,  el  son 
point  de  contact  A'  avec  cette  nappe  décrit  une  courbe  y'  qui  esl 
nécessairement  distincte  de  la  courbe  F'.  La  surface  dévebippable 
engendrée  par  G  est  donc  tangente  eu  A'  à  2',  puisque  les  deux 
plans  tangents  ont  en  commun  la  droite  G  et  la  tangente  à  y'.  Il 
s'eDsuil  que  le  plan  tangent  en  A'  à  2'  esl  précisément  le  plan 
OSCulateur  à  la  courbe  F  au  point  A.  Ou  venait  de  même  que 
le  plan  tangent  en  A  à  2  esl  le  plan  osculaleur  en  A'  à  la 
courbe  F'.  Ces  deux  plans  sont  appelés  plans  focaux. 

II  peut  arriver  que  l'une  des  nappes  de  la  surface  focale  se 
réduise  k  une  courbe  G.  Les  droites  de  la  congruence  restent  alors 
tangentes  à  la  nappe  2  et  rencontrent  la  courbe  C;  l'une  des 
familles  de  déveioppables  se  compose  des  cônes  circonscrits  à  la 
surface  2,  ayaiil  pour  sumincls  les  dillérents  points  de  C.  Si  les 
deux  nappes  de  la  surface  focale  se  réduisent  à  deux  courbes  C, 
C',  les  deux  familles  de  développa  bies  sont  formées  parles  cOnes 
a^'ant  leurs  somincls  sur  l'une  des  courbes  et  passant  par  l'aulie 
courbe.  Lorsque  les  deux  courbes  C,  C'  sont  des  lignes  droites, 
on  a  une  congruence  linéaire. 


256.  Congruences  de  normales.  —  Les  normales  à  une  surface 
forment  évidemment  une  congruence,  mais  la  réciproque  n'est 
pas  vraie  :  il  u'exisle  pas  toujours  de  surface  normale  à  toutes  les 
droites  d'une  congruence.  En  effet,  si  l'on  considère  la  congruence 
formée  par  les  normales  à  une  surface  S,  les  deux  nappes  de  la 
surface  locale  sont  précisémcnl  les  deux  nappes  2,  2'  de  ta  déve- 
loppée de  S  (n"  217),  el  nous  avons  vu  qu'aux  deux  points  de 
contact  A,  A'  de  b  normale  avec  les  deux  nappes  les  plans  tan- 
gents étaient  rectangulaires.  Cette  propriété  caractérise  les  con- 
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grucnces  de  normales.  Cherchons  en  efTel  la  condiLion  pour  que 
la  droilc  (^G)  reste  normale  ù  une  surface,"  il  faul  eL  il  suftîl  pour 
cela  qu'il  existe  une  fonction  /{x,  ^)  telle  que  la  surface  S  repré- 
seolée  par  les  équations 


(f>o) 


X  =  ai  -t-j 


7. 


-=/(»,?) 


ail  précisément  pour  normale  la  droite  G  elle-même.  Il  faul  pour 
cela  que  l'on  ail 


îH 


=  0, 


ces  conditions  deviennent,   en  remplaçant  x  par  az 
bz 


■p,y^« 


q,  et  en  divisant  par  sja^  -|-  b' 

(jv/fr»-4-A«-l-i)H- 


ôp         ,   On 


(60 


(/a 


'4 


da 


61- 


{s  v/a«-t-  6«-f-  I  )-t-  -      '^ 


Pour  qu'elles  soient  conipatililes,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ail 


(6-2) 


On 

O'i 


0'^ 


V^<l'-i-  6'H-I 


si  celte  condition  est  vérifiée,  les  équations  (6i)  donneront  z  ptl 
une  quadrature.  Les  surfaces  obtenues  dépendent  d'une  constante 
introduite  par  l'inLégration,  et  forment  une  famille  de  surfaces 
parallèles. 

Pour  avoir  la  signification  géométrique  de  la  condition  (6a),  re- 
marquons que,  d'après  sa  nature  même,  celle  relation  est  indé- 
pendante du  choix,  des  axes  de  coordonnées,  et  des  variables  in 
dépendantes.  Imaginons  que  l'on  ail  pris  pour  axe  des  :;  une  droite 
de  la  congruence,  et  pour  paramètres  a  et  ^  les  coordonnées  du 
point  de  rencontre  d'une  droite  quelconque  de  la  congruenceav 
le  plan  5  =  0.  On  a  /^  =  a,  r^  ^  ^,  tandis  que  a  et  b  sont  des  foo 
lions  des  variables  a  et  p,  s'annulanl  pour  a=:  j3  =  o.  La  condi 

Lion  d'intéfîrabilité  se  réduit  à  ■  ,;  =  —  pour  les  valeurs  z  =  o 


li-^ 
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^=zo  des  paramètres.  D'autre  pari,   réqitatioii  (5^)  Jevienl  ici 

cette  équation,  si  l'on  y  remplace  a  el  ^  par  x  el  y  respecti- 
vement, délermiae  les  courbes  du  plan  :  =  o  qui  sont  les  traces 
sur  ce  plan  des  développables  de  la  congrucnce,  et  la  condition 

^  =  —  exprime  que  les  deux  courbes  de  celle  espèce  qui  passent 

par  l'origine  s'j  coupent  à  angle  droit.  Les  plans  tangents  aux 
deux  développaldes  de  la  congruence  qui  reufcrmenl  la  droite 
J"  =  o,  1'  ^=  o,  sont  donc  rectangulaires,  et  nous  obtenons  comme 
conclusion  rimpurlanle  proposition  suivante  :  Pour  qu'une  con- 
gruence de  droites  soi(  formée  des  normales  à  une  surface,  il 
faut  el  il  suffit  que  les  plans  focaux  passant  par  chaque  droite 
de  lu  congruence  soient  jcclansulaires. 

Bemarque.  —  Lorsque  l'un  pieiitl   pour  paranictres  variables  a,  ^,  tes 
Cosinus  des  angles  que  fail  la  droite  avec  les  axes  Ox  el  Oy,  on  a 


/. 


.-pi 


6  = 


y',- a»— 3' 


^i 


II-  - 


b'-: 


/l—  «ï—  P» 


(G3 


Its  équations  (6i)  devicnncnl 

d   /  3  \  Op  Or/ 

el   la  condilion  d'inlét-rabiJili-  (6a)  se  réduit  à  —  =  -^r-   Elle   cxivriiiic 
"  03         0^  ' 

que  p  el  g  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  F(a,  p),  qui 
s'obtient  par  une  quadrature,  p  =  —,  q  =  — r>  On  a  ensuite  z  par  l'in- 
tôgration  de  l'équation  aux  dilTércnticIlcs  totales 


0^ 


./  z  \  I    t>»F      „  (>'F  >   .       /a» 


d'F 


c/? 


ly^, 


d'où  Ton  tire 


C  étant  une  constante  arbilraire. 
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257.  Tliôorèine  d©  Malus.  —  Lorsque  les  rayons  lumineux  issus  d'un 
poinl  sont  ruilochis  ou  réfractes  par  une  surface,  ils  sont  normaux  à  une 
famiUc  de  surfaces  parallèles,  après  la  rédexion  ou  la  rt-fraction.  Ce 
tliéuriJinc,  dû  k  iMalus,  a  étû  élcndu  au  cas  d'urt  nombre  quelconque  de 
réElexions  ou  de  réfractions  par  Gauchj-,  Dupin,  Gergonne  et  Quételel,  Cl 
l'on  peut  énoncer  la  proposiiion  générale  suivante  : 

Si  des  rayom  lumineux  sont  normaux  à  une  sur/ace,  ils  ne  ressent 
pas  de  conserver  cette  propriété  après  un   nombre   çuelconifue 
réjlexions  et  de  réfractions. 

La  reflexion  pouvant  cire  considérée  comme  une  réfraction  d'indice  — i 
ii  .<>ufnt  évidiriiiiiicril  ilc  déinonlrer  le  ihéarèiue  pour  une  réfraction  unique. 
Soit  S  une  surface  normale  nu\  rayons  lumineux,  />»  M   un  ravon  incident 
qui  rencontre  en  M  la  surface  dirimante  'S.,  MR  le  rayon  réfracte.  D'aprèi 
la  loi  de  Descaries,  le  rayon  incident  M  m,  le  rayon  réfracté  MR  et  la  nor^f 
maie   MN    sont   dans  un   mcmc   plan,   et  l'on   a  entre  les   angles  »  et  r^^ 
{yo\T  fig.  5u)  la  relation  n  sin(  =  sinr.  Pour  fixer  les  idées,  nous  suppo- 
serons, comme  dans  le  cas  de  la  ligu 


le  prolongement  du  rayon  réfracte  portons  une  longueur /'  =  M/»' égale] 
ù  k  fois  la  longueur  l,  k  désignant  un  facteur  constant  qui  sera  délerminéj 
tout  ù  l'heure.  Le  point  m'  décrit  une  surface  5',  et  l'on  peut  choisir  lei 
facteur  k  de  façon  que  le  rayon  réfracté  M  »t'  soit  normal  h  cette  surface.! 
En  elfcl,  soit  C  «ne  courbe  ((iielconque  située  sur  S;  lorsque  le  point  ntj 
(iécril  C,  le  jioiiit  M  où  le  rayon  incident  perce  £  décrit  une  courbe  F 
le  point  curre^pnnilanl  m'  défril  sur  S'  une  autre  courbe  C.  Soient  «,  »,  Ij 
les  arcs  des  trois  courbes  G,  F,  C,  to  l'ani^'lc  de  la  tangente  MT,  à  V  «vt 
la  trace  MT  sur  le  plan  langent  du  plan  nornnal  qui  passe  par  le  rayon] 
incident,  tp  et  o'  les  angles  de  MTj  avec  M  m  et  Mm'.  Pour  évaluer  cos^r 
par  exemple,  imaginons  que  l'on  projette  sur  MT|  une  longueur  égale  il 
l'unité  portée  sur  iM«(;  ou  peut  J'aburd  projeter  celle  longueur  sur  MT,| 
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«projeter  ensuite  cette  projection  sur  IVIT,,  ce  qui  donne  la  relation 

coso  =  sini  C05  0) 

et  l'on  a  de  iii<*nic  coso'=  sin  r  cosio.  Cela  étant,  ap|)liquons  ]a  formule  (lo)' 
(n"  82),  qui  donne  la  dilTcienliellc  d'un  segment  de  droite  aux  deux  seg- 
ments M  m,  M  m';  on  a 

dt  —    -  rfs'cosw  sîni 

cir  =  —  rfs'costi)  sin/-  —  c/i'cosO, 

«.n  appelant  0  l'angle  de  m' !V1  avec  la  tangente  à  la  courbe  C.  On  déduit 
tie  là,  L-ii  remplaçant  di'  f>ar  A-dl,  la  relation 

cosio  d'f{A-  sin  i  —  sinr)  =  rf/cosO, 

qui  devient,  en  supposant  k  =  n,  ris'cosO  =  o.  Le  rayon  M /n'  est  donc 
oormal  à  la  courbe  G',  et,  comme  C'est  une  courbe  quelconque  de  la  sur- 
face S',  il  s'ensuit  que  le  rayon  réfracte  est  pn^cisément  la  normale  à  la 
surface  S'.  Cette  surface  S'  s'appelle  Vanlicauitiijue  ou  la  rauslique 
secondaire.  Il  est  clair  qu'elle  est  l'enveloppe  de  la  sphère  dt'rrile  du 
point  M  i-otiime  t-t-ntre  avuc  un  rayon  égal  à  n  în\s  la  longueur  Win,  et  le 
résultat  oLlcnu  jieut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  les  rayons  incidents  sont  normaux  à  une  surface  S,  considérons 
cette  sur/ace  comme  l'enveloppe  de  sphères  ayant  leurs  centres  sur  la 
surface  dirimanle  S.  Pour  obtenir  l'anlicaustique  relative  aux-  rayons 
ré/raciés,  il  faut  prendre  l'enveloppe  de  toutes  les  sphères  que  l'on 
obtient  en  réduisant  le  rayon  des  précédentes  dans  le  rapport  de 
l'unité  à  l'indice  de  réfraction. 

Cette  enveloppe  se  compose  de  dcu\  nappes,  correspondant  ii  des  va- 
leurs de  l'indice  de  réfraction  égales  et  de  signes  contraires.  !1  sera  im- 
possible en  général  de  séparer  analytiquemcnl  ces  deux  nappes. 


258.  Complexes.  —  Un  complexe  de  droites  est  formé  par  l'ensemble 
des  droites  qui  dépendent  de  troi;  paramètres  variables.  Soient 


(64) 


X  =  az  -h p. 


y  =  6^-4- y, 


les  équations  d'une  droite;  tout  complexe  de  droites  est  défini  pai-  une 
certaine  relation  euire  a,  h,  p,  q 


(65) 


F(rt,  b,  />,  q)  =o, 


et  inversement.  Si  F  est  un  polynôme  entier  en  a.  L,p,  q.  le  com[>lc\e 
est  alf,'ébrique.  Les  droites  du  complexe  passant  par  un  poifit  donné 
{Xt^yn,  -u)  forment  un  cône  uyiiiit  ce  point  pour  sommet,  doni  on  ob- 
tiendra l'êquution  en  éliminant  fl,  b,  p,  q  entre  les  relation»  <64),  (65) 


6o6  chapithe  xij,  —  suhfaces. 

el  (66) 

(66)  Ta  =  «Jb-h/i,       j'»=ft3»-4-7: 

l'équniion  tlu  cùne  du  complexe  est  donc 


(6-) 


■m 


De  même  dans  cliaquc  plan  il  y  a  une  infinité  de  droites  appartenant 
nu  complexe;  ces  droites  enveloppent  une  courbe  appelée  courbe  il» 
complexe.  Si  le  complexe  est  algébrique,  l'ordre  du  cane  du  compteit 
est  é^al  à  la  classe  de  la  courbe  du  complexe.  Supposons  en  cITti 
que  l'on  veuille  a\oir  les  droites  du  complexe  passant  par  un  point 
donné  A  cl  situées  dans  un  plan  P  passaiil  parce  point.  On  peut  pour 
cela  procéder  de  deu\  façons  :  on  peut  couper  par  le  plan  P  le  cône  du 
complexe  avant  %oa  sommet  en  A,  ou  mener  par  le  point  A  les  lïDgtnte» 
à  la  courbe  du  complexe  située  dans  \e  plan  P.  Comme  on  doit  truuV(( 
le  munie  nombre  de  droites,  il  en  résulte  l'exactilude  dti  tlicoiénie  énonce 

Si  le  ct'inc  du  eonjpicxe  se  réduit  ;ï  un  jdiiii,  le  complexe  est  dit  linéaire 
cl  l'équation  (65)  çsl  de  la  forme 


(  68 1 


Aa  -+-  lîfi  -r  <lp  -+-  Hf/      [-("y  —  l>p)  -'-  F  =  o; 


le  lieu  des  dioites  du  complexe  qui  passent   par   un  poinl  x«,  _^'),  ;»  t^l-J 
te  plan  représenté  par  l'équation 


(69) 


Al  jr  —  x,))-^  W(y 


-yt)-y-C4riS  —  z^x) 
;  —  JoJ'  >  -+-  K {yox  —  xay  ] 


r(i  —  £,)  =  0. 


L»  courbe  du  complexe,  devant  être  de  classe  un,  se  réduit  à  un  poinl»| 
c'est-à-dire    que   toutes   les   droites   du   complexe   situées  dans   un   pi»» 
passent  par  un  point   de   ce  plan,  appelé  pôle   ou  foyer.  Un  complexe, 
linéaire  établit  donc  une  liaison  entre  les  points  et  les  (dans  dans  l'espac 
de  telle  façon  qu'à  un  point  correspoml  un  plan  passant  par  ce  point. 
à  un  plan  correspond  un  puiul  situé  dans  le  pLin.  Il  y  a  aussi  une  corref 
pnndance  entre  de»  droites  île  l'espare.  Soîl  l)   une  droite  n'appartcnnii 
pas  au  complexe;  soient    F  et  F'  les  fnyers  de  deux   plans   passant  pa^ 
celte  droite,  cl  X  la  droite  qui  les  joint.  Tout  plan  passant  par  A  a  poa 
foyer  le  point  tp  où  il  rencontre  la  droite  D,  car  les  droites  çF,  oF'  fou 
éviileniniciil  partie  du  complexe.  Il  en  résulte  que  toute  droite  rencofl 
trant   D  et  A   fait  partie   du  complexe,    et   enfin   que  le  foyer  d'un  plaii 
passant  par  D  est   le  point  de  rencontre  de  n.'  plan  avec  la  droite  A. 
deux  droiies  D  et  i  sont  dîtes  ilroiles  conjuguées;  chacune  d'elle*  est  I 
lieu  des  foyers  des  plans  passant  par  l'autre. 

Si  la  droite  D  s'en  va  à  l'infini,  les  plans  passant  par  D  devîenneil 
parallèles,  el  l'on  voit  que  le  lieu  des  foyers  des  plans  parallèles  h  oj 
plan  fixe  est  une  droite.  II  existe  toujours  un  plan  tel  que  le  lieu  dl 
foyers  des  plans  parallèles  soit  une  droite  perpendiculaire  ù  ce  plan. 


^^n 
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'on  a  pris  celle  droite  pour  axe  tics  z,  le  plan  qui  a  pour  (vyev  un  point 
quelconque  <leO-  ilotl  <Hre  paralli'le  au  plan  z.  =  o.  D'après  l'cqualion  (69), 
■  I  faul  cl  il  suffit  piiDi'  cela  quo  fiin  ait  A  =  H  =  C  =  D  —  n  ;  réc)uation 
du  complexe  prend  Ui  forme  simple 


(7«> 


iiif  ^  6/>  -H  K 


el  le  plan  dont  le  foyer  est  au  point  (x,  y.,  z)  a  pour  équation 

(-1)  X^  — Yj--hK(Z  — «)=o, 

X,  Y,  Z  élani  les  coordonnées  courantes. 

Coinnie  application,  cherchons  les  courbes  dont  les  langenles  fonl 
partie  du  coniple\e  pnîcéilent.  Etant  donnée  une  courbe  de  celle  espace, 
dont  les  coordonnées  t,  y,  z  sont  fonctions  d'un  parainétre  variable,  la 
tangente  en  un  point  de  celle  crturbc  est  représentée  par  les  équations 


X— :r       Y 


H.r 


^y 


pour  que  cette  droite  fasse  partie  du  complexe,  il  faut  cl  il  suffit  qu'elle 
soit  située  dans  le  plan  (71),  qui  a  pour  foyer  le  point  (a?,  y,  z),  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait 


(7a) 


J"  dy  — y  <ie  =  K  dz. 


On  a  vu  plus  haut  (  n"  218)  comment  on  pouvait  obtenir  toutes  les  fonc- 
tion» x,  _v,  z  il'un  panimètre  variable  salisfaisanl  à  cette  relation;  on  a 
donc  irtutes  li's  courbes  r<-pondnnt  à  la  question. 

Les  résultats  obtenus  au  n"  218  s'énoncent  aisénicul  dans  la  théorie  des 
complexes.  Ainsi,  en  diiïérenliaiit  l'équalion  (71)1.  il  vient 


(73) 


X  d*y  — yd*x  =  K  d^  z. 


et  les  relations  (7a)  et  (73)  monlreni  que  le  plan  oscutateur  au  point  {.r,^, .5) 
i'<i|  précisément  le  plan  (71).  On  peut  donc  énoncer  la  pnqu'tsilion  sui- 
vante :  Lorsijuc  les  tangentes  ù  une  courbe  gaticlie  ap/rai  tiennent  à 
un  complere  linéaire,  le  plan  oscillateur  en  un  point  de  cette  courbe 
est  le  plan  qui  a  ce  point  pour  foyer .  (Ai'pEtL.) 

Imaginons  que  d'un  point  0  de  l'espace  on  veuille  mener  des  plan» 
osculnteurs  À  «ne  courbe  gauche  F  dont  le-*  tangcnles  font  partie  d'un 
coiiiplevc  linéaire.  Snit  ^1  le  point,  de  contact  tl'un  de  ces  plans.  D'après 
le  tliéorém»;  précédent,  la  di-oilc  MO  est  une  droite  du  complexe  el  par 
suite  le  point  M  est  dans  le  plan  qui  a  pour  foyer  ce  point  0.  Inversement, 
si  le  point  M  de  la  courbe  T  est  dans  ce  plan,  la  droite  iMO,  qui  appar- 
tient au  complexe,  est  dons  le  plan  oseulateur  en  M,  cl  ce  plan  osculatcur 
passe  au  point  O.  Les  points  cherchés  sont  donc  à  l'inlersectioii  de  la 
courbe  F  el  du  plan  qui  a  le  point,  O  pour  foyer  {cf.  n"  2!8), 
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CHAPITRE   Xlt. 


SIBPACES. 


Les  complexes  linéaires  se  présenlent  dans  un  grand  nombre  de  (b^rit 
géométriques  ei  mécaniques  [voir,  par  exemple,  la  Thèse  de  Doctoral  Ai 
M.  Appell  et  celle  de  M.  Picard  (')]. 


EXERCICES. 

1.  Trouver  les  lignes  de  courbure  fie  la  surface  développable,  enveloppe 
du  plan  niobilc  représenté  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équalionj 

z  =  IX  -^y<a{<t)-+-  R  /i  -■-  «*-(-  (p-(a), 

où  a  est  un  paramètre  variable,  <5>(a)  une  fonction  arbitraire  de  ce  para* 
mclre  et  R  une  constante  donnée. 

[Licence  :  Paris;  août  1871.] 

2.  a,  A,  2,  ^  étant  de;  fonrlions  d'un   jiaraniètre  variable,  on   ilvMiandej 
les  conditions  pour  que  la  droite  j- =  rts -i- a,  j' =  6; -r- p  engendre  uOft 
surface  développable  dont  les  lignes  de  courbure  normales  au\  générai 
trices  soient  situées  sur  des  sphères  cnnceniriqucs. 

[LioKNcE  :  Paris:  juillet  187^.) 

3.  Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  rcprésçnlée,  en  coor 

donné('=i  rcrlangtilaires,  par  l'cqualion 

C=  =  COSJTCOS^. 

[Licence  :  Paris;  Juillet  187 

i.  Ktanl  donné  un  ellipsoïde  a  trois  axes  inégaux,  représenté  en  coôt 
données  rectangulaires  par  l'équation 


3» 


I  =  0, 


on  considère  l'ellipse  K  située  dans  le  plan  des  xs.  On   demande,  pou^ 
chaque  pioint  M  de  cette  ellipse  E  :  1°  les  expressions  des  rayons  de  cour 
bure  prinefpaux  H|,  R*  de  rdlipsoïdc;  1"  la  relation  qui  existe  entre  R|l 
et  R,;  3"  le  lieu  des  cetitie*  de  eourbure  des  see.tions  principales,  lorsque 
le  point  M  se  dépiare  «.ur  rellipie  lî. 

fLicKNCE  :  Paris;  novembre  i8;7.| 

5.  Former  réqualion  du  second  degré  qui  donne  les  rayons  de  courbur 
principaux  en  un  point  quelconque  du  paraboloTde  déGni,  en  coordonnée 


(•)  Annales  scientifiquet  de  l'École  Normale  supérieure:  1876  et  1877. 


EXERCICES. 


fclangulaires,  par  l'cqiiatinn 


y* 


=  2»; 


7."  Exprimer,  en  ronclion  ûc  la  variable  s,  chacun  des  (lcu\  rayons 
de  courbure  princiftaux,  [xjiir  loul  jioiiit  tie  la  lijsnedt;  rencontre  du  para- 
bolûîde  propose  avec  le  paraboluï<lc  défini  par  l'equâlioii 


J^-.. 


-X. 


(Licence  :  Paris;  novembre  i88o-] 

f».  Driprniiner  le  lieu  des  centres  rie  coiirljure  des  seclions  principales 
du  paraboloïde  j^'  =  az,  aux.  diiïcrents  points  «le  l'axe  Ox. 

[Licence  :  Paris;  juillet  i883  ] 


PI 
Cl 


7.  Trouver  ['«'(juntiiin  <\t:  lu  surface,  lieu  des  centres  de  courbure  des 
eclions  [ilanes  d'une  siirfncc  (l<.>nn<'c  S,  passant  eu  un  (loinl  clontic  M  de 
celte  surface. 


8.  (In  donne  une  ^urfnn;  ilu  second  (tetîié  et  une  tangente  MT  en  un 
poini  M  de  cette  surfare.  On  mène,  un  plan  passant  par  MT,  cl  l'on  prend 
le  centre  de  courbure  O  de  la  sortion  platic.  jiuis  le  centre  de  courbure  0' 
d«  la  développée  de  la  section  plane.  Trouver  le  Heu  du  point  O'  lorsque 
le  plan  sécant  («urne  auiotir  de  MT. 

[Licence  :  Clermoni;  juillet  i883.] 

Ç).  Déterminer  les  lignes  asymptotiqucs  du  tore  engendré  par  un  cercle 
tournant  autour  d'une  de  ses  tangentes. 

[Licence  :  Paris;  novembre  i88a.] 

10.  Soient  Or,  Oy,  Os  trois  a\es  de  coordonnées  rectangulaires  et 
dans  le  plan  zOx  une  courbe  donnée  G.  Une  surface  est  engendrée  par 
une  circonférence  dont  le  pian  reste  parfillèle  au  plan  jrO_j',  dont  le  centre 
décrit  la  courbe  C  et  qui  rencontre  eoustaniment  l'axe  O.S. 

On  demande  de  former  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiqucs 
de  la  surface  en  prenant  pour  variable^s  la  coordonnée  z  d'un  point 
quelconque  et  l'angle  fi  du  rayon  du  cercle  qui  passe  en  ce  point  avec  la 
trace  du  plan  du  cercle  sur  lo  plan  zOx.  Apjdiquer  au  cas  où  la  courbeC 
est  une  parabole  ayant  le  point  O  pour  sommet  et  la  droite  0  j?  pour  axe. 

[Licence  :  Puns;  juillet  i88o.| 

11.  Déterminer  les  lignes  asymplotiques  d'une  surface  réglée,  qui  est 
tangente  à  une  autre  surface  réglée  en  tous  les  points  d'une  génératrice  A 
de  la  seconde  surface,  toutes  les  génératrices  de  la  première  surface  ren- 
contrant la  droite  A. 


G. 
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6lO  CHAPITRE  XII.   —   SURFACES. 

là.  Trouver  sur  l'hélicoïde  droit  les  lignes  dont  le  plan  osculatear  co»> 
lient  la  normale  à  la  surface. 

[Licence  :  Paris;  juillet  1876.] 

13.  On  demande  les  lignes  asymptoliques  de  la  surface  réglée  repré- 
sentée par  les  équations 

X  =  (i-h  u)cosv,        y  =  (i  —  M)sini»,        3  =  m. 

[Licence  :  Nancy;  novembre  1900.] 

14*.  Étant  données  une  surface  S  et  une  droite  A,  les  sections  de  la  sur- 
face  par  des  plans  menés  par  la  droite  A,  et  les  courbes  de  contact  de» 
cônes  circonscrits  à  S  ayant  leurs  sommets  sur  A,  forment  un  réseau  con- 
jugué. 

[  KOEMGS.]     . 

15*.  Lorsque  trois  points  d'une  droite  invariable  décrivent  trois  plans  . 
rectangulaires,  la  droite  demeure  constamment  normale  à  une  famille  de 
surfaces  parallèles.  On  obtient  l'une  de  ces  surfaces  en  prenant  le  lieu  du 
milieu  du  segment  formé  par  le  point  où  cette  droite  coupe  l'un  des  pians 
coordonnés  et  par  le  pied.  dé.  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur 
la  droite. 

[Darboux,  Comptes  rendus,  t.  XGII,  p.  446;  1881.] 

lu*.  Sur  toute  surface,  on  connaît  une  ligne  dé  courbure  imaginaire  : 
c'est  le  lieu  des  points  pour  lesquels  on  a  i  -i-/)*-h  q*  —  o. 

On  montre  pour  cela  que  l'équation  différentielle  des  lignes  de  cour- 
bure peut  être  mise  sous  la  forme 

(dp  dy  —  dq  dx)(i  -!-/»*-(-  q*)  ~h  (p  dy —  q  dx){p  dp  -i-  q  dq)  —  o. 

[Darboux,  Annales  de  l'École  normale;  i864-] 
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ERRATA. 


?agc  sS,  ligne  18  :  l'emploi  de  la  lettre  d,  pour  représenter  les  dérivées  partielles 
d'une  fonction  de  plusieurs  variables,  est  d&  à  Jacobi.  Avant  lui,  on  employait 
la  lettre  d. 

t*age  36,  dernière  ligne  de  la  deuxième  formule,  remplacer  le  signe  —  par  le 
signe  +. 


6x0 


EU RATA. 


Page  44,  deuxième  formule,  retuplacer  F  par  F'. 

Page  3o,  donner  aux  deux  premières  formule»  o  pour  second  membre, 

Page  5i,  daos  la  seconde  équalion  de  la  ligoe  8,  tupprimer  le  facteur  3  au  secoml 

(uembre. 
Page  53,  ajouter  =  o  à  la  suite  du  second  membre  de  la  formule  de  la  ligoe  9. 
Page  i63,  ligne  1,  au  lieu  de  a,  b),  lire  (a,  b). 
Page  iW,  ligne  1,  ajouter  II. 

Page  173,  premii're  formule,  la  limite  infiirieure  de  la  seconde  intégrale  cit  n. 
Page  173,  deuxiéiin"  forniule,  la  limite  supérieure  de  Ih  iroisiéiiie  inicgrale  e*t  \,\ 
Page  184,  {iremicre  formule,  <j,  et  w,  sont  les  ungics  polaires  •orrespund^iii  iia\  1 

cxlrémilës  de  l'arc. 

Page  193,  dernière  formule,  au  lieu  de   f  ,  lira   I    . 

Page  19^1,  lignes  4  et  ^  en  remontant,  au  lieu  de  dctriiné,  lire  détcrmiaè. 

Page  197,  dcroicre  ligne,  au  lieu  c/e  <i(jr,  lire  <f[J-). 

Page  198,  ligne  i3,  tupprimer  sa  valeur  absolue. 

Page  7»3,  ligne  ?.  au  lieu  de  'Iroilr,  lire  demi-droite. 

Page  31^,  avant-dcrniérc  formule,  x,  et  .\  désignent  les  abscisses  des  points  A  et  B} 

Page  337,  troisième  formule,  mettre  entre  parenthèses  les  termes  qui  suivent  -• 

Page  360,  première  formule,  au  lieu  de  P-i(a),  lire  l"^^'{aj. 

Page  3o3,  ligne  16,  au  lieu  de  f{iù),  lire  ç(u). 

Page  'io'i,Jig.  38,  au  lieu  de  c',  lire  c'. 

Page  3o5,  deuxième  formule,  au  lieu  Je  F(x,»',  lire  V{x,y), 

Page  3o5,  avani-dernirre  formule,  au  lieu  de  V(x,ydxay,  lire  ¥{x,y)dxdy, 

Page  307,  formule  97,  au  lieu  de  <>?-»-  ^}z  —  y,,  lire  (aj-t-  Pj')«  H-  7,. 

Page  3o8,  lignes  9  et  to,  au  lieu  de  du   plan  (u,  v)  de  la  région  r,,,  tire  rf« 

région  r,  du  plan  (u,v). 
Page  3i8,  lit;nc  31,  ajouter  :  ox  est  supposé  en  avant  du  plan  yoz,  pria  C6inin< 

plan  de  la  ligure. 
Page  348,  n'  14'J,  au  lieu  Kic  formule  de  Green,  Vira  formule  d'Osirogradtiy. 

Page  3j6,  formule  (48),  au  lieu  de    j     ,  tire    f     . 

Page  odoifîg.  3.Î,  charnier  le  sens  de  la  lléclie  placée  au-dessous  de  m. 
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